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WIELOKRYTERIALNE PODEJSCIE DO ZADAN LOKALIZACYJNYCH

Streszczenie. Dyskretny problem lokalizacyjny moze byé rozpatrywany jako za-
gadnienie wielokryterialne, gdzie kryteria mierza poziom satysfakcji (odlegtosci)
poszczegblnych klientéw. Rozklad wartosci ocen (odlegltosci od klientéw) jest na
0go6t istotnym czynnikiem wyboru rozwiazania. Podstawowe koncepcje rozwiazan
zadan lokalizacyjnych (optymalizacja $redniej lub najgorszej oceny) wykorzystuja
proste techniki agregacji wielu ocen. Uwzglednienie calego rozkladu wymaga zas-
tosowania odpowiednich modeli optymalizacji wielokryterialnej.

MULTICRITERIA APPROACH TO LOCATION PROBLEMS

Summary. Location problems can be considered as multiple criteria models where
for each client (spatial unit) there is defined an individual objective function, which
measures the effect of a location pattern with respect to the client satisfaction.
This results in a multiple criteria model taking into account the entire distribution
of individual effects (distances). Our analysis of the multiple criteria problem
focuses on the symmetrically efficient solutions which comply with minimization
of distances as well as with impartial consideration of the clients.

1. Wprowadzenie

Wiele modeli optymalizacyjnych zostalo sformulowanych dla zagadnien lokaliza-
cyjnych. Szeroki przeglad modeli mozna znalezé w [3, 5]. Wiekszos¢ analiz koncentruje
sie na dwoch gléwnych kryteriach optymalizacji: minimalizacji §redniej odlegtosci i min-
imalizacji maksymalnej odleglosci. Te dwa kryteria i ich modyfikacje stanowia réwniez
podstawe licznych modeli wielokryterialnych (por. [1, 4, 9]). W tej pracy, podobnie jak
w [8], wszystkie odleglosci poszezegdlnych klientéw sa rozpatrywane jako zbidr kryteriéw
do minimalizacji. Dzieki temu powstaje wielokryterialny model uwzgledniajacy rozkiad

wszystkich odleglosci.
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Dyskretny problem lokalizacyjny mozna sformutowa¢ nastepujaco. Dany jest zbiér m
klientéw (jednostek przestrzennych) oraz zbiér n potencjalnych lokalizacji obiektéw. W
szczegblnosei moze to byé podzbiér (lub caly zbiér) punktéw reprezentujacych klientéw.
Ponadto dana jest liczba p (p < n) obiektéw do lokalizacji. Decyzje mozna tu opisaé
poprzez zmienne binarne z; (j =1,2,...,n) réwne 1, gdy ma by¢ uzyta j—ta lokalizacja,
a 0 w przeciwnym przypadku. Zmienne decyzyjne z; musza speinia¢ ograniczenia

n

o zj=p, z;€{0,1} dla j=1,2,...,n (1)

j=1
W standardowym problemie lokalizacyjnym (bez ograniczen pojemnosciowych) zaklada
sie, ze wszystkie potencjalne obiekty wykonuja ten sam rodzaj ustugi i kazdy klient jest
obstugiwany przez obiekt najblizej usytuowany. Jednakze w wielu problemach lokaliza-
cyjnych zbiér dopuszczalny () ma bardziej ztozona strukture. Decyzje przydziatu sa zwykle
modelowane przy uzyciu dodatkowych zmiennych decyzyjnych z;; (t=1,2,...,m;j =
1,2,...,n) réwnych 1, gdy lokalizacja j—ta jest uzyta do obstugi i-tego klienta, a 0 w

przeciwnym przypadku. Zmienne przydzialu musza spelnia¢ nastepujace ograniczenia

n
x;jzl dla i=1,2,...,m (2)
7j=1
x;jng dla +=1,2,....m i1 j7=12,...,n (3)
r;; €{0,1} dla i=1,2,....m i j=1,2,...,n (4)
Nastepnie zaklada sie, ze dla kazdego klienta 2 = 1,2, ..., m jest zdefiniowana funkcja

fi oceniajaca rozlokowanie obiektéw. Jest ona miarg satysfakcji :—tego klienta z danego
rozlokowania obiektéw. Funkcje f; moga byé interpretowane jako (abstrakcyjnie zdefin-
iowane) odleglosci i minimalizowane. Przy jawnym uzyciu zmiennych przydziatu funkcje

oceny f; moga by¢ zapisane w postaci liniowej

fz(X) = dijﬂ'), dla 7= ]., 2, .., M (5)

ij

M-

7j=1

gdzie wspélczynnik d;; (i = 1,2,...,m;j = 1,2,...,n) wyraza odleglo$¢ i—tego klienta
od lokalizacji j. Zatem dyskretny problem lokalizacyjny moze by¢ sformulowany jako

nastepujacy wielokryterialny problem minimalizacji

min {f(x) : x€Q} (6)
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gdzie f(x) = (fi(x),--., fm(x)) jest wektorowa funkcja celu o sktadowych postaci (5).
Jej wartosci y = f(x) nazywamy dalej wektorami ocen. Bedziemy zakladaé, ze zbidér
dopuszczalny ) zawiera ograniczenia (1)—(4) i ewentualnie inne dodatkowe ograniczenia.

Przy lokalizacji obiektéw publicznych rozkiad odleglosci wérdd klientow jest istotnym
czynnikiem. Na przyklad, decyzja lokalizacyjna generujaca dla klientéw 1, 2 i 3 odlegtosci
4, 310, powinna by¢ uznana za tak samo dobra jak decyzja generujaca odleglosci 0, 3 i

4. Przedstawione dalej podejécie uwzglednia te specyfike zadania (6).

2. Rozwiazania symetrycznie efektywne

W optymalizacji wielokryterialnej wektor ocen y’ jest uwazany za lepszy od innego
wektora ocen y”, o ile co najmniej jedna indywidualna ocena y; jest lepsza (y;, < ;) a
pozostale oceny nie s gorsze (y; < y/). Relacje te nazywamy dominowaniem wektoréw
ocen. Relacja dominacji definiuje rozwiazania efektywne problemu wielokryterialnego jako
wektory dopuszczalne x € @) generujace niezdominowane wektory ocen y = f(x).

W wielokryterialnym zadaniu lokalizacyjnym (6) wszystkie indywidualne oceny sa
wyrazone w tej samej skali i jesteSmy zainteresowani porownywaniem rozktadow wynikow
(odlegtosci). To znaczy, przy danym zestawie funkcji oceny wazny jest tylko rozklad
wartosci osiagnietych przez te funkcje dla danej decyzji, a nie jest wazne, jaka funkcja
jaka wartos¢ przyjeta. Na przykltad, majac do wyboru dwa rozwiazania lokalizacyjne
generujace wektory ocen y' = (5,0,5) i y” = (0, 1,0), uznajemy obie za efektywne (brak
dominacji). Jednakze, w pierwszym przypadku dwie odleglosci sa réwne 5 i jedna 0, pod-
czas gdy w drugim przypadku mamy tylko jedna dodatnia odleglo$¢ réwng 1. Nie ulega
watpliwosci, ze w sensie rozkladu odleglosci drugie rozwiazanie jest lepsze.

Jezeli jesteSmy zainteresowani porownywaniem rozkladéw ocen, to relacja dominacji
powinna by¢ bezstronna ze wzgledu na indywidualne funkcje oceny. Wymaganie to jest
formulowane matematycznie jako wlasno$¢ anonimowosci relacji. Moéwimy, ze relacja
jest anonimowa (bezstronna) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wektora ocen y i
dla dowolnej permutacji 7 zbioru I = {1,2,...,m}, wektor ocen (Y1), ¥r2),---»Yr(m))
jest w sensie tej relacji nierozréznialny z wektorem (y1,vo,--.,%m). Dodanie wymagania

anonimowosci do relacji dominacji wektoréw ocen prowadzi do dominacji symetrycznej,
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niezaleznej od kolejnosci (permutacji) ocen.

Definicja 1. Wektor ocen 'y’ dominuje symetrycznie y" wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq
permutacje 7' 1 7" takie, Ze Yo < Yrny dlai € I oraz dla pewnego indeksu o zachodzi

ostra nieréwnos$c (yYrioy < Yyuiy))-

Definicja 2. Rozwigzanie dopuszczalne x € QQ nazywamy symetrycznie efektywnym roz-
wigzaniem wielokryterialnego problemu (6) wtedy i tylko wtedy, gdy wektor ocen'y = f(x)
jest symetrycznie niezdominowany, tzn. nie istnieje X' € Q taki, zZe y' = £(x') dominuge
symetrycznie y = f(x).

Zauwazmy, ze wektor ocen y dominuje symetrycznie wszystkie wektory ocen domi-
nowane w standardowym sensie oraz dodatkowo wektory ocen dominowane w standard-

owym sensie przez jakakolwiek permutacje wektora y (rys. 1). Tym samym, rozwiazania

symetrycznie efektywne stanowia podzbidr zbioru wszystkich rozwiazan efektywnych.

Ya

Y
Rys. 1. Struktura dominacji symetrycznej w R?

Relacja dominacji symetrycznej moze by¢ wyrazona jako relacja nieréwnosci dla
wektoréw ocen, ktérych wspélrzedne sa uporzadkowane nierosnaco. W tym celu
wprowadzamy przeksztalcenie © : R™ — R™ porzadkujace nierosnaco wspolrzedne wek-
toréw ocen, czyli ©(y) = (61(y),02(y), -, 0m(y)), gdzie 61(y) = O2(y) = -+ = On(y)

oraz istnieje permutacja 7 zbioru I taka, ze 0;(y) = y,q) dlai=1,2,...,m.

Twierdzenie 1. Wektor oceny’ dominuje symetrycznie y"” wtedy i tylko wtedy, gdy §' =
O(y') dominuje y"' = O(y"), tzn. 6;(y') < 0:(y") dla i € I oraz dla pewnego indeksu ig

zachodzi ostra nierdwno$é (0;,(y') < 6;,(y")).
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Przyklad 1. Dla zilustrowania poje¢ dominacji symetrycznej i symetrycznej efekty-
wnosci rozpatrzmy problem lokalizacji dwéch obiektéw do obstugi dziesieciu klientéw.
Dla ulatwienia analizy problemu przyjmujemy lokalizacje poszczegélnych klientéw Ul,
U2,...,U10 jako punkty na osi X o wspoirzednych: 0, 4, 5, 6, 8, 17, 18, 19, 20 i 28, z
ktorych kazdy moze by¢ potencjalna lokalizacja obiektu. Zakladamy, ze kazdy obiekt ma
nieograniczona pojemnosc¢ i kazdy klient jest obstugiwany przez najblizszy obiekt. Zatem

problem przyjmuje postaé (1)-(6) zm=n=101ip = 2.

Tablica 1. Rozwiazania zadania lokalizacji dla przyktadu 1

Rozw. Wektor ocen Uporzadkowany wektor ocen
1 2 3 45 6 7 8 9 101 2 3 4 5 6 7 8 9 10
v2 U9 (4 01 2 4 3 2 1 0 8|8 4 4 3 2 2 1 1 0 O
vr U9 (0 4 5 6 8 3 2 1 0 8|8 8 6 5 4 3 2 1 0 O
g3 U8 (51013 2 1 01 979 5 3 2 1 1 1 1 0 O
vr Uio|0 4 5 6 8 11 10 9 8 O |11 10 9 8 8 6 5 4 0 O

Tablica 1 zawiera cztery rézne rozwiazania problemu lokalizacji. Pierwsze z nich
odpowiada podejsciu leksykograficznej minimaksymalizacji [7] i polega na umieszczeniu
obiektéow w punktach U2 i U9. W drugim wierszu tablicy 1 znajduje sie inne rozwiazanie
minimaksowe. W tym rozwiazaniu obiekty sa umieszczone w punktach Ul i U9. Nastepne
wiersze zawieraja rozwiazanie minimalizujace sume ocen oraz rozwiazanie minimalizujace
wspolczynnik Giniego, ktory jest najbardziej popularng miara rozbieznosci ocen stosowana
przy decyzjach lokalizacyjnych [2]. W pierwszym z tych rozwiazan obiekty sa umieszczone
w punktach U3 i U8, a w drugim w punktach Ul i U10.

Zauwazmy, ze zadne sposréd czterech rozwiazan (wektoréw ocen) wystepujacych
w tablicy 1 nie jest dominowane przez inne. Wszystkie sa rozwiazaniami efekty-
wnymi, poniewaz ze specyfiki problemu wynika, ze kazde rozwigzanie dopuszczalne
jest rozwiazaniem efektywnym. Natomiast uporzadkowany wektor ocen drugiego
rozwigzania jest dominowany przez uporzadkowany wektor ocen pierwszego rozwigzania, a
uporzadkowany wektor ocen czwartego rozwiazania jest dominowany przez trzy pozostale.

Zatem, zar6wno rozwiazanie drugie, jak i czwarte nie s symetrycznie efektywne. a
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3. Metoda dystrybuanty referencyjnej

Twierdzenie 1 pozwala wyrazi¢ symetryczng efektywnosé dla zadania (6) w ter-
minach standardowej efektywnosci dla zadania z wektorowa funkcja uporzadkowanych
ocen O(f(x)). Dla wielokryterialnych probleméw dyskretnych ze skoriczonymi zbio-
rami wartosci ocen mozemy zajmowacé sie bezposrednio rozkladem ocen. Niech V =
{v1,v9, ..., 0.} (v1 > vy > -+ > v,) oznacza zbiér wszystkich mozliwych réznych wartosci
funkcji oceny f; dla x € Q. Mozemy wprowadzié funkcje catkowite hi(y) (K =1,2,...,7)
wyrazajace liczbe wartosci v, wystepujacych w wektorze ocen y = f(x).

W zadaniach lokalizacyjnych z jawnymi zmiennymi przydziatlu (2)—(4), wartosci funkcji
hi(f(x)) sa dostepne bezposrednio. Podzielmy zbiér wszystkich indekséw (i,7) ¢ =
1,...,m;j=1,...,nnaklasy Cy (k= 1,2,...,r) zdefiniowane réwnymi wspélczynnikami
odleglosci d;;. Niech v, = d(Cy) oznacza warto$¢ wspélczynnika odleglosci dla klasy Cy i
d(Cy) > d(Cy) > --- > d(C,). Prawdziwa jest wtedy zaleznosé

he(f(x)) = > =y dla k=1,2,...,r (7)
(4,5)€Ck
czyli hy(f(x)) jest liniowa funkcja zmiennych przydziatu zi; wystepujacych w zadaniu
lokalizacyjnym (2)—(4).

Dalej, okreélamy funkcje wektorowa h(y) = (hi(y), ha(y),...,h(y)), ktérej posz-
czegblne wspéhrzedne stanowia skumulowane funkcje rozktadu hi(y) = S5, h(y) dla
k=1,2,...,r. To znaczy, k-ta funkcja hy(y) wyraza liczbe ocen wiekszych lub réwnych
vg. Wartosci tych funkcji (podzielone przez m) okreslaja prawostronna dystrybuante
rozkladu ocen.

Okazuje sie (por. [6]), ze symetryczna dominacja wektoréw ocen y = f(x) dla zadania
wielokryterialnego (6) jest réwnowazna standardowej dominacji wektoréw ocen h(y) dla

wielokryterialnego zadania:

min { (1 (£(x)), ha(f(x)), - .., B (£(x))) © x € Q}. 8)

Twierdzenie 2. Jezeli f(x) € V™ Vyicq, to rozwigzanie dopuszczalne x° € Q jest
symetrycznie efektywnym rozwigzaniem zadania wielokryterialnego (6) wtedy i tylko wtedy,

gdy jest ono rozwigzaniem efektywnym problemu wielokryterialnego (8).
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Zadanie (8) w ogélnym przypadku moze mieé¢ bardzo duza liczbe funkcji oceny. Liczba
tych funkcji zalezy od liczby réznych wartosci ocen vg. Tym samym problem liczby
funkcji oceny w zadaniu (8) wiaze sie z dokladnoscia rozrézniania wartosci ocen. W zada-
niach lokalizacyjnych jest to problem przyjetej dokladnosci rozrézniania odleglosci. W
wielu przypadkach przy poszukiwaniu zadowalajacego rozkladu odleglosci wyrdznia sie
jedynie niewielka liczbe klas wartosci typu: bardzo duze, duze, srednie itd. Odpowiada
to rozmytemu podejsciu do interpretacji ocen. W najprostszym modelu klasy odleglosci
Cy moga by¢ zdefiniowane jako przedzialy wartosci. Dla pelnego wykorzystania zalet
rozmytego modelowania [11] powinny by¢ jednak zdefiniowane odpowiednie funkcje przy-
naleznosci y, a ich wartosci dla poszczegélnych d;; uzyte jako wspétczynniki w odpowied-
nich liniowych funkcjach hy:

m n
he(f(x)) = D> pldij)zy; , dla k=1,2,...,7
i=1 j=1

W przypadku standardowej optymalizacji wielokryterialnej metoda punktu referen-
cyjnego [10] umozliwia interaktywne analize zbioru rozwiazan efektywnych. Zgodnie z
twierdzeniem 2 metoda punktu referencyjnego zastosowana do wielokryterialnego zadania
(8) umozliwia interaktywna analize zbioru symetrycznie efektywnych rozwiazan zadania
lokalizacyjnego (6). Zauwazmy, ze h, wyraza liczbe odleglosci wiekszych lub réwnych na-
jmniejszej mozliwej odleglodci v,. Zatem, jest ona stata (h,(f(x)) = m dla x € Q) i moze
by¢ pominieta. Odpowiednia metoda punktu referencyjnego moze wiec by¢ wyrazona za

pomoca minimalizacji skalaryzujacej funkcji osiagniecia:

s =, max | Oe(he(f() — ai)} £ 3 MliulE() a0 0

gdzie:
q wektor poziomoéw aspiracji dla skumulowanych funkcji rozktadu odlegtosci,
A wektor skalujacy, Ay > 0,

¢ arbitralnie mata stala dodatnia.

Minimalizacja (9) na zbiorze dopuszczalnym () generuje symetrycznie efektywne
rozwiazanie zadania (6) i odwrotnie, kazde symetrycznie efektywne rozwiazanie zada-

nia (6) minimalizuje (9) dla pewnego wektora aspiracji q. Wektor aspiracji @
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stanowi podstawowy uklad parametréw sterujacych dla wykonywania analizy interakty-
wnej. Poszczegélne wspéirzedne wektora aspiracji g odpowiadaja wspétrzednym wektora
h(f(x)) i reprezentuja dystrybuante rozktadu odlegtosci. Zatem tak zastosowana metoda

punktu referencyjnego (9) okresla interaktywna metode dystrybuanty referencyjne;.

Przyklad 2. Dla ilustracji metody dystrybuanty referencyjnej przedstawimy
przyktadowy przebieg analizy interaktywnej dla losowo wygenerowanego problemu
lokalizacyjnego (1)—(6). Rozwazamy problem lokalizacji dwé6ch obiektéw (p = 2)
wsréd zadanych 10 potencjalnych lokalizacji (n = 10) dla obstugi zbioru 50 klientéw
(m = 50). Dla okreslenia potencjalnych lokalizacji i polozenia klientéw wygenerowano
losowo (rozklad jednostajny) 60 punktéw o calkowitych wspéirzednych od 0 do 100. Dla
okreslenia odleglo$ci miedzy punktami najpierw zostaly obliczone odleglosci euklidesowe
(norma [y), a nastepnie zaokraglone do przyjetego kroku (doktadnosci) odleglosci 10.
W ten sposéb otrzymano wielokryterialny problem (1)—(6) z 50 ocenami o wartosciach
nalezacych do zbioru V' = {150,140, ...,10,0}, gdzie v; = 150, vy = 140,..., v15 = 10 i

v1s = 0. Do analizy tego problemu zastosowano metode dystrybuanty referencyjnej (9).

Tablica 2. Wyniki interaktywnej analizy problemu lokalizacyjnego

Skumulowane funkcje rozkladu odleglosci hy
k|15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 b} 4 3 2 1
vy |10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

1. aspiracja 45 43 31 22 18 11 6 3 O 0 0 0 0 0 0
rozwiazanie | 48 44 31 22 21 12 7 5 O 0 0 0 0 0 0
2. aspiracja 50 50 40 30 18 11 6 3 O 0 0 0 0 0 0
rozwigzanie | 50 49 38 27 18 11 6 3 1 0 0 0 0 0 0
3. aspiracja 50 50 48 32 22 14 6 3 O 0 0 0 0 0 0
rozwigzanie | 50 49 38 27 18 11 6 3 1 0 0 0 0 0 0

Przebieg analizy interaktywnej ilustruje tablica 2 i rysunek 2. Jako pierwsza
dystrybuante referencyjna przyjmujemy dystrybuante utopii, czyli wektor q zlozony z
najmniejszych mozliwych wartosci funkcji hy (k = 1,2,...,15). W wyniku otrzymu-
jemy jedno z rozwigzan minimaksowych o dos¢ znacznej liczbie odleglosci najwiekszych
(5 odlegtosci wiekszych lub réwnych 80, 7 odleglosci wiekszych lub réwnych 70 i 12 od-

legtosci wiekszych lub réwnych 60). W celu wyznaczenia rozwiazania o mniejszej liczbie
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duzych odleglosci, w drugiej iteracji zwiekszamy poziomy aspiracji odpowiadajace matym
odleglosciom, pozostawiajac niezmienione poziomy aspiracji dla odleglosci wiekszych od
40. W rezultacie otrzymujemy rozwiazanie o znacznie mniejszej liczbie duzych odleglosci
(tylko 3 odleglosci wieksze lub réwne 80, 6 odleglosci wiekszych lub réwnych 70 i 11
odlegtosci wiekszych lub réwnych 60), chociaz pojawila sie jedna odleglosé wieksza lub
rowna 90. Otrzymany rozkiad odleglosci wydaje sie by¢ zadowalajacym rozwiazaniem.
Zostaly osiagniete najmniejsze mozliwe liczby odleglosci wiekszych lub réwnych 50, 60,

70 1 80.

K 1. 1.

Iteracja 1 Iteracja 2 Iteracja 3

Rys. 2. Wyniki interaktywnej analizy problemu lokalizacyjnego

Dla sprawdzenia, czy nie mozna znalez¢ podobnego rozwiazania bez odleglosci wiekszej
od 80, w trzeciej iteracji jeszcze bardziej zwiekszamy poziomy aspiracji dla odlegtosci
mniejszych od 40, jak réwniez podnosimy nieco poziomy aspiracji dla odlegltosci wiekszych
od 40 i wiekszych od 50. Okazuje sie, ze ponownie otrzymujemy to samo rozwiazanie. Za-
tem nie istnieje inne rozwiazanie dopuszczalne o podobnie malej liczbie duzych odleglosci.
Wyraznie wida¢ to na rysunku 2, gdzie wykresy otrzymanych dystrybuant rozkladéw od-
leglosci sa prezentowane w postaci kropek na tle stupkow reprezentujacych dystrybuanty

referencyjne (aspiracje). a
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Abstract

In the case of the standard multiple criteria optimization problems, the reference point
method is a very convenient technique for an interactive analysis. It provides the DM
with a tool for an open analysis of the efficient frontier. The interactive analysis is navi-
gated with the commonly accepted control parameters expressing aspiration levels for the
individual objective functions. The standard reference point method cannot be directly
applied to search for symmetrically efficient solutions. In this paper we have developed, as
an analogue of the reference point method, the reference distribution method taking into
account the principle of impartiality. All the solutions generated during the interactive
process belong to the symmetrically efficient set. The interactive analysis of the symmet-
rically efficient set is controlled with the aspiration cumulative distribution of outcomes.
In the case of discrete location problems modeled with explicit allocation variables, the
method does not complicate significantly the original problem, as all the introduced arti-
ficial objective functions are linear. The illustrative example with a randomly generated
discrete location problem shows how easily the interactive analysis can be navigated with
the aspiration cumulative distribution of distances.



