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WSTEP

Problem optymalizacji portfela inwestycji finansowych jest zazwyczaj forma-
lizowany w postaci dwukryterialnego modelu $redniej i ryzyka, gdzie oczekiwana
(Srednia) stopa zwrotu jest maksymalizowana, a pewna skalarna miara ryzyka jest
minimalizowana. W klasycznym podejsciu Markowitza [9] jako miare ryzyka
przyjmuje si¢ odchylenie standardowe lub wariancj¢, co prowadzi do zagadnie-
nia programowania kwadratowego. Sam Markowitz wskazywal na potencjalnie
wigksze mozliwosci wykorzystania modelu w przypadku wynikowego zadania
programowania liniowego (PL). Posta¢ PL problemu optymalizacji portfela jest
bardzo istotna dla rzeczywistych aplikacji finansowych, gdzie przy konstrukcji
portfeli rozpatruje sie znaczna liczbe ograniczeri i bierze pod uwage koszty trans-
akcyjne [4].

Dokonano wiele préb majacych na celu linearyzacj¢ procedury optymalizacji
portfela inwestycji przez odpowiedni dobér miary ryzyka. Odchylenie przecigtne
byto bardzo wczesnie rozwazane w analizie portfelowej (zob. [19] i cytowane tam
prace), podczas gdy niedawno Konno i Yamazaki [5] wprowadzili i analizowali
kompletny model wyboru portfela inwestycji z wykorzystaniem tej miary ryzyka.
Yitzhaki [22] wprowadzil model $redniej i ryzyka wykorzystujacy Srednia réznice
Giniego jako miar¢ ryzyka. Young [23] analizowat model PL opierajacy si¢
na ryzyku zdefiniowanym przez najgorszy przypadek (podejScie minimaksowe).
Wszystkie powyzsze modele PL. mozna traktowac jako szczegd6lne przypadki wie-
lokryterialnego modelu programowania liniowego opartego na krzywych Lorenza
[11]. Rozwdj badarh w dziedzinie analizy portfelowej prowadzi do powstawania
nowych miar ryzyka (por. [7,8] i cytowane tam prace) i odpowiednich modeli PL.

Celem tej pracy jest systematyzacja réznych modeli programowania linio-
wego. W szczegdlnosci wprowadzone jest jednolite wyréznienie miar ryzyka i
odpowiednich miar bezpieczefistwa. Przedstawione jest $ciste powiazanie wszyst-
kich miar z kryteriami przeci¢tnego niedoboru stanowiacymi podstawe relacji do-
minacji stochastycznej drugiego rzedu. Sformutowane sa zadania PL dla wyzna-
czania optymalnych portfeli rynkowych w poszczegdlnych modelach.

* Praca czeg$ciowo wykonana w ramach grantu PBZ-KBN-016/P03/99 “Metody matematyczne w

analizie rynkéw i instrumentéw finansowych w Polsce”.
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1. MODEL SREDNIE]J I RYZYKA

Rozwazane w tej pracy modele maja zastosowanie przy rozwiazywaniu
réznych zagadnienn zarzadzania w warunkach ryzyka. Dla ustalenia uwagi sku-
piamy si¢ tu jednak na jednookresowym zagadnieniu wyboru portfela inwesty-
cji finansowych okre§lonym nastepujaco. Na poczatku okresu inwestor okresla
podzial kapitalu pomiedzy wybrane inwestycje. To znaczy, konstruowany jest
portfel okreslony wielko$ciami udziatéw poszczegélnych inwestycji. W danym
okresie, poszczegdlne inwestycje generuja rézne stopy zwrotu. Zatem wynikowa
stopa zwrotu z catego zainwestowanego kapitalu zalezy od przyjetej na poczatku
struktury portfela, czyli od udzialéw poszczegdlnych inwestycji. Inwestor jest
oczywiScie zainteresowany maksymalizacja stopy zwrotu

Dla matematycznego sformutowania problemu przyjmujemy nastgpujace
oznaczenia. Przez J = {1,...,n} bedziemy oznaczaé¢ zbiér dostepnnych wa-
loréw (inwestycji, papieréw wartoSciowych). Dla kazdego waloru 7 € J jest
okreSlona jego przyszta stopa zwrotu w postaci zmiennej losowej 2. Zmienne
decyzyjne x; (dla j € J) reprezentuja udziaty poszczegdlnych waloréw w port-
felu inwestycji. Wektor zmiennych decyzyjnych x = (x;);=1,..., bedziemy na-
zywaé portfelem. Kazdemu portfelowi x odpowiada zmienna losowa R(x) =
Z?Zl Rjx;, ktora reprezentuje przyszia stope zwrotu z portfela.

Aby wiasciwie reprezentowac portfel inwestycji, zmienne decyzyjne x ; musza
spelnia¢ odpowiednie ograniczenia definiujace zbiér dopuszczalny P. Najprost-
sza definicja zbioru dopuszczalnego ogranicza si¢ do wymagania sumowania si¢
udziatéw do jednosci i warunkéw nieujemnosci udzialéw (bez mozliwosci tzw.
krétkiej sprzedazy). To znaczy,

P={x=(x1,...,20)": Y zj=1,2;20 dlaj=1,....,n}. (1)
j=1

W wielu przypadkach pojawiaja si¢ jednak pewne dodatkowe ograniczenia na
zmienne x;. Na przyktad okreslonego typu fundusze moga inwestowac tylko
pewne czesci kapitalu w okreslone typy waloréw. Ponadto dla pewnych ograni-
czefi dogodniejsze moze by¢ operowanie wielkoScia zainwestowanego kapitatu,
a nie tylko relatywnymi udziatami. Dlatego mozna zatozy¢, ze zbidr P jest dowol-
nym (ograniczonym) wielo$ciennym zbiorem wypukiym.

Zgodnie z koncepcja Markowitza [9] problem optymalizacji portfela inwesty-
cji jest formalizowany w postaci dwukryterialnego modelu Sredniej i ryzyka:

max{[u(x), —o(x)] :  x € P}, 2

gdzie jedna funkcja celu ;1(x) wyrazajaca Srednia (oczekiwana) stope zwrotu z po-
tfela jest maksymalizowana, a druga funkcja celu o(x) wyrazajaca pewna skalarna
miarg ryzyka jest minimalizowana.

Wybdr optymalnego portfela inwestycji powinien by¢ realizowany w oparciu o
zmienne losowe R; odzwierciedlajace przyszie stopy zwrotu dla poszczegdlnych
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waloréw. Bedziemy zaklada¢, ze znane sa realizacje r;; zmiennej losowej I2;
przy poszczeg6lnych scenariuszach ¢ = 1,...,T. Do tego celu opracowywane
sa odpowiednie prognozy np. w postaci 1’ scenariuszy z okre§lonymi prawdo-
podobieristwami p; (gdzie ¢ = 1,...,T) [1]. Najprostsza wersja tego podejScia
jest tzw. technika danych historycznych polegajaca na przyjeciu 1" okreséw histo-
rycznych i odpowiadajacych im realizacji stép zwrotu jako odpowiednich scena-
riuszy o jednakowych prawdopodobieristwach p; = 1/T. Lepsze wyniki daje na
0g6t zréznicowanie prawdopodobienistw zgodnie z zasadami prognozowania [20].
Nalezy podkresli¢, ze wszystkie rozwazane w tej pracy modele dopuszczaja rézne
wartosci prawdopodobiefistw py.

Realizacje stép zwrotu portfela R(x) przy poszczegdlnych scenariuszach sa
liniowymi funkcjami portfela x, zgodnie ze wzorem:

n
yt:ertxj dat=1,...,T. 3)
j=1

Warto$¢ oczekiwana (Srednia) zwrotu portfela p(x) moze by¢ wyrazona jako li-
niowa funkcja realizacji y;:

T T n
pn(x) = Zpt Yt = Zpt ZTjtl‘j
t=1 t=1  j=1

Analogicznie, miary ryzyka moga by¢ wyrazane jako funkcje realizacji y; i w
przypadku przedziatami liniowych funkcji wypuklych moga by¢ obliczalne za
pomoca programowania liniowego. Najprostsze miary ryzyka obliczalne przez
PL wykorzystuja wzory podobne do wariancji o?(x) = E{(R(x) — u(x))?},
uzywajac wartosci bezwzglednych zamiast kwadratow. W szczegblnosci odchy-
lenie przecieme od Sredniej jest okreslone jako 6(x) = E{|R(x) — u(x)|}. Dla
dyskretnych zmiennych losowych opisanych przez realizacje y;, miara 6(x) =
Zthl |y — u(x)|p: jest wypukta, kawatkami liniowa funkcja x i dlatego jej
wartos$¢ dla danego portfela x (ustalonych y;) jest obliczalna jako warto$¢ opty-
malna zadania PL:

T
§(x) = min) (d; +d)ps

4)
t=1
po. di —df =px) -y, d,df >0 dlat=1,...,T.

Zauwazmy, ze dzigki dodatnim prawdopodobiefistwom p; w rozwiazaniu optymal-
nym zadania (4) spetniony jest warunek komplementarnosci d; d;” = 0.

Konno i Yamazaki [5] wprowadzili model optymalizacji portfela inwestycji
(model MAD) oparty na mierze ryzyka §(x). Wczesniej Yitzhaki [22] badat model
$redniej i ryzyka (model GMD) wykorzystujacy sredniq roznice Giniego:

T T
1
L) =5 > lww = yrlprpe 5)

t=1t"=1
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jest obliczalna przez zadanie PL. Zauwazmy, ze wzoér (5) stanowi odpowied-
nik wzoru na wariancje o?(x) = %Ztszl Sy (Y — yn)? pyper.  Nalezy
podkredli¢, ze mimo podobiefistwa wzoréw matematycznych, miary odchylenia
przecigtnego 1 Sredniej réznicy Giniego stanowia odrgbne miary ryzyka alterna-
trywne w stosunku do wariancji.

Model Markowitza jest czesto krytykowany jako niezgodny z aksjomatami
wyboru w warunkach ryzyka. Aksjomatyczne modele wyboru w warunkach ry-
zyka prowadza do porzadku czgSciowego okreslonego przez relacje dominacji sto-
chastycznej [21]. Relacje dominacji stochastycznej pozwalaja poréwnywaé nie-
pewne zyski (zmienne losowe) na podstawie przebiegu odpowiednich skumulowa-
nych funkcji rozktadéw. Jako pierwsza funkcje F(!) przyjmuje si¢ prawostronnie
ciagta dystrybuante rozktadu zyskow Fl(%l)(n) = Fr(n) =P{R < n}dlan e R.
Druga funkcja jest okreSlona przez catke jako Flg) (n) = ["_ Fr(&) d¢. Wyraza
ona réwniez przecigtny niedob6r do biezacego celu n € R [13]:

F (1) = E{R < n}E{n — R|R < n} = E{max{n — R,0}} dla neR.

Odpowiednia (staba) relacja dominacji stochastycznej drugiego rzedu (SSD) przyj-
muje posta¢: R’ ».., R, gdy Flg)(n) < Fg,)(n) dla wszystkich n € R.
Mowimy, ze portfel x' dominuje x" w sensie SSD (R(x") ».s, R(x")), gdy
Fioto ™) < Fiile
ostra. Portfel dopuszczalny x” € P nazywamy SSD efektywnym, gdy nie ist-
nieje inny portfel dopuszczalny x € P dominujacy portfel x° w sensie SSD.
Jezeli R(x') >, R(x"), to R(x') jest preferowane w stosunku do R(x") we
wszystkich modelach preferencji zaktadajacych maksymalizacje stép zwrotu i uni-
kanie ryzyka (tzw. awersj¢ do ryzyka). Odpowiada to wigkszej oczekiwanej
uzytecznos$ci dla wszystkich rosnacych i wklestych funkcji uzytecznosci. Dla-
tego kluczowe znaczenie dla modeli wyboru portfeli inwestycji jest ich zgodnos¢
z relacjami dominacji stochastycznej drugiego rzedu.

(n) dla wszystkich 7, z przynajmniej jedna nieréwnoscia
0

Okreslenie ryzyka za pomoca wariancji, jak to ma miejsce w klasycznym mo-
delu Markowitza, w ogélnym przypadku moze prowadzi¢ do wyboréw zdomino-
wanych stochastycznie przez inne rozwiazania dopuszczalne (por. [13] i cytowane
tam prace). Niestety jest to wspdlna wada wszystkich modeli typu Markowitza
wykorzystujacych pewne miary dyspersji jako miary ryzyka. W przypadku dowol-
nej miary dyspersji o(x) moze si¢ zdarzy¢, ze R(x') >4, R(x") i jednoczesnie
o(x') > o(x"). Zauwazmy, ze pozbawiony ryzyka portfel x’ z gwarantowana
stopa zwrotu 1.0% jest oczywiscie gorszy od obarczonego ryzykiem portfela x”
przynoszacego z jednakowym prawdopodobieristwem 1/2 stope zwrotu 3.0% albo
stope zwrotu 5.0%. Faktycznie R(x”) >,,, R(x'). Jednoczesnie w przypadku
uzycia dowolnej miary dyspersji o(x), oba portfele sa efektywne w sensie dwu-
kryterialnego modelu typu Markowitza (2), poniewaz o(x”) > 0, podczas gdy

o(x') =0.
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W celu pokonania tej staboSci modelu Markowitza mozna wprowadzi¢ funkcje
Ho(x) = p(x) — o(x) nazywana miarq bezpieczeristwa. O ile miara ryzyka o(x)
jest wypukla funkcja x, to odpowiednia miara bezpieczefistwa 11,(x) jest wklesta.
W przeciwienistwie do miar ryzyka (typu dyspersji), odpowiednie miary bezpie-
czefistwa moga by¢ zgodne z formalnymi modelami awersji do ryzyka [13]. Po-
wiemy, ze miara bezpieczefistwa p,(x) = p(x) — o(x) jest zgodna z SSD lub
miara ryzyka o(x) jest dopetnieniowo zgodna z SSD, gdy

R(x') zgsp R(x") = pp(x') = po(x") (©)

Jezeli miara ryzyka o(x) jest dopetnieniowo zgodna z SSD, to z doktadnoscia
do alternatywnych portfeli o identycznych wartosciach p(x) i o(x), kazde
rozwiazanie efektywne dwukryterialnego problemu

max{[p(x), p(x) —e(x)] :  x € P} )

jest SSD efektywne. Z tego wynika, ze dwukryterialny model $redniej i miary
bezpieczefistwa (7) moze by¢ atrakcyjnym zamiennikiem tradycyjnego modelu
Sredniej i ryzyka (2). Portfele efektywne w sensie modelu (7) stanowia podzbidr
calego zbioru portfeli efektywnych w sensie odpowiedniego modelu Sredniej i ry-
zyka (2) i ta czgs¢ zbioru efektywnego reprezentuje portfele SSD efektywne. Po-
nadto, wiele modeli optymalizacji portfela inwestycji stosuje miary bedace fak-
tycznie miarami bezpieczeristwa a nie ryzyka interpretowanego w sensie dysper-
sji. Dotyczy to na przyktad miary ryzyka okreslonej jako najgorsza realizacja
stopy zwrotu (stosowanej w tzw. minimaksowym modelu optymalizacji portfela
rozwazanym przez Younga [23]). Dotyczy to rowniez popularnych w zastosowa-
niach bankowych miar typu warunkowej wartosci zagrozonej (CVaR) [17].
Dopelieniowa zgodno$¢ z SSD byta najwcze$niej wykazana dla Sredniej
réznicy Giniego [22]. Srednia réznica Giniego definiuje miar¢ bezpieczeristwa

pr (%) = p(x) = T(x) = E{R(x) A R(x)}, ®)

gdzie R(x) A R(x) oznacza minimum z dwu niezaleznych zmiennych losowych
o identycznych rozktadach (i.i.d.r.v.) R(x) [22]. Ta miara bezpieczeristwa jest
obliczalna z nastgpujacego zadania PL:

T T-1 T
pp(x) = max Zp% Y+ 2 Z Z Dy Py gy
=1

t'=1 t'=t'+1 9)

p-o. Uprgr < yYpr, Uprgr < ypr dlat’ <t”" =1,...,T.

2. MIARY PRZECIETNEGO NIEDOBORU
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Z pojeciem dominacji stochastycznej SciSle wiaza si¢ kryteria niedoboru. Jed-
nym z nich jest przecietny niedobor do celu n € R, ktéry w przypadku danych
scenariuszowych, wyraza si¢ wzorem:

5n(x) = E{max{n — R(x 0}}—Zmax{77 Yt, 0}pr. (10)
=1

Ze wzgledu na (3) jest to przedziatami liniowa, wypukla funkcja portfela x i jej
wartosci moga by¢ okreslone zadaniem PL:

T
Oy(x) =min » dip po. df =n—y,d; >0 dlat=1,...,T. (11)
t=1

Funkcja Fg()x), uzyta do definicji relacji SSD, wyraza przecigtny niedob6r do celu
n € R [13] i moze by¢ przedstawiona w nastgpujacy sposob:

Fit () = E{max{n — R(x),0}} = 5,(x).

Tak wigc relacja SSD moze by¢ postrzegana jako dominacja w sensie przecietnych
niedoboréw do wszystkich mozliwych celéw.

Miara przecigtnego niedoboru (10) dla ustalonego celu 7, reprezentuje pojedyn-
cze kryterium SSD. W oparciu o wybdr skoficzonego zbioru punktéw odniesienia
n1 > M2 > ... > 1y, 1 wazonej kombinacji odpowiednich kryteriéw przecietnego
niedoboru mozliwe jest sformutowanie zagregowanej skalarnej miary ryzyka [12]:

Z Wiy, (x) = E {Z wy max{n, — R(x), 0}} , (12)
k=1 k=1

gdzie wy (dlak = 1,...,m) sa dodatnimi wagami. Miara (12) moze by¢ interpre-
towana jako pojedyncza miara przecigtnego niedoboru do celu 71 : E{u(max{n; —
R(x),0})}, zastosowana z pewna rosnaca (wypuklta) przedziatami liniowa funkcja
kary u okreSlona przez wezly by, = n1 — mi 1 nachylenia s, = wy + ... + wy,
k =1,...,m. Taka przedziatami liniowa funkcja kary byta uzyta w modelu plano-
wania finansowego Russel-Yasuda-Kasai [1] do definiowania odpowiedniej miary
ryzyka.

Gdy strategia inwestycyjna zaktada osiaganie minimalnych akceptowalnych
zwrotéw, to przecigtny niedobor do celu i jego rozszerzenia sa postrzegane jako
dobre miary ryzyka. Niemniej jednak, gdy do definicji punktéw odniesienia
(celéw) wykorzystywana jest Srednia stopa zwrotu portfela, to odpowiednia miara
ryzyka powinna by¢ definiowana w oparciu o kryteria niedoboru w odniesieniu
do $redniej u(x), zamiast do jakiegokolwiek ustalonego celu 7. Takie charaktery-
styki dolnych odchyleri od §redniej zwane sa semiodchyleniami. W szczegdlnosci
semiodchylenie przecietne (od Sredniej) jest okreSlone jako:

5(x) = E{max{u(x) — R(x),0}} = Fj, (1(x)). (13)
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Zgodnie z (11), dla dyskretnych zmiennych losowych opisanych przez realizacje
ys, miara (13) jest obliczalna z nastepujacego zadania PL:

T
5(x) = min Zdt_pt (14)
t=1

p.o. d; EL(X)—yt, d;, >0 dlat=1,...,T.

Zauwazmy, ze model MAD moze by¢ wyrazony z uzyciem semiodchylenia
przecietnego 0(x) = E{max{u(x) — R(x),0}} = 0.50(x) jako miara ryzyka.
Jak zostato pokazane w pracy [13], semiodchylenie przecigtne jest miarg ryzyka
dopetnieniowo zgodna z SSD, a odpowiednia miara bezpieczeiistwa

15 (x) = p(x) - 5(x) = E{min{R(x), u(x)}} (15)

reprezentuje tzw. dolnq Sredniaq.

Rysunek 1: O-R Diagram

Funkcja FI(%Q()X) jest ciagta, wypukta, nieujemna i niemalejaca. W przypadku
dyskretnych zmiennych losowych R(x) jest to funkcja przedziatami liniowa. Wy-

kres Fg()x) (n) stanowi podstawe tzw. diagramu O-R (Outcome-Risk) [13]. Wy-

kres ten (rys. 1) ma dwie asymptoty przecinajace si¢ w punkcie (u(x),0) — oS
7 jest lewa asymptota, natomiast prosta 7 — u(x) prawa. W przypadku deter-
ministycznego (wolnego od ryzyka) zwrotu (R(x) = pu(x)), wykres F }22():4) (n)
pokrywa si¢ z asymptotatami. Natomiast jakikolwiek niepewny zwrot z ta sama
wartoscia oczekiwana (1(x) generuje krzywa powyzej asymptot. Obszar pomiedzy
krzywa (7, F}(%z()x) (1)) i jej asymptotami reprezentuje dyspersje (i tym samym ry-
zyko) R(x) w poréwnaniu z deterministycznym zwrotem zi(x), tzw. obszar dys-
persji. Zauwazmy, ze przeci¢tne niedobory 577 reprezentuja odpowiednie Srednice
pionowe obszaru dyspersji, a semiodchylenie przecigtne jest maksymalna Srednica
pionowa.

Semiodchylenie przeci¢tne chociaz formalnie zdefiniowane jako dolne od-
chylenie od wartosci oczekiwanej jest réwne odchyleniu gérnemu §(x) =
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E{max{u(x) — R(x),0}} = E{max{R(x) — u(x),0}} = 0.56(x). Dlatego mo-
del MAD reprezentuje faktycznie pomiar ryzyka symetryczny wzgledem wartoSci
oczekiwanej. Dla lepszego modelowania awersji do ryzyka niedoboru mozna
wprowadza¢ odpowiednie przedziatami liniowe funkcje kary. Okazuje sig¢, ze dla
zachowania struktury zadania PL i zgodnoSci z relacja SSD [10], wezty funkcji
powinny odpowiadaé¢ odpowiednim dolnym Srednim (15). Dokladniej, uzywajac
m (zaleznych od rozktadu) celow p1(x) = pu(x), p2(X),..., pm(x) i odpowied-
nich semiodchyleri przecietnych 01(x) = 6(x) oraz 6i(x) = E{max{uz(x) —
R(x),0}} dlak = 2,...,m, zdefiniowanych rekurencyjnie:

N

-1

ok(x) = E{max{u(x) - > di(x)— R(x),0}},

i=1

k
() = () = 8u(x) = () — 3 6:(x) = Efmin{R(x). s (x)}},
=1

mozna wprowadzi¢ miare ryzyka zdefiniowana jako kombinacja liniowa
— m —
S (x) =) Cwpbp(x),  l=wpZwy > > wn >0 (16)
k=1

jak modelu m—MAD [10]. Miara ta moze by¢ interpretowana jako pojedyncze
semiodchylenie przecietne: 6" (x) = E{u(max{u(x) — R(x),0})} z rosnaca,
wypukta, przedziatami liniowa funkcja kary u okreslong przez wezty by, = p(x) —
(1 (x) inachylenia s, = wy +...+wy, k = 1,..., m. Dlatego miara (™) (x) jest
nazywana skalowanym semiodchyleniem przecietnym. Skalowane semiodchylenie
przecietne (16) definiuje odpowiednia miare bezpieczeristwa 11(x)— (™) (x), ktéra
moze by¢ wyrazona bezposrednio jako wazona suma dolnych $rednich pu(x):

o) = 8 () = (w1 = wa)a (%) + -+ (Win—1 = W) an (%) + Wy a1 (%),

gdzie wspolczynniki wagowe sa nieujemne i sumuja si¢ do 1. Ta miara bezpie-
czefistwa jest zgodna z SSD [10], czyli R(x’) >, R(x”) implikuje p(x") —
5(m) (X,) > M(x//) — 5m) (X”).

Bezposrednio z definicji Sredniej réznicy Giniego (5) wynika:

T

T
PE) = S @ —wpw | oo =D Flo pe =D 85, (x)pr.

=1 [ty <yy =1 =1

Zatem miara I'(x) moze by¢ interpretowana jako wazona suma wielu przecietnych
niedoboréw (12), przy czym zaréwno cele jak i odpowiednie wagi zaleza od
specyficznego rozktadu zwrotéw. Tym samym, chociaz Srednia réznica Giniego
bezposrednio nie reprezentuje zadnego przecietnego niedoboru, to okazuje si¢ by¢
kombinacja takich miar.
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3. KWANTYLOWE MIARY RYZYKA

Semiodchylenie przecig¢tne lub Srednia réznica Giniego, podobnie jak odchy-
lenie standardowe, definiuja pewne miary Sredniego ryzyka nie pozwalajac na
odpowiednie wyrdznianie scenariuszy ekstremalnych. W wielu zastosowaniach
potrzebujemy ekstremalnych miar ryzyka dla podkreslenia konsekwencji bardziej
pesymistycznych scenariuszy. Dla dyskretnej zmiennej losowej reprezentowanej
przez realizacje y,;, warto$¢ najgorszej realizacji

M(x) = mi 17
(x) =, min_y;, (17)

jest najbardziej pesymistycznym wskaZnikiem jakoSci. Maksymalizacja najgor-
szej realizacji odpowiada typowej koncepcji maksyminimalizacji powszechnie sto-
sowanej w optymalizacji wielokryterialnej [12] i jest obliczalna jako zadanie PL.:

M(x) =maxn po. n<y dlat=1,...,T.

Wartos¢ najgorszej realizacji byta stosowana do optymalizacji portfela inwestycji
[23]. Warto$¢ ta przedstawia mozliwe ryzyko ale nie jest typowa miara dyspersji
przyjmujaca warto$¢ zero przy braku ryzyka. W rozwazanych tu kategoriach jest
to typowa miara bezpieczefistwa, podczas gdy maksymalne (dolne) semiodchyle-
nie okreslone jako:

A) = pu(x) = M(x) = max_(u(x) = y1)

moze by¢ uwazane za odpowiednig klasyczng miar¢ ryzyka podlegajaca minima-
lizacji [11]. Maksymalne semiodchylenie jest dobrze zdefiniowane na diagramie
O-R (rys. 1), gdzie stanowi maksymalna pozioma Srednice obszaru dyspersji. Naj-
gorsza realizacja jest miara bezpieczefistwa zgodna z SSD.

Naturalnym uogdlnieniem miary M (x) jest najgorsza srednia warunkowa de-
finiowana jako §rednia z danej porcji (kwantyla) najgorszych realizacji. Podobnie
uogdlnieniem miary A(X) jest warunkowe semiodchylenie przecietne. Dla naj-
prostszego przypadku jednakowo prawdopodobnych scenariuszy (p; = 1/T') naj-
gorsza Srednia warunkowa M, (x) moze by¢ definiowana jako Sredni zwrot przy
realizacji k£ najgorszych scena?iuszy. W szczeg6lnosci, dla k = 1 oznacza to naj-
gorsza mozliwa realizacje, czyli M 1 (x) = M (x). W ogdlnosci najgorsze Srednie
warunkowe sa zwiazane z tzw. kwantylami drugiego rzg¢du definiowanymi za po-
moca funkcji

_9 p _ ) 9
F}z(x))(p) = /0 Fé(i))(a)da da0<p<1 i F}z(x))(O) =0, (18)

gdzie Fl(%zi)) (p) = inf {n : Fpx)(n) > p} jest lewostronnie ciagta, uogdlniona od-
wrotnoscia dystrybuanty Fr(y), okreslajaca wartos¢ dolnego kwantyla pierwszego
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rzgdu. Za pomoca funkcji F (=2) mozna zdefiniowaé najgorsza Srednia warunkowa
i warunkowe semiodchylenie przecigtne dla kazdego rzeczywistego poziomu tole-
rancji 0 < B < 1 jako:

Mj(x) = %F&j}(ﬁ) i Ap(x) = u(x) - My(x) dla0<B<1. (19)

Przy czym M, (x) = p(x) oraz Mz(x) zbiega do M (x) przy /3 dazacym do 0.

Funkcja Fl(%zj)) jest funkcja dualna (sprzezona) do FI(%Q()X) [16], dlatego tez naj-
gorsze Srednie warunkowe M 3(x) wprowadzaja alternatywna charakteryzacje re-
lacji SSD w sensie nastepujacej réwnowaznosci:

R(x') =.p, RX") & Mg(x') > Ms(x") dlakazdego0 < 3 <1.

Najgorsza Srednia warunkowa jako miara bezpieczenstwa i warunkowe se-
miodchylenie przecigtne jako miara ryzyka reprezentuja model tak zwanej wa-
runkowej wartosci zagrozonej (Conditional Value-at-Risk — CVaR) postrzeganej
odpowiednio w kategoriach bezwzglednych lub wzglednych. Dlatego bedziemy
uzywaé skrétu CVaR do nazywania odpowiednich miar i modeli. Nalezy pod-
kresli¢ jednak, ze rozwazana tu miara najgorszej Sredniej warunkowej okreslona
przez (19) jest niekiedy traktowana [17] jako przyblizona warto§¢ CVaR, pod-
czas gdy za dokladna miare przyjmuje si¢ tzw. kwantylowa Srednia warunkowa
(Expected Shortfall - ES) [3], okreslona jako ESg(x) = E{R(x)|R(x) < Q(x)}
gdzie Q3(x) jest J-kwantylem. Faktycznie, jezeli P{R(x) < Qp(x)} = 3, to
Mp(x) = ESg(x). W ogdlnosci, Frx)(Qp(x)) = ' = fi Ms(x) < Mg (x) =
E{R(x)|R(x) < Qp(x)}. O ile miara Mg jest zawsze zgodna z SSD, to nie jest
to prawda dla miary ES [14].

Flood )
b (%)
Ap(x)
BM(X) L
dg(x) -t Mp(x)
F}gzj)) (B) Lo 5
0 5 1 »

Rysunek 2: Bezwzgledna krzywa Lorenza i miary CVaR

Wykresem FI(%ZE)) jest tzw. bezwzgledna krzywa Lorenza (rys. 2). Na wy-
kresie F’ z(ij)) niedeterministyczne zwroty R(x) tworza ciagta i wypukla krzywa
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rozpoczynajaca si¢ w punkcie (0, 0) i koiiczaca w (1, (%)), podczas gdy determi-
nistyczny zwrot z ta sama wartoscia oczekiwana p(X) jest reprezentowany przez
cigciwe (prosta) laczaca powyzsze punkty. Tak wiec obszar pomigdzy krzywa
(p, Fézj)) (p)), 0 < p < 11 jej cieciwa reprezentuje dyspersje (i tym samym
ryzyko) R(x) w poréwnaniu z deterministycznym zwrotem p(x). Obszar ten
zwany jest obszarem dyspersji Lorenza. Mozna zauwazy¢, ze Ag(x) = +dg(x),
gdzie dg(x) oznacza pionowa Srednice obszaru dyspersji Lorenza w punkcie
p = (3. Obszar dyspersji Lorenza umozliwia tez interpretacje wielu innych miar
ryzyka (rys. 3). W szczeg6lnosci semiodchylenie przecietne §(x) jest nawieksza
Srednica pionowa, a Srednia réznica Giniego I'(x) wyraza podwojone pole ob-
szaru. Z kolei maksymalne semiodchylenie A(x) jako graniczna warto§¢ CVaR
reprezentuje Srednice pionowa trojkatnej obwiedni obszaru dyspersji Lorenza.
Zaréwno 0(x) jak i A(x) moga tez by¢ interpretowane jako (podwojone) miary
powierzchni odpowiednich tréjkatéw aproksymujacych obszar. Wynika stad oczy-
wista nieréwnosé §(x) < I'(x) < A(x).

Flood )
b 11(X)
A(x)
5(x)
s0(x)
M (x)
0 1 p

Rysunek 3: Bezwzgledna krzywa Lorenza i miary ryzyka

Ze wzgledu na relacje dualnosci, bezwzgledna krzywa Lorenza moze by¢ de-
finiowana przez optymalizacje [15]:

Fry (0) = max |4 — Fio ()] = max [ — 5, (x)) (20)

gdzie n jest zmienna rzeczywista. W rozwiazaniu optymalnym 7 przyjmuje
warto$¢ B-kwantyla Qg(x). Ze wzoru (20) wynika, ze bezwzgledna krzywa Lo-
renza i zwiazane z nia miary ryzyka wyrazaja charakterystyki, ktére mozna przed-
stawi¢ w diagramie O-R jako wyniki optymalizacji przy nachyleniu (3 (rys. 4).
Dla dyskretnych zmiennych losowych bezwzgledna krzywa Lorenza jest prze-
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dzialami liniowa. Zgodnie z (11), problem (20) staje si¢ zadaniem PL:

T
1 _
Mﬁ(x) = max [77 - B Z dt pt] 1)
t=1
po. di >n—1, d >0 dat=1,...,T,

gdzie 71 jest zmienna pomocnicza, nieograniczona co do znaku. Natomiast wa-
runkowe semiodchylenie przecigtne mozna wyznaczaé jako réznice Ag(x) =
p(x) — Mg(x) lub bezposrednio z nastepujacego zadania PL:

T 1— ﬁ
t=1

po. di —df =n—vy, df,d7 >0 dlat=1,...,T.

2)
FR(X) () nachylenie 1

nachylenie (3

—Flyog) (8) Qs(x) n
My(x)  Ap(x)  p(x)

Rysunek 4: Kwantylowe miary ryzyka w diagramie O—R

Mozna zauwazy¢, ze dla 8 = 0.5 dostajemy 1 — 5 = (. Zatem Ag5(x)
reprezentuje odchylenie przecigtne od mediany — miarg typu MAD proponowang
przez Sharpe’a [19]. Odpowiednie zadanie PL dla tej miary przybiera postac:

T
Ags(x) = min Z(dt++d5)pt
t=1
po. di —df =n—vy;, df,d° >0 dlat=1,...,T.

To zadanie PL rézni si¢ od odpowiedniego zadania dla modelu MAD (4) jedynie
uzyciem swobodnej zmiennej 7 zamiast wartosci Sredniej yu(x).

Miara CVaR dla ustalonego poziomu tolerancji 3 reprezentuje pojedyncze du-
alne kryterium SSD. W oparciu o wybér skoiczonego zbioru pozioméw tolerancji
0< f1< By <...<pPBm <1iwazonej kombinacji odpowiednich miar CVaR
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mozliwe jest sformutowanie zagregowanej skalarnej miary bezpieczenistwa [12]:

M\Svm)(x)zzwkMﬁk(X), Zwkgl, wp>0 dlak=1,....,m
k=1

(23)
1 odpowiedniej miary ryzyka

A (x) = p(x) = MGV () = 3w, (x).
k=1

4. MODELE OBLICZENIOWE

Model Sredniej i ryzyka umozliwia proste modelowanie preferencji wyboru w
warunkach ryzyka za pomoca odpowiednich technik optymalizacji dwukryterial-
nej. Najprostszym podejsciem jest tu okreslanie wymaganego poziomu Sredniej
1o 1 minimalizacja miary ryzyka. Jak jednak bylo wczes$niej wskazywane, czesto
mamy do czynienia z maksymalizacja odpowiedniej miary bezpieczenstwa. Dla-
tego dla rozwazanych miar ryzyka zostang zbudowane modele PL w parametrycz-
nej postaci:

max{apu(x) — o(x):  wp(x) > po, x€ P}, (24)

gdzie dla o = 0 bedzie realizowana minimalizacja miary ryzyka o(x), natomiast
dla @« = 1 maksymalizacja miary bezpieczenistwa p(x) — o(x). Wszystkie modele
beda zawieraly nastgpujace ograniczenia ogdlne:

xeP i z2> pg, (25)
T n
Sy —2=0 i Y -y =0 dat=1,...,T, (26)
t=1 j=1

gdzie z 1y, (t = 1,...,7T) sa zmiennymi nieograniczonymi reprezentujacymi
odpowiednio Srednia stope zwrotu portfela x oraz realizacje stopy zwrotu port-
fela w t-tym scenariuszu. Ponadto kazdy model zawiera ograniczenia defi-
niujace specyficzne miary ryzyka i bezpieczenstwa. Tabela 1 zawiera zestawienie
najwazniejszych modeli.

Modele MAD. Standardowy model MAD [5], implementowany z semiodchyle-
niem przeci¢tnym (13) jako miara ryzyka, prowadzi do nast¢pujacego zadania PL:

max az — 21
p-o. (25)—(26) 1

T
21—y pdy =0, 27)
t=1

dit—z2z+y:>0,d;; >0 dlat=1,...,T, (28)
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gdzie nieujemne zmienne dy; reprezentujq dolne odchylenia od Sredniej dla sce-
nariuszy t, a z1 jest zmienna okreslajacq warto$¢ przecigtnego odchylenia. Tak
sformutowane zadanie PL uzywa 1" + 1 zmiennych 1 T' + 1 ograniczen liniowych
dla okreslenia semiodchylenia przeci¢tnego.

Dla uszczegétowienia modelowania semiodchyleii zgodnie z technikg m—
MAD [10], trzeba powtérzy¢ ograniczenia typu (27)—(28) dla kazdego poziomu
kark=2,...,m.

m
max az —z1 — E W2k,
k=2

po.  (25-(26), @7)-(28)idlak =2,...,m:

T
Z Dt = 2k,
t=1

k—1
A+ zi+y >z dg >0 dat=1,... T
=1

W wyniku otrzymujemy zadanie PL zawierajace m(T + 1) zmiennych i m (7 + 1)
ograniczeni liniowych dla wymodelowania m-poziomowego skalowanego odchy-
lenia przecigtnego.

Modele CVaR. Dla dowolnego 0 < 3 < 1 model CVaR [17], z najgorsza Srednia
warunkowa (19) jako miara bezpieczenistwa, moze by¢ zaimplementowany w for-
mie nastepujacego zadania PL:

T
1
max (a—l)z+q——2ptdt
PiI
po. (25-(26)idi—q+y>0,d; >0 dlat=1,....T.

Model jest bardzo podobny do modelu MAD z ta réznica, Ze tutaj dolne odchyle-
nia sa definiowane przy uzyciu zmiennej niezaleznej, nieograniczonej g, zamiast
zmiennej z reprezentujacej warto$¢ Srednia w (28).

Dla wzbogacenia modelu przez mozliwo$¢ stosowania wazonej kombinacji
miar CVaR (23) trzeba odpowiednio powt6rzy¢ ograniczenia definiujace zmienne
odchylen. Prowadzi to do zadania PL:

m T
1
max (a=1)z + E wi(qr — B E Dedyt)
k=1 )

p.o. (25)—(26) i
dpt —qe + vy >0, dgy >0 dlat=1,...,T; k

Il
3
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Tabela 1

Sformutowania PL dla modeli minimalizacji miary ryzyka (o = 0)
1 maksymalizacji mairy bezpieczefistwa (o = 1)

Model max{apu(x) — o(x) : p(x) > po, x € P}

Ograniczenia ogélne | x € P

T
Zptyt:z i z2>po
t=1

ZTjtwj:yt dlat=1,...,T
j=1
Model MAD max oz — 21

przy ograniczeniach ogélnych i

T
Z pedir = 21
=1

dit +ye > 2, diy >0 dat=1,...,T
Model m—MAD max oz — 21 — Z Wk Zk
k=2

przy ograniczeniach MADidlak =2,...,m:

T
Zptdkt = Zk
t=1

k—1
de+ Yz ye >z, dig >0 dlat=1,...,T
=1
1 T
Model CVaR max (o — 1)z 4+ ¢ — 3 > puds
t=1

przy ograniczeniach ogéln;/ch i
de+ye>q,de 20 dlat=1,...,T

Model Minimaksowy | max (o — 1)z + ¢
przy ograniczeniach ogélnych i
Yt 2 q dlat=1,...,T

T
Model GMD max az— » Y puppdy
t'=1 t"#t
przy ograniczeniach ogdélnych i
dt’t” > Yer — Ygrr dt’t” >0 dla tl,t” = 17 ey T; "’ 7& v
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Jako graniczny przypadek modelu CVaR przy 3 dazacym do 0 otrzymujemy
model Minimaksowy [23]. Moze on by¢ sformutowany w uproszczonej postaci z
pomini¢ciem zmiennych reprezentujacych odchylenia:

max (a—1)z+gq
po.  (25-26)i y;>q dlat=1,...,T.

Dzigki temu potrzebne sa tu tylko 71" ograniczenia i jedna pomocnicza zmienna dla
wymodelowania miary najgorszej realizacji.

Model GMD. Model wykorzystujacy srednia réznice Giniego (o(x) = I'(x)) [22],
bezposrednio z definicji (5) moze by¢ sformutowany w postaci:

T
max az — Z Z P P dt’t”

=1 /£t
p-o. (25)-(26) i dyyr > yp —ypr, dygr >0 dlat’ £t =1,....T

zawierajacej T'(T" — 1) nieujemnych zmiennych dyyv i T(T — 1) nieréwnosci.
Zmienne d;» odpowiadaja tu jednoelementowym kolumnom wspdlczynnikéw
zadania PL i w zadaniu dualnym odpowiednie ograniczenia stanowig proste gorne
ograniczenia na zmienne. Dlatego dualna postaé odpowiedniego zadania PL jest
tu fatwiejsza do rozwiazywania.

Sciste wyr6znienie miar ryzyka i odpowiednich miar bezpieczefistwa
umozliwia dla wszystkich rozwazanych miar formutowanie odpowiednich modeli
ilorazowych, gdzie poszukuje si¢ ryzykownego portfela oferujacego maksymalny
przyrost stopy zwrotu w stosunku do przyrostu miary ryzyka (w odniesieniu do
inwestycji w walory pozbawione ryzyka). Mianowicie przy danej stopie zwrotu
wolnej od ryzyka r¢ poszukujemy ryzykownego portfela x, ktéry maksymalizuje
stosunek (u(x) — 7o) /o(x). To prowadzi do nastepujacego zadania optymalizacji:

max {% : XEP}. (29)

Rozwiazanie optymalne problemu (29) jest nazywane portfelem stycznym lub port-
felem rynkowym [2]. Zadanie (29) wykorzystuje miare ryzyka typu dyspersji, taka
ze o(x) = 0 dla portfela x pozbawionego ryzyka. Okazuje si¢, ze w przypadku
miar ryzyka wyznaczanych przez zadania PL réwniez model ilorazowy (29) moze
by¢ wyrazony w postaci zadania PL [8]. Aby sprowadzi¢ model ilorazowy (29)
do postaci zadania programowania liniowego nalezy wykona¢ nastepujace prze-
ksztalcenia: wprowadzi¢ nowe zmienne v = pu(x)/o(x) i v9 = 1/0(x) oraz do-
kona¢ podstawienia zastepujac oryginalne zmienne x; przez T; = xj/o(x). W
wyniku otrzymuje sie liniowa funkcje celu max v — rgvg i zbiér dopuszczalny
PL. Ponizej beda pokazane szczegétowo przyktadowe przeksztalcenia dla ilorazo-
wych modeli MAD i CVaR. Wiecej sformutowan jest zestawionych w tabeli 2.
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Tabela 2

Sformutowania PL dla modeli ilorazowych

Model max {u(x) — "0 xe 73}
o(x)
Ograniczenia og6lne Z T; =vo, Z; >0 daj=1,...,n
j=1
JT n
Sl =v. > rids =i dlat=1,...,T
t=1 j=1
Model MAD max v — Tolo
przy ograniczeniach og6lnych i
T
Zptdlt =1
t=1 ~
dit + 9t > v, die >0 dat=1,...,T
Model CVaR max v — Tovo
przy ograniczeniach ogélnych i
T
_ 1 =
U—q-l-BZptdt:l
~ t:1~
dt+gt2<j,dt20 dlatzl,...,T
Model Minimaksowy | max v — rovo
przy ograniczeniach og6lnych i
gy >v—1 dlat=1,...,T
Model GMD max v — Tovo
przy ograniczeniach ogélnych i
T
Z Z pt’pt”dt’t” =1
ti:l t! #£t! -
dt/t” 2 gt/ — gt”7 dt’t” 2 O dla t/7t// = 1, e 7717 t// # tl
. . Zj . 1
Rozwiazanie T = — dlaj=1,...,n, px)=—, ox)=—
Vo Vo Vo
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Wszystkie rozwazane tu sformutowania dotycza najprostszego zbioru portfeli
dopuszczalnych (1), ale prezentowane przeksztalcenie moze by¢ réwniez sku-
tecznie stosowane do bardziej zlozonych ograniczenn PL. Po rozwiazaniu prze-
ksztalconego problemu, wartosci oryginalnych zmiennych z; moga by¢ wyzna-
czone w wyniku dzielenia Z; przez vy, podczas gdy o(x) = 1/vg i pu(x) = v/vg
(jak to zostato zestawione w ostatnim wierszu tabeli 2).

Ilorazowy model MAD. W modelu MAD miara ryzyka o(x) = &(x) jest
bezposrednio wyrazona za pomoca zmiennej z; definiowanej w réwnaniu (27).
Stad, ilorazowy model MAD moze by¢ zapisany jako

Z—T0
max

. p.o.x €P, (25-(26) i (27)—(28).
1

Wprowadzajac zmienne v = z/z1 i vg = 1/z; otrzymujemy liniowe kryterium v—
rovg. Dalej, dzielimy wszystkie ograniczenia przez z; i dokonujemy podstawienia:
dyy = dit/z1, 9 =ye/zndlat=1,... T, oraz&; = xj/z,dlaj=1,..., n. W
rezultacie otrzymujemy nastepujace zadanie PL:

max UV — 1oV
T ~
p.O. Zptdlt e 1
t=1
dy+g>v,dy>0 dat=1,...,T,

T n
Zptgt:v, ertizj:ﬂt dlat=1,...,T,
t=1 j=1

n
Zj;j:vo, z; >0 dlaj=1,...,n.
j=1

Ilorazowy model CVaR. W modelu CVaR odpowiednia miara ryzyka o(x) =
Ap(x) nie jest bezposrednio reprezentowana. Mozna jednak wprowadzié
réwnanie:

L T
2—q+ =Y pdi =2
b=

wyrazajace miar¢ ryzyka Ag(x) w postaci zmiennej 21, co pozwala na dalsze
transformacje analogiczne jak w modelu MAD.
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PODSUMOWANIE

Problem optymalizacji portfela inwestycji finansowych jest tradycyjnie forma-
lizowany w postaci dwukryterialnego modelu Sredniej i ryzyka, gdzie oczekiwana
(Srednia) stopa zwrotu jest maksymalizowana, a pewna skalarna miara ryzyka jest
minimalizowana. W klasycznym podejSciu Markowitza jako miar¢ ryzyka przyj-
muje si¢ odchylenie standardowe lub wariancj¢, co prowadzi do zagadnienia pro-
gramowania kwadratowego. O wiele wigksze mozliwosci skutecznego wykorzy-
stania modelu pojawiaja si¢ w przypadku wynikowego zadania programowania
liniowego.

Ze wzgledu na konieczno$¢ zapewnienia dywersyfikacji portfela, zadna miara
ryzyka nie moze by¢ liniowa funkcja portfela. Tym niemniej moze ona by¢
przedziatami liniowa wypukta funkcja realizacji stopy zwrotu i, co za tym
idzie, by¢ wyznaczana za pomoca programowania liniowego w przypadku dys-
kretnych zmiennych losowych. Zaproponowano wiele réznych miar ryzyka
umozliwiajacych taka linearyzacje procedury optymalizacji portfela inwestycji.

Celem tej pracy byla pewna systematyzacja réznych modeli programowania
liniowego dla optymalizacji portfela inwestycji. W szczegélno$ci wprowadzone
zostato jednolite wyrdznienie miar ryzyka i odpowiednich miar bezpieczeristwa
dla wszystkich rozwazanych modeli. Umozliwito to odpowiednie sformutowanie
zadan PL do wyznaczania optymalnych portfeli rynkowych dla poszczegdlnych
modeli. Ponadto zostalo wykazane $cisle powiazanie wszystkich miar z kryteriami
przecigtnego niedoboru stanowiacymi podstawe relacji dominacji stochastyczne;j
drugiego rzedu.
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