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WSTEP

Przedmiotem pracy jest klasyczne (jednookresowe) zagadnienie wy-
boru portfela inwestycji finansowych. Na poczatku okresu inwestor decy-
duje o podziale kapitalu pomiedzy wybrane inwestycje konstruujac port-
fel okreSlony przez wielkodci udzialéw poszczegdlnych inwestycji. Po-
szczegblne inwestycje generuja rézne losowe stopy zwrotu. W wyniku
konicowa wielko$¢ zysku z zainwestowanego kapitalu zalezy od przyjetych
na poczatku wielkosci udzialéw poszczegdlnych inwestycji.

Model Markowitza optymalizacji portfela inwestycji finansowych spro-
wadza zagadnienie wyboru zmiennej losowe]j reprezentujace]j (przyszle) zyski
z portfela do dwukryterialnego wyboru na podstawie skalarnych wielko$ci:
wartosci oczekiwanej i miary ryzyka. Okreslenie ryzyka za pomoca poje-
dynczej wielkosci skalarnej jest dalece uproszczone. Dlatego modele typu
Markowitza w ogdélnym przypadku moga prowadzi¢ do wyboréw sprzecz-
nych z zasadami dominacji stochastyczne;j.

Relacja dominacji stochastycznej poréwnuje rozklady losowe zysku w
oparciu o charakterystyki niedoboru dla wszystkich mozliwych punktéw od-
niesienia (celéw). Dokladniej, relacja dominacji stochastycznej pierwszego
rzedu bierze pod uwage prawdopodobienstwo niedoboru, podczas gdy rela-
cja dominacji stochastycznej drugiego rzedu uwzglednia przecietne niedo-
bory. Istnieje mozliwos¢ wyboru skoniczonego zbioru punktéw odniesienia i
rozwazania skoriczonego modelu wielokryterialnego jako przyblizenia odpo-
wiedniej dominacji stochastycznej [7,9]. Celem pracy jest analiza podstawo-
wych wlasnosci takiego modelu i mozliwosci jego efektywnego wykorzystania
do wspomagania decyzji inwestycyjnych. Wybér niewielkiej liczby punktow
odniesienia, sposrdd ich nieskoniczonej liczby definiujacej relacje dominacji
stochastycznej, moze nastrecza¢ powazne trudnosci w ogdlnym przypadku.

* Praca czesciowo wykonana w ramach grantu PBZ-KBN-016/P03/99 “Metody matema-

tyczne w analizie rynkéw i instrumentéw finansowych w Polsce”.
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Rozwiazanie jest tu mozliwe dzieki rozmytemu formulowaniu punktéw
odniesienia. Naturalnym jest okreslenie niewielkiej liczby rozmytych klas
wielkosci stép zwrotu. Model wielokryterialny uwzglednia wtedy funkcje
przynaleznosci do rozmytych celéw mierzac odpowiadajace im niedobory.
W pracy pokazujemy, ze przy naturalnym okresleniu rozmytych celéw mo-
del pozostaje zgodny z relacja dominacji stochastycznej. W przypadku tzw.
analizy danych historycznych, czyli dyskretnych zmiennych losowych repre-
zentujacych stopy zwrotu, model przyjmuje postaé wielokryterialnego zada-
nia programowania liniowego. Tym samym skalaryzacje modelu prowadza
do latwo rozwiazywalnych zadan programowania liniowego.

PODSTAWOWE MODELE WIELOKRYTERIALNE

Niech J = {1,2,...,n} oznacza zbiér rozwazanych waloréw (inwestycji,
papieréw wartosciowych). Stopa zwrotu dla j-tego waloru jest okreslona
jako zmienna losowa R; o $redniej (wartosci oczekiwanej) z; = E{R;}.
Zmienne decyzyjne reprezentujace udzialy poszczegdlnych waloréw w port-
felu inwestycji bedziemy oznacza¢ przez z;. Aby reprezentowaé udzialy,
zmienne te musza spelnia¢ odpowiednie ograniczenia definiujace zbiér do-
puszczalny:

Q:{(‘Thw?a"'axn) | ij = 17 Zj ZOVJ}

=1

Wektor zmiennych decyzyjnych x = (z1,z2,...,T,) spelniajacy warunek
x € Q bedziemy dalej nazywaé portfelem.

Portfel = definiuje odpowiednia zmienna losowa R(x) = Z?Zl Rjx;,
ktéra reprezentuje stope zwrotu z portfela. Jej $rednia jest okreslona wzo-
rem:

2(x) = E{R(x)} = ) _ 2z
j=1

Poczawszy od fundamentalnej pracy Markowitza [5] problem wyboru port-
fela inwestycji jest zazwyczaj formalizowany w postaci dwukryterialnego
modelu $redniej i ryzyka (MR)

max{[z(x),—o(x)] :  x €@} (1)

gdzie oczekiwana ($rednia) stopa zwrotu z(x) jest maksymalizowana, a
pewna skalarna miara ryzyka p(x) jest minimalizowana. W klasycznym
podej$ciu Markowitza jako miare ryzyka o(x) przyjmuje sie odchylenie stan-
dardowe lub wariancje zmiennej losowej 0%(x) = E{(z(x) — R(x))?} tworzac
tzw. model MV [6]. Wiele innych parametréw zmiennosci bylo stosowa-
nych jako miary ryzyka tworzac cala rodzine modeli typu Markowitza. W
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szczegblnosci Konno i Yamazaki [3] wprowadzili i analizowali kompletny mo-
del wyboru portfela inwestycji z wykorzystaniem odchylenia przecietnego
d(x) = E{|z(x) — R(x)|} jako miary ryzyka, tzw. model MAD.

Model Markowitza jest czesto krytykowany jako niezgodny z aksjoma-
tami wyboru w warunkach ryzyka. Aksjomatyczne modele wyboru w wa-
runkach ryzyka prowadza do porzadku czesciowego okreslonego przez relacje
dominacji stochastycznej [11]. Relacje dominacji stochastycznej pozwalaja
poréwnywaé niepewne zyski (zmienne losowe) na podstawie przebiegu od-
powiednich skumulowanych funkeji rozkladéw. Jako pierwsza funkcje F(1)
przyjmuje sie prawostronnie ciagla dystrybuante rozkladu zyskéw:

F(n) = Frn) =P{R<7n} dla neR

Odpowiednia (staba) relacja dominacji stochastycznej pierwszego rzedu
(FSD) jest zdefiniowana nastepujaco:

R > psp R" & Fr (77) < Fgr (77) VneR

Druga funkcja jest okreslona przez calkowanie jako:

F0) = [ Fe©) de i yer

—00

Wyraza ona réwniez przecietny niedobér do biezacego celu n € R [10]:
Fi(n) = E{R <n}E{y ~ RIR <} = E{max{n ~ R,0}} dla neR

Odpowiednia (slaba) relacja dominacji stochastycznej drugiego rzedu (SSD)
przyjmuje postac:

R =gy R & Fp'n) <Fgl) VneR
Podobnie, stosujac dalej operacje calkowania, okresla sie relacje dominacji
stochastycznej wyzszych rzedéw.

Méwimy, ze portfel x’ dominuje x" w sensie FSD (R(x') > .., R(x")),
gdy F I({l()x,)(n) <F I(zl()x,,)(n) dla wszystkich rzeczywistych 7, przy czym przy-
najmniej jedna nieréwnosé jest spelniona jako ostra. Podobnie méwimy, ze
portfel x' dominuje x" w sensie SSD (R(x') >4, R(x")), gdy Fg()x,)(n) <

Fg()x,,) (n) dla wszystkich 7, z przynajmniej jedna nieréwnoscia ostra. Z do-

minacji stochastycznej pierwszego rzedu R(x') > .., R(x") wynika domi-
nacja stochastycznego drugiego rzedu R(x') >, R(x"), ale nie odwrotnie.
Portfel dopuszczalny x° € Q nazywamy FSD (SSD) effektywnym gdy nie
istnieje inny portfel dopuszczalny x € @ dominujacy portfel x° w odpowied-
nim sensie, czyli spehiajacy warunek R(x) >=,.., R(x°) (lub odpowiednio
R(x) =g R(x")).
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Jezeli R(x') »,, R(x"), to rozklad zwrotéw reprezentowany przez
R(x') jest preferowany w stosunku do R(x") we wszystkich modelach
preferencji zakladajacych maksymalizacje zwrotéw. W modelu oczekiwa-
nej uzytecznosci odpowiada to wiekszej wartoéci oczekiwanej uzytecznosci
R(x') przy wszystkich rosnacych funkcjach uzytecznosci. Jezeli R(x') >,
R(x"), to R(x') jest preferowane w stosunku do R(x") we wszystkich mo-
delach preferencji zakladajacych maksymalizacje zwrotéw i unikanie ryzyka
(tzw. awersje do ryzyka). Odpowiada to wiekszej oczekiwanej uzytecznosci
dla wszystkich rosnacych i wklestych funkcji uzytecznosci. Dlatego kluczowe
znaczenie dla modeli wyboru portfeli inwestycji jest ich zgodnoéé z relacjami
dominacji stochastycznej pierwszego i drugiego rzedu.

W przypadku stép zwrotu o rozkladach normalnych model MV jest
zgodny z relacja dominacji stochastycznej drugiego rzedu (SSD) [4,11]. W
ogélnym przypadku nie ma takiej zgodnosci i stosowanie modelu MV moze
niekiedy prowadzi¢ do wyboréw portfeli zdominowanych w sensie SSD i FSD
(por. [10] i cytowane tam prace). Niestety jest to wspélna wada wszyst-
kich modeli typu Markowitza wykorzystujacych pewne miary dyspersji jako
miary ryzyka. Prawdziwa jest wprawdzie implikacja

R(x') Zpsp R(x") = R(X) Zssp R(x") = z(x)>2x") (2
ale to nie wystarcza dla zagwarantowania odpowiedniej dominacji w dwu-
kryterialnym modelu MR (1). W przypadku dowolnej miary dyspersji o(x)
moze si¢ zdarzyé, ze R(x') > .., R(x") i jednoczesnie o(x') > o(x"). Tlu-
struje to przyklad portfeli x' i x” z rozkladami zwrotéw (wyrazonych w
procentach) okreslonymi nastepujaco:

1, £€=1.0 i
P{R(x) = ¢} = { 0, inne  TURE) =€) = (1)/2’ e

Zauwazmy, ze pozbawiony ryzyka portfel x' z gwarantowanym zwrotem 1.0
jest oczywiscie gorszy od obarczonego ryzykiem portfela x” przynoszacego
zwrot 3.0 lub 5.0. Faktycznie R(x") »,q, R(x'). Jednoczes$nie w przy-
padku uzycia dowolnej miary dyspersji o(x), oba portfele sa efektywne w
sensie dwukryterialnego modelu typu Markowitza (1), poniewaz o(x") > 0,
podczas gdy o(x') = 0.

Wyboru optymalnego portfela inwestycji dokonuje sie na podstawie
zmiennych losowych R; odzwierciedlajacych przyszle stopy zwrotu dla po-
szczegllnych waloréw. Oznacza to koniecznos¢ opracowania odpowiednich
prognoz. Dlatego najczesciej uzywane sa dyskretne zmienne losowe R;
opisane przez realizacje rj; dla T' scenariuszy o okreslonych prawdopodo-
bienstwach p; (t = 1,...,T) [1]. Uproszczona wersja tego podejscia jest tzw.
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technika danych historycznych polegajaca na przyjeciu T' okreséw historycz-
nych i odpowiadajacych im realizacji stop zwrotu jako odpowiednich scena-
riuszy o jednakowym prawdopodobienstwie 1/T. Realizacja portfela x przy
scenariuszu ¢ jest okreslona jako kombinacja liniowa r¢(x) = 327, rji;.
Takie okreslenie zmiennych losowych R; w zaden sposéb nie upraszcza za-
dania programowania kwadratowego wynikajacego z klasycznego modelu
MV. Umozliwia ono jednak podanie efektywnych wzoréw obliczeniowych
dla kryteriéw dominacji stochastycznej.

Stosowany w relacji dominacji stochastycznej drugiego rzedu przecietny
niedobér do zadanego poziomu n € R, w przypadku danych scenariuszo-
wych, wyraza sie wzorem:

T
Fg()x) (n) = E{max{n — R(x),0}} = Z max{n — r¢(x),0}p;
t=1

Jest to zatem przedzialami liniowa, wypukla funkcja portfela x i jej wartosci
moga by¢ okreslone zadaniem programowania liniowego:

T n
2 )
FI(%(L)(W) = min {Zdtpt | dt Zn—ertmj, d>0 dlat=1,...,T}

t=1 j=1

Pozwala to na sformulowanie liniowego wielokryterialnego modelu optyma-
lizacji portfela inwestycji w oparciu o wybor skoniczonego zbioru punktéw
odniesienia i odpowiednich kryteriow przecietnego niedoboru. Rozwazmy m
wartosci stopy zwrotu 71, 72,. . . , 7m jako punkty odniesienia do pomiaru nie-
doboréw. Dla ustalenia uwagi mozna przyjaé, ze g1 > 172 > ... > y. Wpro-
wadzajac odpowiednie m kryteriéw 0x(x) = Fg()x) (mg) dla k = 1,...,m
otrzymujemy model wielokryterialny:

min [81, 82, [ ,5m] (3)
pod warunkiem, ze z € Q oraz
T
Sk=> dupy dlak=1,...,m (4)
t=1
n
dkthC—ertwj dak=1,...,m; t=1,...,T (5)
7j=1
Ay >0 dlak=1,...,m; t=1,...,T (6)

Stosowane w relacji dominacji stochastycznej pierwszego rzedu wartosci
prawostronnie ciaglej dystrybuanty w przypadku danych scenariuszowych
wyrazaja sie wzorem:

T

Fiey(n) = P{R(x) <n} = 1= 3 sign(max{ri(x) ~7,01)ps
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W rozwazanym przypadku danych scenariuszowych mozliwe jest rowniez
wyrazenie relacji dominacji stochastycznej pierwszego rzedu przez stosowa-
nie lewostronnie ciaglej dystrybuanty, ktérej wartosci sa okre§lone wzorem:

T

Fruo(n) = P{R(x) <n} = _ sign(max{n — ry(x),0})p; (7)
t=1

Pozwala to na sformulowanie wielokryterialnego modelu optymalizacji port-
fela inwestycji w oparciu o wybér skoriczonego zbioru punktéw odniesie-
nia i odpowiednich kryteriow prawdopodobienstwa niedoboru. Rozwazajac
m wartosci stopy zwrotu n1 > 12 > ... > 71, jako punkty odniesie-
nia do pomiaru niedoboréw i wprowadzajac odpowiednie m kryteriow
Br(x) = Fprp(m) dla k = 1,...,m otrzymujemy wielokryterialny model
programowania, liniowo-catkowitoliczbowego:

min [1815/827". ,le] (8)

pod warunkiem, ze z € @Q oraz

T
Be=> bup dlak=1,...,m (9)

t=1

n

Mbg > — Y iz dlak=1,...,m; t=1,....,T  (10)
j=1

bie €{0,1} dlak=1,...,m; t=1,...,T (11)

gdzie M jest dostatecznie duza stala dodatnia (M > n — m_itn Tjt)-
J

Wielokryterialne modele (8)-(11) i (3)-(6) pozwalaja na konstrukcje
réznych modeli preferencji decydenta zachowujac przy tym zgodno$é z re-
lacja dominacji stochastycznej pierwszego lub odpowiednio drugiego rzedu.
Na przyklad, stosujac technike wazenia kryteriéw w modelu (3)—(6), otrzy-
mujemy zagregowana, funkcje celu:

Zwkgk(x) = Z wgE{max{n — R(x),0}}
k=1 k=1

gdzie wy (dla & = 1,...,m) sa dowolnymi dodatnimi wagami. Tak
okreglona zagregowana fukcja celu moze byé¢ interpretowana jako odchyle-
nie przecietne od punktu odniesienia 7; z uwzglednieniem funkcji kary, czyli
E{u(max{m — R(x),0})}, gdzie u jest rosnaca przedzialami liniowa funkcja
kary o wezlach by = 71 — 7 i nachyleniach sy = w1 +...+wg, k=1,...,m.
Taka przedzialami liniowa funkcja kary byla uzyta w modelu planowania
finansowego Russel-Yasuda Kasai [1] dla zdefiniowania odpowiedniej miary
ryzyka.
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ROZMYTE PUNKTY ODNIESIENIA

Wybér niewielkiej liczby punktéw odniesienia, sposrdod ich nieskoriczonej
liczby definiujacej relacje dominacji stochastycznej, moze nastreczaé
powazne trudnosci w ogélnym przypadku. Rozwiazanie jest tu mozliwe
dzieki rozmytemu formulowaniu punktéw odniesienia. Naturalnym jest
okreslenie niewielkiej liczby rozmytych klas wielkosci stép zwrotu. Mo-
del wielokryterialny uwzglednia wtedy funkcje przynaleznosci do rozmy-
tych celéw mierzac odpowiadajace im niedobory. Dokladnie przedstawimy
tu konsekwenkcje wprowadzenia rozmytych punktéw odniesienia do wielo-
kryterialnego modelu odpowiadajacego dominacji stochastycznej pierwszego
rzedu.

Zauwazmy, ze lewostronnie ciagla dystrybuanta (7) stuzaca do okreslenia
funkcji celu w modelu wielokryterialnym (8)—(11) dla ustalonego punktu
odniesienia, 7 mierzy prawdopodobienstwo nieosiagniecia co najmniej tego
poziomu. Pojedyncza funkcja celu S8y moze byé zatem wyrazona w postaci

T

Brx) =1- 3" X, (re(x))pe

t=1

gdzie x, jest funkcja charakterystyczng celu okreslonego jako zbiér
{n € R | n > nx}. Zastepujac funkcje charakterystyczna odpowiednia
funkcja przynaleznosci pp dla celu rozmytego Cj mozemy okresli¢ bar-
dziej elastyczne kryteria. To znaczy, bedziemy rozwazaé m celéw roz-
mytych Ci,...,C)y, okreslonych przez odpowiednie funkcje przynaleznosci
U1,y pm- Ze wzgledu na charakter rozmytych celéw reprezentujacych roz-
myte progi osiaganych zyskéw mozemy przyjac, ze wszystkie funkcje przy-
naleznosci sa niemalejace. Dokladniej bedziemy zakladaé, ze pg(n) = 0 dla
n < mg, pk(n) jest rosnaca w przedziale (n,n) i pe(n) =1 dlan > nf
(por. rys. 1). W przypadku i = ng i n, = nx — ¢, funkcja przynaleznosci
. zbiega do funkcji charakterystycznej x przy € > 0 dazacym do zera.

Xi A Uk A
1 : 1

» »
- -

Nk n un 77]_: n

Rysunek 1: Funkcja charakterystyczna celu nierozmytego i funkcja przy-
naleznosci celu rozmytego

W modelu wielokryterialnym (8)—(11) dla ustalonego punktu odniesie-
nia, 7, minimalizowaliSmy prawdopodobieristwo nieosiagniecia co najmniej
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tego poziomu. Rozwazajac rozmyte cele Cy z funkcjami przynaleznosci ug,
zamiast odpowiednich funkcji charakterystycznych otrzymujemy kryteria
wyrazajace maksymalizacje oczekiwanych stopni przynaleznosci do rozmy-
tych celéw

T T

min [1 = pup(re(x))pi] = 1 — max Y pg(re(x))ps

t=1 t=1
Tym samym, rozmyty odpowiednik wielokryterialnego modelu (8)—(11)
moze byé zapisany w postaci:

max [ylayQa"'aym] (12)
pod warunkiem, ze x € () oraz
T n
ye =Y _m(d_rpzi)pe dlak=1,....m (13)
t=1  j=1

Najprostsza reprezentacja rozwazanych rozmytych celéw C) sa prze-
dzialami liniowe funkcje przynalezno$ci:

0 dla 7 <n,
e = = dla o <n<n (14)
dla 7>y

Dla tak zdefiniowanych funkcji przynaleznosci rozmyty model wielo-
kryterialny (12)—(13) moze byé zapisany w postaci zadania liniowo-
calkowitoliczbowego:

max [3/1;’!/2;---aym] (15)
pod warunkiem, ze x € () oraz
T
ykZZUktpt dlak=1,...,m (16)
t=1
v < 1—bg dlak=1,...,m; t=1,...,T (17)
vkt — Mbyy < ”(f)i_ﬁ’“ dlak=1,...,m; t=1,...,T (18)
M — N
bee € 0,1} dlak=1,...,m; t=1,...,T (19)
gdzie M jest dostatecznie duza stala dodatnia (M > L _+mmj’_t Tt VEk).
M — M

Zadanie (15)—(19) moze by¢ dalej uproszczone, jezeli wszystkie funkcje
przynaleznosci (14) zastapimy ich wklestymi rozszerzeniami (por. rys. 2):

) n—n;_ dla < nf
fir(n) = 7w T (20)
1 dla 17277,;L
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HEA Uk A

M ny " “np e M

Rysunek 2: Przedzialami liniowa funkcja przynaleznosci i jej wklesle rozsze-
rzenie

Wielokryterialny model

max [yl’yZa"'aym] (21)
pod warunkiem, ze x € () oraz

T n
vk =D i) _rjpwi)pe dlak=1,....m (22)

dzieki wklestodci funkcji pp moze byé wyrazony bez uzycia zmiennych
dyskretnych (z przyjeciem by; = 0). To znaczy, zastosowanie rosze-
rzonej funkcji przynaleznosci (20) pozwala na redukcje zadania liniowo-
calkowitoliczbowego (15)—(19) do zadania programowania liniowego:

max [yb Y2, ... ;ym] (23)

pod warunkiem, ze x € (Q oraz
T

yk:Zvjtpt dlak=1,...,m (24)
t=1

<1 dlak=1,....,m; t=1,...,T (25)
Te(X) — N,

UktSM dlak=1,...,m t=1,...,T (26)
e — Mg

Wielokryterialne zadanie (15)—(19) i jego rozszerzenie do wielokry-
terialnego zadania programowania liniowego (23)—(26) nie sa wzajemnie
réwnowazne. Zauwazmy, ze

pe(n') > pe(n") & (') > Ak(n") (27)
pe(n') > pr(n”) = fr(n') > ie(n”)

Dlatego, jak pokazuje ponizsze twierdzenie, wielokryterialny model liniowy
okresla podzbiér rozwiazan efektywnych dokladnego modelu binarnego.

Twierdzenie 1 Jezeli portfel x jest rozwigzaniem efektywnym rozszerzo-
nego zadania (23)-(26), to jest on rowniez rozwigzaniem efektywnym zada-
nia (15)-(19).
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Rozpatrzmy szczegdlny przypadek rozszerzonych funkcji przynaleznosci
(20) okreslonych przez przyjecie n = mp i mp = m — 1, gdzie ny jest
ustalonym punktem odniesienia. Zauwazmy, ze dokonujac podstawien

1—wvy =di oraz 1—y, =0

mozemy wyrazi¢ odpowiedni rozszerzony liniowy model wielokryterialny
(23)—(26) w postaci réwnowaznego modelu (3)—(6). Tym samym, standar-
dowy wielokryterialny model wyboru portfela inwestycji zgodnie z relacja
dominacji stochastycznej drugiego rzedu jest szczegdlnym przypadkiem roz-
szerzenia rozwazanego tu modelu rozmytego.

Ogdlnie dla dowolnych 77,;" > n,, przyjmujac 77,;" = 7, jako ustalone
punkty odniesienia w liniowym modelu rozszerzonym (23)—(26), otrzymu-
jemy wielko$ci 1 — v = djy/(n; —nj;,) i ostatecznie

Lope= = E{max (e~ R(x),0))
Me =M M —

Tym samym, liniowy model rozszerzony jest zawsze zgodny z relacja domi-
nagcji stochastycznej rzedu drugiego.

Standardowe podejscie do agregacji wielu rozmytych celéw [13] polega na
maksymalizacji funkcji przynaleznoéci do przeciecia odpowiednich zbioréw
rozmytych. Ta funkcja przynalezno$ci jest zdefiniowana przez najmniejsza
wartosé sposréd pojedynczych funkcji przynaleznosci. To znaczy

p(n) = min p(n)
k=1,...m
Zastosowanie tego podejscia do rozwazanych modeli wielokryterialnych pro-
wadzi do agregacji typu maksyminimalizacji:

max yo (28)
pod warunkiem, ze z € () oraz
T n
v <> md_rpxp)p dlak=1,...,m (29)
t=1  j=1
i odpowiednio
max o (30)

pod warunkiem, ze z € @) oraz
T n

v <> ) _rpxp)p dlak=1,...,m (31)
t=1  j=1

W tym przypadku zaleznosé¢ (27) powoduje, ze prawdziwe jest nastepujace
twierdzenie.
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Twierdzenie 2 Jezeli portfel x jest rozwiqzaniem optymalnym zadania
(30)-(31), to jest on réwniez rozwigzaniem optymalnym zadania (28)—(29).

Zauwazmy, ze model maksyminimalizacji z rozszerzona funkcja przy-
naleznosci (30)—(31) jest zgodny z relacja dominacji stochastycznej rzedu
drugiego i jednocze$nie moze byé traktowany jako implementacja metody
punktu referencyjnego [12]. Dokladnie, realizuje on przedzialowa wersje me-
tody punktu referencyjnego [8] z poziomem aspiracji 7],:“ i poziomem rezer-
wacji 7, . Wskazuje to na nowe mozliwosci wykorzystania dobrze rozwinietej
metodologii punktu referencyjnego przy optymalizacji portfela inwestycji.

PODSUMOWANIE

Relacja dominacji stochastycznej porownuje rozklady losowe zysku w
oparciu o charakterystyki niedoboru dla wszystkich mozliwych punktéw od-
niesienia (celéw). Istnieje mozliwo$é wyboru skoniczonego zbioru punktéw
odniesienia i rozwazania skonczonego modelu wielokryterialnego jako przy-
blizenia odpowiedniej dominacji stochastycznej. Wybér niewielkiej liczby
punktéw odniesienia, spos$réd ich nieskonczonej liczby definiujacej relacje
dominacji stochastycznej, moze nastrecza¢ powazne trudnosci w ogdlnym
przypadku. Rozwiazanie jest tu mozliwe dzieki rozmytemu formulowaniu
punktéow odniesienia.

Przy wyborze portfela inwestycji naturalnym jest okreslenie niewielkiej
liczby rozmytych klas wielko$ci stép zwrotu jako odpowiednich celéw. Mo-
del wielokryterialny uwzglednia wtedy funkcje przynaleznosci do rozmytych
celéw mierzac odpowiadajace im niedobory. W pracy pokazujemy, ze przy
naturalnym okre$leniu rozmytych celéw model pozostaje zgodny z relacja
dominacji stochastycznej. W przypadku tzw. analizy danych historycz-
nych, czyli dyskretnych zmiennych losowych reprezentujacych stopy zwrotu,
model przyjmuje postaé wielokryterialnego zadania programowania liniowo-
calkowitoliczbowego.

Zastosowanie rozszerzonej funkcji przynaleznosci upraszcza dalej mo-
del do postaci wielokryterialnego zadania programowania liniowego. Model
rozmyty z rozszerzona, funkcja przynaleznosci jest zgodny z relacja domina-
cji stochastycznej rzedu drugiego. Standardowa agregacja rozmytych celéw
prowadzi do minimaksowego zadania programowania liniowego. Zadanie to
moze by¢ traktowane jako implementacja metody punktu referencyjnego z
odpowiednio zdefiniowanym indywidualnymi funkcjami osiggniecia. Wska-
zuje to na nowe mozliwosci wykorzystania dobrze rozwinietej metodologii
wielokryterialnych metod punktu referencyjnego przy optymalizacji portfela
inwestycji. Celowa jest zatem dalsza analiza wlasno$ci rozwazanych modeli
i mozliwodci ich efektywnego wykorzystania do wspomagania decyzji inwe-
stycyjnych.
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