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Steszczenie

Niepewność zapotrzebowania i dostaw dóbr i us lug. Innym istotnym elementem jest
umożliwienie uczestnikom rynku zarz ↪adzania ryzykiem w warunkach niepewności, gdy
określone s ↪a jedynie dane interwa lowe, a nie s ↪a znane wartości miar ryzyka np. rozk ladów
prawdopodobieństwa. źród lami niepewności mog ↪a być: nieznajomość zapotrzebowania, ry-
zyko cenowe itp. Typowymi produktami s luż ↪acymi do zarz ↪adzania ryzykiem s ↪a różnego typu
instrumenty pochodne: kontrakty terminowe (ang. forward, futures) oraz opcje (sprzedaży i
kupna). Kontrakty dotycz ↪a dostawy w przysz lości (w określonym momencie) określonej ilości
towaru po określonej cenie, która może zostać określona jawnie lub może zostać określona
formu la używana do wyznaczenia ceny np. kwota podwyższona o publikowany wskaźnik
wzrostu cen, średnia cena gie ldowa itp. Natomiast opcje daj ↪a ich nabywcy (pozycja d luga)
prawo nabycia (w przypadku opcji kupna, ang. call option) lub sprzedaży (w przypadku
opcji sprzedaży, ang. put option) towaru po określonej cenie, nazywanej cen ↪a wykonania
opcji. W przypadku rynków infrastrukturalnych należy odpowiednio zarezerwować zasoby
sieciowe, uwzgl ↪edniaj ↪ac różne możliwości rozp lywów w zależności od tego które opcje zo-
stan ↪a wykorzystane. W zadaniu b ↪ed ↪a rozwijane modele aukcji transgranicznych oraz modele
 l ↪acznego bilansowania towarów, opcji i us lug systemowych na rynkach bilansuj ↪acych.

S lowa kluczowe. teoria mechanizmów, optymalizacja, efektywność, zgodność motywacji, nie-
pewność.

1 Wprowadzenie

Wiele decyzji dotycz ↪acych sprzedaży, czy zakupu dóbr lub us lug publicznych, podejmowanych
z zastosowaniem przetargów lub aukcji, wymaga uwzgl ↪ednienia preferencji wielokryterialnych
oraz wyst ↪epowania wielu atrybutów opisuj ↪acych wymagania, zasoby, towary, itp. Zarówno de-
cydent, który przeprowadza przetarg lub aukcj ↪e jak i oferenci, podejmuj ↪ac decyzje kieruj ↪a si ↪e
swoimi niezależnymi z lożonymi celami, które cz ↪esto s ↪a celami wielokryterialnymi. Istotne jest
przy tym także uwzgl ↪ednienie z lożonych interesów i celów spo leczeństwa. Wielokryterialność
celów uczestników przetargów i aukcji nie jest w dotychczasowej praktyce uwzgl ↪edniona w
sposób dostateczny. Przedmiotem badań b ↪ed ↪a różne rodzaje regu l rozstrzygania przetargów
i aukcji z bezpośrednim uwzgl ↪ednieniem wielokryterialności celów uczestników. Budowane b ↪ed ↪a

∗Praca naukowa finansowana ze środków na nauke
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różne modele decyzyjne i prowadzone symulacje dzia lań możliwych regu l tak, aby otrzymy-
wane rozwi ↪azania by ly sprawiedliwe, efektywne oraz odporne na możliwe spekulacje uczestników.
Przewiduje si ↪e zastosowanie podej́scia punktu referencyjnego [Wierzbicki00], [Ogryczak01]. Wy-
magane jednak b ↪edzie przy tym opracowanie odpowiednich wariantów metody punktu referen-
cyjnego uwzgl ↪edniaj ↪acych specyfik ↪e przetargów i aukcji, oraz konstruowanie odpowiednich inte-
rakcyjnych procedur z uwzgl ↪ednieniem mechanizmów uczenia. Innym podej́sciem do analizy wie-
lokryterialnej jest skalaryzacja poszczególnych kryteriów w jedno, o odpowiednich w lasnościach.
W szczególności tzw. porz ↪adkowa średnia ważona (ang. ordered weighted average - OWA)
[Yager95] używaj ↪ac wag preferencyjnych przypisywanych odpowiednio najgorszemu wynikowi,
drugiemu najgorszemu itp. zachowuj ↪ac sumacyjny charakter umożliwia modelowanie różnych
typów agregacji od egalitarnych po efektywnościowe. Porz ↪adkowe średnie ważone o odpowied-
nich w lasnościach monotoniczności wag preferencyjnych reprezentuj ↪a koncepcje sprawiedliwej
optymalizacji [Kostreva04] i mog ↪a być wprowadzone do modeli optymalizacyjnych za pomoc ↪a
prostych nierówności liniowych. Tym samym odpowiednie systemy opisywane zależnościami
liniowymi (bilansowanie dóbr podzielnych) mog ↪a być  latwo optymalizowane technikami pro-
gramowania liniowego. Nie dotyczy to jednak systemów i zagadnień opisywanych za pomoc ↪a
modeli dyskretnych (bilansowanie dóbr niepodzielnych), które wymagaj ↪a opracowania nowych
algorytmów dok ladnych lub przybliżonych.

2 Modelowanie preferencji w warunkach niepewności

2.1 Niepewność i ryzyko

W rzeczywistych problemach decyzyjnych wiedza decydenta o konsekwencjach wyboru po-
szczególnych opcji jest cz ↪esto niepe lna. Wynika to z faktu, że problem decyzyjny dotyczy zazwy-
czaj przysz lych dzia lań i stanów natury oraz jest oceniany przysz lymi wynikami. Znaczna cz ↪eść
parametrów określaj ↪acych warunki decyzji i ocen ↪e wyników może ulec zmianie. Na przyk lad,
mog ↪a si ↪e zmienić ceny surowców, ceny produktów, kursy wymiany walut, oprocentowanie lo-
katy, zapotrzebowanie (możliwości sprzedaży danego produktu). Mog ↪a też nast ↪apić zdarzenia o
charakterze katastroficznym diametralnie zmieniaj ↪ace sytuacj ↪e np. kl ↪eski żywio lowe, zamkni ↪ecie
rynku zbytu lub dostaw (embargo), niewyp lacalność klienta, utrata licencji itp. Innymi s lowy,
wynik decyzji (wartość funkcji oceny f(x)) jest zwykle niedeterministyczny.

Ogólnie można powiedzieć, że dla danej decyzji nie jest znany konkretny wynik a znane
s ↪a jedynie możliwe realizacje wyniku decyzji. To znaczy, znane s ↪a scenariusze reprezentuj ↪ace
możliwe stany natury (środowiska) jako zdarzenia losowe, z których zrealizuje si ↪e dok ladnie
jedno. Zdarzenia te s ↪a powodowane i charakteryzowane przez czynniki niezależne od decy-
denta. Jednocześnie każdy konkretny scenariusz określa jednoznacznie realizacje wyników dla
poszczególnych decyzji (wariantów decyzyjnych).
Mówimy, że wyst ↪epuje niepewność w laściwa (strukturalna), gdy znana jest co najwyżej lista
potencjalnych skutków decyzji, czyli lista scenariuszy i realizacji wyników dla poszczególnych
scenariuszy.

Dla scenariuszy może być dodatkowo określony pewiem model probabilistyczny, czyli może
być zdefiniowany rozk lad prawdopodobieństwa wyst ↪epowania poszczególnych scenariuszy.

Jeżeli znana jest lista potencjalnych skutków decyzji (scenariuszy) oraz prawdopodobieństwo
zaistnienia każdego z nich, to mówimy o niepewności stochastycznej (parametrycznej).

W przypadku niepewności stochastycznej pojawia si ↪e poj ↪ecie ryzyka. Ryzyko może być
różnie określane i mierzone. Najbardziej ogólna definicja określa ryzyko jako rosn ↪ac ↪a funkcj ↪e
dwóch zmiennych: prawdopodobieństwa poniesienia straty i wielkości tej straty. Nie jest to
bardzo ścis le rozróżnienie, ale na ogó l przyjmuje si ↪e, że w przypadku znajomości jedynie sce-
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nariuszy (niepewności strukturalnej) mówimy o decyzji w warunkach niepewności. Natomiast
w przypadku, gdy znane s ↪a scenariusze i ich prawdopodobieństwa (niepewność parametryczna)
mówimy o decyzji w warunkach ryzyka. Zauważmy, że w przypadku decyzji w warunkach ryzyka
wynik decyzji jest formalnie dok ladnie określony w kategoriach matematycznych: jest konkretn ↪a
zmienn ↪a losow ↪a o znanym rozk ladzie. Decyduj ↪acym dla określenia preferencji decydenta jest
wtedy jego odbiór (model) ryzyka.

Za lóżmy, że mamy zidentyfikowane m scenariuszy Si (i = 1, 2, . . . ,m). Określonym scena-
riuszom odpowiadaj ↪a odpowiednie realizacje funkcji oceny yi = fi(x). Przy każdym scenariuszu
jesteśmy zainteresowani lepsz ↪a (wi ↪eksz ↪a) wartości ↪a oceny. Problem decyzji w warunkach nie-
pewności można zatem zapisać w postaci

max{(f1(x), . . . , fm(x)) : x ∈ Q}

Jednakże istotny jest tu fakt, że fi(x) reprezentuj ↪a różne realizacje tej samej oceny (w
szczególności wyrażone w tej samej skali jednostek) a nie ca lkowicie niezależne oceny. Jest
to formalny zapis, jaki stosowalísmy do sformu lowania modelu optymalizacji wielokryterialnej.
Operator max użyty w modelu wskazuje jedynie, że dla każdej funkcji fi jesteśmy zainteresowani
wi ↪eksz ↪a wartości ↪a oceny. Nie ma natomiast jednoznacznej definicji najlepszego (optymalnego)
rozwi ↪azania, co wynika z konieczności uwzgl ↪edniania indywidualnych preferencji w określaniu
rozwi ↪azania, a co za tym idzie potrzeba raczej wspomagania decyzji niż arbitralnego wyznaczenia
rozwi ↪azania. Powyższy zapis modelu jest też poprawny dla problemów decyzji w warunkach ry-
zyka nie uwzgl ↪ednia on jednak prawdopodobieństw jako atrybutów scenariuszy. Problem decyzji
w warunkach ryzyka prowadzi zasadniczo do modeli optymalizacji stochastycznej

max{(f(ξ,x) : x ∈ Q}

gdzie ξ jest określon ↪a zmienn ↪a losow ↪a.

2.2 Decyzje w warunkach niepewności

Kryterium średniej polegaj ↪ace na maksymalizacji wyniku średniego jest bardzo cz ↪esto stosowa-
nym modelem preferencji dla wyboru decyzji w warunkach niepewności. Kryterium średniej
(Laplace’a) opiera si ↪e na za lożeniu: “jeżeli nie wiadomo nic o stanach natury, to można przyj ↪ać,
że s ↪a one jednakowo prawdopodobne”. Prowadzi to wyboru decyzji o najwi ↪ekszej średniej aryt-
metycznej (lub sumie) wyników dla poszczególnych scenariuszy. Zauważmy, że przy wielokryte-
rialnej interpretacji scenariuszy jako odr ↪ebnych ocen fi podej́scie to odpowiada maksymalizacji
sumy ocen

max{ 1

m

m∑
i=1

fi(x) : x ∈ Q} = max{
m∑
i=1

fi(x) : x ∈ Q}

Zauważmy, że stosowanie średniej arytmetycznej jako kryterium wyboru ma interpretacj ↪e
opart ↪a na sztucznym za lożeniu wyst ↪epowania rozk ladu jednostajnego scenariuszy. Jest to rzadko
przyjmowane za lożenie, chociaż samo kryterium średniej jest to dość powszechnie akceptowane.
W wielu przypadkach stosowane jest raczej za lożenie: “jeżeli nie wiadomo nic o stanach natury,
to można przyj ↪ać, że s ↪a one próbk ↪a rozk ladu normalnego”. Odpowiednio zdefiniowana średnia
by laby tu znacznie bardziej skomplikowana i rzadko jest akceptowana jako model preferencji dla
wspomagania decyzji w warunkach niepewności.

Kryterium optymistyczne i pesymistyczne to dwa krańcowo różneThe final outcome is uncer-
tain and only its realizations under various

podej́scia koncentruj ↪ace si ↪e odpowiednio na najlepszych i najgorszych realizacjach. To zna-
czy, w modelu optymistycznym wszystkie decyzje oceniane s ↪a z perspektywy wyników przy
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najlepszych możliwych dla nich scenariuszach. Odpowiada to optymizmowi w sensie zak ladania
wyst ↪apienia najkorzystniejszych stanów natury. Z kolei, w modelu pesymistycznym wszystkie
decyzje oceniane s ↪a z perspektywy wyników przy najgorszych możliwych dla nich scenariuszach.
Odpowiada to pesymizmowi w sensie zak ladania wyst ↪apienia najbardziej niekorzystnych stanów
natury. Przy wielokryterialnej interpretacji scenariuszy jako odr ↪ebnych ocen fi podej́scia te
odpowiadaj ↪a odpowiednio maksymalizacji najlepszej i najgorszej oceny:

max{ max
i=1,...,m

fi(x) : x ∈ Q}

max{ min
i=1,...,m

fi(x) : x ∈ Q}

Podej́scie pesymistyczne odpowiada interpretacji problemu jako antagonistycznej gry przeciw
naturze i zak lada, że celem natury jako przeciwnika jest minimalizacja naszych zysków. Pro-
wadzi to cz ↪esto do nadmiernie pasywnych rozwi ↪azań. Zauważmy, że dopuszczaj ↪ac dodatkow ↪a
możliwość decyzji: “nie budować motelu” (wiersz z lożony z samych zer) wybieralibyśmy w laśnie
ten wariant jako rozwi ↪azanie. Tym niemniej, w odróżnieniu od podej́scia optymistycznego, jest
to dość powszechnie stosowany model preferencji przy wyborze z ograniczonej grupy wariantów.

Kryterium Hurwicza stanowi prób ↪e kompromisu pomi ↪edzy skrajnym optymizmem a skraj-
nym pesymizmem. W tym celu maksymalizuje si ↪e kombinacj ↪e najlepszego i najgorszego
możliwego wyniku:

H = αO + (1− α)P, 0 ≤ α ≤ 1

gdzie O oznacza wartość optymistyczn ↪a (najlepsz ↪a realizacj ↪e przy danym wyborze), a P wartość
pesymistyczn ↪a (najgorsz ↪a przy danym wyborze). Parametr α (subiektywny wspó lczynnik opty-
mizmu) określa charakter kryterium. Przy α = 0 jest to standardowe kryterium pesymistyczne,
przy α = 1 jest to standardowe kryterium optymistyczne, dla pośrednich wartości stanowi od-
powiedni kompromis pomi ↪edzy tymi dwoma kryteriami. Przy wielokryterialnej interpretacji
scenariuszy jako odr ↪ebnych ocen fi podej́scie to odpowiada:

max{α max
i=1,...,m

fi(x) + (1− α) min
i=1,...,m

fi(x) : x ∈ Q}

Minimalizacja maksymalnego żalu (kryterium Savage’a). Decyzj ↪e o wyborze rozwi ↪azania
podejmujemy nie wiedz ↪ac jaki scenariusz b ↪edzie faktycznie realizowany. Post factum jeden ze
scenariuszy staje si ↪e rzeczywistości ↪a i wtedy można ocenić trafność decyzji. Naturaln ↪a ocen ↪a jest
tu różnica pomi ↪edzy zyskami z rozwi ↪azania najlepszego dla danego (faktycznie realizowanego)
scenariusza a faktycznie osi ↪agni ↪etymi zyskami (z wcześniej wybranego rozwi ↪azania). T ↪e wielkość
określa si ↪e jako żal (ang. regret) za utraconymi dochodami. Nie znaj ↪ac wcześniej w laściwego
scenariusza możemy d ↪ażyć do minimalizacji żalu niezależnie od scenariusza, czyli minimaliza-
cji maksimum po scenariuszach. Takie pesymistyczne podej́scie zastosowane do wartości żalu
zamiast bezpośrednio do wyp lat gwarantuje nam możliwie najlepsz ↪a ocen ↪e dokonanego wyboru
post factum niezależnie od stanu natury. Jest to formalny model preferencji wyj ↪atkowo dobrze
oddaj ↪acy psychologiczne aspekty oceny decyzji.

Kryterium minimalizacji maksymalnego żalu zapisuje si ↪e nast ↪epuj ↪aco:

min{ max
i=1,...,m

(y∗i − fi(x)) : x ∈ Q} gdzie y∗i = max{fi(x) : x ∈ Q}
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3 Modele odporne

3.1 Koncepcje rozwi ↪azań

Rozpatrzmy problem decyzyjny w warunkach niepewności. Najprostsza reprezentacja nie-
pewności polega na skończonym zbiorze scenariuszy I (|I| = m). Końcowy wynik jest nie-
pewny i znane s ↪a jedynie jego realzacje przy poszzcególnych scenariuszach. scenarios i ∈ I
are known. Problem decyzji w warunkach niepewności można zatem zapisać w postaci
[Haimes (1993), Ogryczak (2002)]

max { (y1, y2, . . . , ym) : y ∈ A }. (1)

Model (1) określa jedynie, ↪e preferowane s ↪a wi ↪eksze wartości przy każdym scenariuszu i ∈ I.
Konserwatywna koncepcja rozwi ↪azań odpornych jest skupiona na maksymalizacji najgor-

szego wyniku (scenariusza)
M(y) = min

i∈I
yi

i jest ca lkowicie niezależna od ważności poszczególnych scenariuszy lub ich możliwych prawdo-
podobieństw.

W obszarze decyzji w warunkach ryzyka zak lada si ↪e znajomość prawdopodobieństw scenariu-
szy pi (i ∈ I) [Ruszczyński i Shapiro(2003)], co stanowi podstaw ↪e optymalizacji stochastycznej,
gdzie maksymalizuje si ↪e wartość oczekiwan ↪a (wynik średni)

µ(y) =
∑
i∈I

yipi (2)

lub odpowiednie funkcje ryzyka. W szczególności, kwantyle drugiegorz ↪edu s ↪a ostatnio
używane jako takie kryteria. Wprowadzone przez wielu autorów [Embrechts et al. (1997),
Artzner et al. (1999), Ogryczak (1999), Rockafellar i Uryasev (2000)], generalnie reprezentuj ↪a
dolneśrednie kwantylowe.

Dla dowolnych prawdopodobieństw pi i poziomu tolerancji β odpowiednia
(dolna) β -́srednia jest matematycznie formalizowana nast ↪epuj ↪aco [Ogryczak (2002),
Ogryczak and Ruszczyński (2002)]. Najpierw, wprowadzamy dystrybuant ↪e (cdf):

Fy(η) =
∑
i∈I

piκi(η) where κi(η) =

{
1 gdy yi ≤ η
0 w p.p.

(3)

Nast ↪epnie, wprowadzamy fukcj ↪e kwantylow ↪a F
(−1)
y jako odwrotność dystrybuanty Fy:

F (−1)
y (β) = inf {η : Fy(η) ≥ β} dla 0 < β ≤ 1.

ca lkuj ↪ac F
(−1)
y otrzymujemy (dolne) średnie kwantylowe

µβ(y) =
1

β

∫ β

0
F (−1)

y (α)dα dla 0 < β ≤ 1, (4)

punktowe wartości krzywej Lorenza [Ogryczak (2000)]. Faktycznie średnie kwantylowe s ↪a
ścísle zwi ↪azane dualn ↪a teori ↪a wyboru w warunkach ryzyka [Quiggin (1982), Roell (1987),
Yaari (1987)]. W literaturze decyzji w warunkach ryzyka dolne średnie kwantylowe s ↪a zwy-
kle nazywane warunkowymi wartościami zagrożonymi (Conditional VaR, gdzie VaR oznacza

Value-at-Risk F
(−1)
y (β)) [Pflug (2000)]. Jednakże, ponieważ koncentrujemy si ↪e na niepewności

bez formalnie zdefiniowanej przestrzeni probabilistycznej stosujemy dalej termin (dolna) średnia

5



Instytut Automatyki i Informatyki Stosowanej Raport 12-11

kwantylowa lub β -́srednia. Poza obszarem decyzji w warunkach ryzyka średnie kwantylowe
by ly stosowane w zagadnieniach lokalizacyjnych [Ogryczak i Zawadzki (2002)], do sprawiedliwej
alokacji zasobów sieciowych [Ogryczak i Śliwiński (2002), Ogryczak et al. (2008)], jak również
do planowania modulacji w terapii radiacyjnej [Romeijn et al. (2005)] i uczenia maszynowego
[Takeda i Kanamori (2009)].

Maksymalizacja β -́sredniej
max
y∈A

µβ(y) (5)

definiuje koncepcj ↪e rozwi ↪azania odpornego β -́sredniej. Dzi ↪eki skończonej liczbie scenariuszy β-
średnia jest dobrze określana przez optymalizacj ↪e

µβ(y) = min
ui
{ 1

β

∑
i∈I

yiui :
∑
i∈I

ui = β, 0 ≤ ui ≤ pi ∀ i ∈ I}. (6)

Problem (6) jest zadaniem programowania liniowego (PL) dla danego wektora y ale staje si ↪e
nieliniowy dla y b ↪ed ↪acego wektorem zmiennych jak w (5). Ta trudność jest pokonywana przez
alternatywne dualne sformu lowanie PL.

Twierdzenie 1 Dla dowolnego wektora y i odpowiednich prawdopodobieństw pi, oraz dowolnej
rzeczywistej wartości 0 < β ≤ 1, β-średnia jest określona przez PL:

µβ(y) = max
t,di
{t− 1

β

∑
i∈I

pidi : yi ≥ t− di, di ≥ 0 ∀ i ∈ I}. (7)

Dowód. Twierdzenie może być udowodnione przez teori ↪e dualności zastosowan ↪a do (6). Wpro-
wadzaj ↪ac zmienn ↪a dualn ↪a t odpowiadaj ↪ac ↪a równaniu

∑
i∈I ui = β i zmienne di odpowiadaj ↪ace

górnym limitom na ui otrzymuje si ↪e dualne zadanie PL (7).
Niepewność może być reprezentowana przez przedzia ly możliwych wartości

prawdopodobieństw zmieniaj ↪acych si ↪e niezależnie [Dupacova (1987), Jaffray (1989),
Yager i Kreinovich (1999), Guo i Tanaka (2010)], definiuj ↪ac odpowiednie rozwi ↪azania od-
porne. Rozważamy niepewność kostkow ↪a:

u ∈ U = {(u1, u2, . . . , um) :
∑
i∈I

ui = 1, ∆l
i ≤ ui ≤ ∆u

i ∀ i ∈ I} (8)

gdzie oczywíscie
∑
i∈I ∆l

i ≤ 1 ≤
∑
i∈I ∆u

i . Taki model obejmuje również przypadek, gdy praw-
dopodobieństw znanych p̄i ale nieprecyzyjnie, które mog ↪a podlegać zaburzeniom w przedzia lach
[−δ−i , δ

+
i ]. To jest faktycznie szczególny przypadek zbioru U z ∆l

i = p̄i − δ−i i ∆u
i = p̄i + δ+i dla

i ∈ I. Jednakże, wyróżniamy oddzielnie przypadek danych prawdopodobieństw p̄ z możliwymi
zaburzeniami ograniczonymi proporcjonalnie ∆l

i = (1 − δ−)p̄i i ∆u
i = (1 + δ+)p̄i dla i ∈ I przy

danych δ+ ≥ 0 i 0 ≤ δ− ≤ 1.

u ∈ U(p̄) = {(u1, u2, . . . , um) :
∑
i∈I

ui = 1, p̄i(1− δ−) ≤ ui ≤ p̄i(1 + δ+) ∀ i ∈ I}.

Koncentruj ↪ac si ↪e na średnim wyniku jako podstawowym kryterium otrzymujemy koncepcj ↪e
rozwi ↪azania odpornego

max
y

min
u
{
∑
i∈I

uiyi : u ∈ U, y ∈ A}. (9)

Dalej, bior ↪ac pod uwag ↪e niezmienione ograniczenia zbioru A, rozwi ↪azanie odporne może być
zapisane jako

max
y∈A

min
u∈U

∑
i∈I

uiyi = max
y∈A
{min

u∈U

∑
i∈I

uiyi} = max
y∈A

µU (y) (10)

6
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gdzie
µU (y) = min

u∈U

∑
i∈I

uiyi = min
ui
{
∑
i∈I

yiui :
∑
i∈I

ui = 1, ∆l
i ≤ ui ≤ ∆u

i ∀ i ∈ I} (11)

lub odpowiednio

µU (y) = min
u∈U(p̄)

∑
i∈I

uiyi = min
ui
{
∑
i∈I

yiui :
∑
i∈I

ui = 1, p̄i − δ−i ≤ ui ≤ p̄i + δ+i ∀ i} (12)

representuj ↪a odporne rozwi ↪azania y ∈ A ze wzgl ↪edu na prawdopodobieństwa ze zbioru U .

3.2 Rozwi ↪azania odporne i dolne średnie kwantylowe

Rozpatrzmy rozwi ↪azanie odporne (10) w przypadku nieograniczonych zaburzeń prawdopodo-
bieństw (∆l

i = 0 and ∆u
i = 1). Rozwi ↪azanie odporne (11) okrywa si ↪e wtedy z najgorszym

µU (y) = min
ui
{
∑
i∈I

yiui :
∑
i∈I

ui = 1, 0 ≤ ui ≤ 1 ∀ i ∈ I} = min
i∈I

yi

prowadz ↪ac do konserwatywnej koncepcji maksyniwych rozwi ↪azań odpornych.
W przypadku niepewności kostkowej z pomini ↪etymi dolnymi limitami (∆l

i = 0 ∀ i ∈ I)
rozwi ↪azanie odporne (10) może być reprezentowane jako odpowiednia β -́srednia z prawdopodo-
bieństwami pi = ∆u

i /
∑
i∈I ∆u

i i poziomem tolerancji β = 1/
∑
i∈I ∆u

i .

Twierdzenie 2 Rozwi ↪azanie odporne (11) z pomini ↪etymi dolnymi limitami może być represen-
towane jako β-średnia z prawdopodobieństwami pi = ∆u

i /
∑
i∈I ∆u

i oraz β = 1/
∑
i∈I ∆u

i , i może
być wyznaczana przez optymalizacj ↪e z pomocniczymi zmiennymi i ograniczeniami liniowymi:

max
y,d,t

{t−
∑
i∈I

∆u
i di : y ∈ A; yi ≥ t− di, di ≥ 0 ∀ i ∈ I}. (13)

Dowód. Proste przeskalowanie zmiennych su =
∑
i∈I ∆u

i prowadzi do

µU (y) = min
ui
{
∑
i∈I

yiui :
∑
i∈I

ui = 1, 0 ≤ ui ≤ ∆u
i ∀ i ∈ I}

= su min
u′i

{
∑
i∈I

yiu
′
i :

∑
i∈I

u′i =
1

su
, 0 ≤ u′i ≤

∆u
i

su
∀ i ∈ I}.

Zatem, rozwi’azanie odpornemoże być reprezentowane jako (1/su)-́srednia z prawdopodo-
bieństwami pi = ∆u

i /s
u. Na podstawie Twierdzenia 1, może być wyznaczana przez rozwi ↪azanie

zadania (13).
Zauważmy, że z ∆u

i = 1 for i ∈ I reprezentujemy rozwi ↪azanie odporne (11) jako β -́sredni ↪a z
pi = 1/m i β = 1/m wyrażaj ↪ac rozwi ↪anie maksyminowe.

Wniosek 1 β-średnia representuje rozwi ↪azanie odporne (12) dla proporcjonalnych górnych li-
mitów zaburzeń ∆u

i = (1 + δ+)p̄i z δ+ = (1 − β)/β i braku dolnych limitów ∆l
i = 0 dla i ∈ I, i

może być wyznaczone przez proste rozszerzenie problemu maksymalizacji średniej o dpowiednie
liniowe zmienne i ograniczenia:

max
y,d,t

{t− (1 + δ+)
∑
i∈I

p̄idi : y ∈ A; yi ≥ t− di, di ≥ 0 ∀ i}. (14)

7
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Dowód. Dla proporcjonalnych górnych limitów zaburzeń ∆u
i = (1 + δ+)p̄i z δ+ = (1 − β)/β

i braku dolnych limitów ∆l
i = 0 dla i ∈ I, odpowiednie rozwi ↪azanie odporne (12) może być

wyrażone jako:

µU (y) = min
ui
{
∑
i∈I

yiui :
∑
i∈I

ui = 1, 0 ≤ ui ≤ p̄i(1 + δ+) ∀ i}

= (1 + δ+) min
u′i

{
∑
i∈I

yiu
′
i :

∑
i∈I

u′i =
1

1 + δ+
, 0 ≤ u′i ≤ p̄i ∀ i} = (1 + δ+)µ 1

1+δ+
(y).

Dzi ↪eki δ+ = (1− β)/β, otrzymuje si ↪e (1 + δ+) = 1/β and µU (y) = µβ(y)/β, gdzie za Twierdze-
niem 1 µβ(y) może byż wyrażana przez PL (14).

W ogólnym przypadku możliwych dolnych limitów rozwi ↪azanie odporne nie może być
wyrażone jako odpowiednia średnia. Okazuje si ↪e jednak, że może być wyrażone przez opty-
malizacj ↪e odpowiedniej kombinacji wypuk lej średniej i β -́sredniej.

Twierdzenie 3 Rozwi ↪azanie odporne (10) jest równoważne wypuk lej kombinacji średnich:

max
y∈A

µU (y) = max
y∈A

[λµ(y) + (1− λ)µβ(y)] (15)

z
λ =

∑
i∈I

∆l
i and β = (1−

∑
i∈I

∆l
i)/

∑
i∈I

(∆u
i −∆l

i),

gdzie średnia µβ(y) jest definiowana zgodnie z prawdopodobieństwami p′i podczas gdy średnia
µ(y) jest definiowana zgodnie z prawdopodobieństwami p′′i :

p′i = (∆u
i −∆l

i)/
∑
i∈I

(∆u
i −∆l

i) and p′′i = ∆l
i/
∑
i∈I

∆l
i for i ∈ I.

Dowód. Wprowadzaj ↪ac wspó lczynniki skaluj ↪ace su =
∑
i∈I ∆u

i i sl =
∑
i∈I ∆l

i otrzymuje si ↪e
λ = sl and β = (1− sl)/(su − sl). Rozwi ↪azanie odporne (11) może być wtedy wyrażone jako

µU (y) = min
ui
{
∑
i∈I

yiui :
∑
i∈I

ui = 1, ∆l
i ≤ ui ≤ ∆u

i ∀ i ∈ I}

= min
u′i

{
∑
i∈I

yiu
′
i :

∑
i∈I

u′i = 1− sl, 0 ≤ u′i ≤ ∆u
i −∆l

i ∀ i ∈ I}+
∑
i∈I

yi∆
l
i

= (su − sl) min
u′′i

{
∑
i∈I

yiu
′′
i :

∑
i∈I

u′′i =
1− sl

su − sl
, 0 ≤ u′′i ≤

∆u
i −∆l

i

su − sl
∀ i ∈ I}+ sl

∑
i∈I

yi
∆l
i

sl

= (1− sl) min
u′′i

{ 1

β

∑
i∈I

yiu
′′
i :

∑
i∈I

u′′i = β, 0 ≤ u′′i ≤ p′i ∀ i ∈ I}+ sl
∑
i∈I

yip
′′
i

= (1− sl)µβ(y) + slµ(y) = (1− λ)µβ(y) + λµ(y)

co kończy dowód.

Wniosek 2 W szczególnym przypadku ustalonych prawdopodobieństw p̄ z możliwymi zaburze-
niami ograniczonymi proporcjonalnie ∆l

i = (1− δ−)p̄i i ∆u
i = (1 + δ+)p̄i dla i ∈ I, rozwi ↪azanie

odporne (10) jest równoważne wypuk lej kombinacji średnich

max
y∈A

µU (y) = max
y∈A

[δ−µβ(y) + (1− δ−)µ(y)] (16)

z β = δ−/(δ+ + δ−), gdzie obie średnie µ(y) i µβ(y) s ↪a obliczane dla oryginalnych prawdopodo-
bieństw p̄i.

8



Instytut Automatyki i Informatyki Stosowanej Raport 12-11

Dowód. Z Twierdzenia 3, dla proporcjonalnie ograniczonych zaburzeń ∆l
i = (1 − δ−)p̄i i

∆u
i = (1 + δ+)p̄i równanie (15) jest spe lnione z

β =
1−

∑
i∈I ∆l

i∑
i∈I(∆

u
i −∆l

i)
=

δ−

δ+ + δ−
i λ =

∑
i∈I

∆l
i = 1− δ−.

Dalej, β -́srednia jest obliczana z prawdopodobieństwami

p′i =
∆u
i −∆l

i∑
i∈I(∆

u
i −∆l

i)
=

(δ+ + δ−)p̄i
δ+

∑
i∈I p̄i + δ−

∑
i∈I p̄i

= p̄i

jak również, sama średnia jest obliczana z prawdopodobieństwami

p′′i =
∆l
i∑

i∈I ∆l
i

=
(1− δli)p̄i

(1− δli)
∑
i∈I p̄i

= p̄i

co kończy dowód.
Zgodnie z Twierdzeniami 1 i 3, rozwi ↪azanie odporne (10) może być wyrażone przez proste

rozszerzenie problemu maksymalizacji średniej.

Wniosek 3 Rozwi ↪azanie odporne (10) może być wyznaczone przez proste rozszerzenie problemu
maksymalizacji średniej o dpowiednie liniowe zmienne i ograniczenia:

max
y,d,t

{
∑
i∈I

∆l
iyi + (1−

∑
i∈I

∆l
i)t−

∑
i∈I

(∆u
i −∆l

i)di : y ∈ A; yi ≥ t− di, di ≥ 0 ∀ i}. (17)

Dowód. Zgodnie ze wsorem (15) z Twierdzenia 3

max
y∈A

µU (y) = max
y∈A

[
∑
i∈I

∆l
iyi + (1−

∑
i∈I

∆l
i)µβ(y)]

gdzie średnia µβ(y) jest zdefiniowana z β = (1−
∑
i∈I ∆l

i)/
∑
i∈I(∆

u
i −∆l

i) i prawdopodo-
bieństwami pi = (∆u

i −∆l
i)/

∑
i∈I(∆

u
i −∆l

i). St ↪ad, stosuj ↪ac Twierdzenie 1 do wyrażenia µβ(y)
w postaci PL (7) otrzymuje si ↪e wzór (17).

W szczególnym przypadku ustalonych prawdopodobieństw p̄ z możliwymi zaburzeniami
ograniczonymi proporcjonalnie wzór (17) upraszcza si ↪e odpowiednio prowadz ↪ac do nast ↪epuj ↪acego
wyrażenia rozwi ↪azania odpornego (12).

Wniosek 4 W szczególnym przypadku ustalonych prawdopodobieństw p̄ z możliwymi zaburze-
niami ograniczonymi proporcjonalnie ∆l

i = (1− δ−)p̄i i ∆u
i = (1 + δ+)p̄i dla i ∈ I, rozwi ↪azanie

odporne (10) może być wyznaczone przez proste rozszerzenie problemu maksymalizacji średniej
o dpowiednie liniowe zmienne i ograniczenia:

max
y,d,t

{(1− δ−)
∑
i∈I

p̄iyi + δ−t− (δ+ + δ−)
∑
i∈I

p̄idi : y ∈ A; yi ≥ t− di, di ≥ 0 ∀ i}. (18)

Zamiennie do wzoru (16) z Wniosku 2, można zbudować bezpośrednio model PL korzystaj ↪ac
z faktu, że struktura problemu (11) do problemu β -́sredniej (6).

Twierdzenie 4 Dla dowolnych przedzia lów prawdopodobieństw [∆l
i,∆

u
i ] (i ∈ I), odpowiednie

rozwi ↪azanie odporne (10) może być określone optymalizacj ↪a:

max
y,t,dui ,d

l
i

{t−
∑
i∈I

∆u
i d

u
i +

∑
i∈I

∆l
id
l
i : y ∈ A; yi = t− dui + dli, d

u
i , d

l
i ≥ 0 ∀ i ∈ I}. (19)

9



Instytut Automatyki i Informatyki Stosowanej Raport 12-11

Dowód. Twierdzenie wynika z zastosowania dualności PL do (11). Wprowadzaj ↪ac zmienn ↪a
dualn ↪a t odpowiadaj ↪ac ↪a równaniu

∑
i∈I ui = 1 i zmienne dui and dli odpowiadaj ↪ace górnym i

dolnym limitom na ui, otrzymujemy:

µU (y) = max
t,dui ,d

l
i

{t−
∑
i∈I

∆u
i d

u
i +

∑
i∈I

∆l
id
l
i : yi = t− dui + dli, d

u
i , d

l
i ≥ 0 ∀ i ∈ I} (20)

co kończy dowód.

Wniosek 5 W szczególnym przypadku ustalonych prawdopodobieństw p̄ z możliwymi zaburze-
niami ograniczonymi proporcjonalnie ∆l

i = (1− δ−)p̄i i ∆u
i = (1 + δ+)p̄i dla i ∈ I, rozwi ↪azanie

odporne (10) może być wyznaczone przez proste rozszerzenie problemu maksymalizacji średniej
o dpowiednie liniowe zmienne i ograniczenia:

max
y,t,dui ,d

l
i

{t− (1 + δ+)
∑
i∈I

p̄id
u
i + (1− δ−)

∑
i∈I

p̄id
l
i : y ∈ A; yi ≥ t− dui + dli, d

u
i , d

l
i ≥ 0 ∀ i ∈ I}.

Bibliografia

[Artzner et al. (1999)] Artzner, P., Delbaen, F., Eber, J.-M., Heath, D. (1999), “Coherent me-
asures of risk,” Mathematical Finance 9, 203–228.

[Ben-Tal et al. (2009)] Ben-Tal, A., El Ghaoui, L., Nemirovski, A. (2009), Robust Optimization,
Princeton Univ. Press.

[Bertsimas i Thiele (2006)] Bertsimas, D., Thiele, A. (2006), “Robust and data-driven optimi-
zation: modern decision making under uncertainty,” in Tutorials on Operations Research,
INFORMS, Chapter 4, 95–122.

[Dupacova (1987)] Dupacova, J. (1987), “Stochastic programming with incomplete information:
A survey of results on postoptimization and sensitivity analysis,” Optimization 18, 507–532.
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