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Steszczenie

Niepewnos$é¢ zapotrzebowania i dostaw débr i ustug. Innym istotnym elementem jest
umozliwienie uczestnikom rynku zarzadzania ryzykiem w warunkach niepewnosci, gdy
okreslone sa jedynie dane interwalowe, a nie sa znane warto$ci miar ryzyka np. rozkladéw
prawdopodobienstwa. zZrodlami niepewnosci moga by¢: nieznajomo$¢ zapotrzebowania, ry-
zyko cenowe itp. Typowymi produktami stuzacymi do zarzadzania ryzykiem sa réznego typu
instrumenty pochodne: kontrakty terminowe (ang. forward, futures) oraz opcje (sprzedazy i
kupna). Kontrakty dotycza dostawy w przysztosci (w okreslonym momencie) okreslonej ilosci
towaru po okreslonej cenie, ktéra moze zosta¢ okreslona jawnie lub moze zosta¢ okreslona
formula uzywana do wyznaczenia ceny np. kwota podwyzszona o publikowany wskazZnik
wzrostu cen, $rednia cena gieldowa itp. Natomiast opcje daja ich nabywcy (pozycja dluga)
prawo nabycia (w przypadku opcji kupna, ang. call option) lub sprzedazy (w przypadku
opcji sprzedazy, ang. put option) towaru po okreslonej cenie, nazywanej cena wykonania
opcji. W przypadku rynkéw infrastrukturalnych nalezy odpowiednio zarezerwowaé zasoby
sieciowe, uwzgledniajac rézne mozliwosci rozptywéw w zaleznosci od tego ktére opcje zo-
stana wykorzystane. W zadaniu beda rozwijane modele aukcji transgranicznych oraz modele
tacznego bilansowania towardw, opcji i ustug systemowych na rynkach bilansujacych.

Stowa kluczowe. teoria mechanizméw, optymalizacja, efektywnos¢, zgodnosé motywacji, nie-
pewnosé.

1 Wprowadzenie

Wiele decyzji dotyczacych sprzedazy, czy zakupu débr lub ustug publicznych, podejmowanych
z zastosowaniem przetargdéw lub aukcji, wymaga uwzglednienia preferencji wielokryterialnych
oraz wystepowania wielu atrybutéw opisujacych wymagania, zasoby, towary, itp. Zaréwno de-
cydent, ktory przeprowadza przetarg lub aukcje jak i oferenci, podejmujac decyzje kieruja sie
swoimi niezaleznymi zlozonymi celami, ktore czesto sa celami wielokryterialnymi. Istotne jest
przy tym takze uwzglednienie zlozonych interesow i celéw spoleczenstwa. Wielokryterialnosé
celow uczestnikow przetargéw i aukcji nie jest w dotychczasowej praktyce uwzgledniona w
sposob dostateczny. Przedmiotem badan beda rézne rodzaje regut rozstrzygania przetargéw
i aukcji z bezposrednim uwzglednieniem wielokryterialnosci celéw uczestnikéw. Budowane beda

*Praca naukowa finansowana ze srodkéw na nauke w latach 2010-2013 jako projekt badawczy nr N N514
044438
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rézne modele decyzyjne i prowadzone symulacje dzialan mozliwych regut tak, aby otrzymy-
wane rozwiazania byly sprawiedliwe, efektywne oraz odporne na mozliwe spekulacje uczestnikéw.
Przewiduje sie zastosowanie podej$cia punktu referencyjnego [Wierzbicki0O0], [Ogryczak01]. Wy-
magane jednak bedzie przy tym opracowanie odpowiednich wariantéw metody punktu referen-
cyjnego uwzgledniajacych specyfike przetargéow i aukcji, oraz konstruowanie odpowiednich inte-
rakcyjnych procedur z uwzglednieniem mechanizméw uczenia. Innym podejsciem do analizy wie-
lokryterialnej jest skalaryzacja poszczegélnych kryteriow w jedno, o odpowiednich wtasnoéciach.
W szczegélnosci tzw. porzadkowa $rednia wazona (ang. ordered weighted average - OWA)
[Yager95| uzywajac wag preferencyjnych przypisywanych odpowiednio najgorszemu wynikowi,
drugiemu najgorszemu itp. zachowujac sumacyjny charakter umozliwia modelowanie réznych
typow agregacji od egalitarnych po efektywnosciowe. Porzadkowe érednie wazone o odpowied-
nich wilasnosciach monotonicznosci wag preferencyjnych reprezentuja koncepcje sprawiedliwej
optymalizacji [Kostreva04] i moga by¢ wprowadzone do modeli optymalizacyjnych za pomoca
prostych nieréwnoéci liniowych. Tym samym odpowiednie systemy opisywane zaleznos$ciami
liniowymi (bilansowanie débr podzielnych) moga by¢ latwo optymalizowane technikami pro-
gramowania liniowego. Nie dotyczy to jednak systeméw i zagadnien opisywanych za pomoca
modeli dyskretnych (bilansowanie débr niepodzielnych), ktére wymagaja opracowania nowych
algorytméw dokladnych lub przyblizonych.

2 Modelowanie preferencji w warunkach niepewnosci

2.1 Niepewnosé i ryzyko

W rzeczywistych problemach decyzyjnych wiedza decydenta o konsekwencjach wyboru po-
szczegolnych opcji jest czesto niepelna. Wynika to z faktu, ze problem decyzyjny dotyczy zazwy-
czaj przysztych dzialan i stanéw natury oraz jest oceniany przysztymi wynikami. Znaczna czeéé
parametréw okreslajacych warunki decyzji i ocene wynikéw moze ulec zmianie. Na przyktad,
moga sie zmieni¢ ceny surowcow, ceny produktow, kursy wymiany walut, oprocentowanie lo-
katy, zapotrzebowanie (mozliwosci sprzedazy danego produktu). Moga tez nastapi¢ zdarzenia o
charakterze katastroficznym diametralnie zmieniajace sytuacje np. kleski zywiolowe, zamkniecie
rynku zbytu lub dostaw (embargo), niewyptacalnosé klienta, utrata licencji itp. Innymi slowy,
wynik decyzji (wartosé funkcji oceny f(x)) jest zwykle niedeterministyczny.

Ogdlnie mozna powiedzieé¢, ze dla danej decyzji nie jest znany konkretny wynik a znane
sa jedynie mozliwe realizacje wyniku decyzji. To znaczy, znane sa scenariusze reprezentujace
mozliwe stany natury ($rodowiska) jako zdarzenia losowe, z ktérych zrealizuje sie doktadnie
jedno. Zdarzenia te sa powodowane i charakteryzowane przez czynniki niezalezne od decy-
denta. Jednoczesnie kazdy konkretny scenariusz okresla jednoznacznie realizacje wynikow dla
poszczegdlnych decyzji (wariantéw decyzyjnych).

Moéwimy, ze wystepuje niepewnosé wtasciwa (strukturalna), gdy znana jest co najwyzej lista
potencjalnych skutkéw decyzji, czyli lista scenariuszy i realizacji wynikéw dla poszczegdlnych
scenariuszy.

Dla scenariuszy moze by¢ dodatkowo okredlony pewiem model probabilistyczny, czyli moze
by¢ zdefiniowany rozklad prawdopodobieristwa wystepowania poszczegdlnych scenariuszy.

Jezeli znana jest lista potencjalnych skutkéw decyzji (scenariuszy) oraz prawdopodobienstwo
zaistnienia kazdego z nich, to méwimy o niepewnosci stochastycznej (parametrycznej).

W przypadku niepewnosci stochastycznej pojawia sie pojecie ryzyka. Ryzyko moze byé
réznie okreslane i mierzone. Najbardziej ogdlna definicja okresla ryzyko jako rosnaca funkcje
dwoch zmiennych: prawdopodobienistwa poniesienia straty i wielkosci tej straty. Nie jest to
bardzo $ciste rozréznienie, ale na ogdt przyjmuje sie, ze w przypadku znajomosci jedynie sce-
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nariuszy (niepewnosci strukturalnej) méwimy o decyzji w warunkach niepewnosci. Natomiast
w przypadku, gdy znane sa scenariusze i ich prawdopodobienistwa (niepewnos$¢ parametryczna)
méwimy o decyzji w warunkach ryzyka. Zauwazmy, ze w przypadku decyzji w warunkach ryzyka
wynik decyzji jest formalnie doktadnie okreslony w kategoriach matematycznych: jest konkretna
zmienna losowa o znanym rozktadzie. Decydujacym dla okreslenia preferencji decydenta jest
wtedy jego odbiér (model) ryzyka.

Zatézmy, ze mamy zidentyfikowane m scenariuszy S; (i = 1,2,...,m). Okreslonym scena-
riuszom odpowiadaja odpowiednie realizacje funkcji oceny y; = fi(x). Przy kazdym scenariuszu
jestesSmy zainteresowani lepsza (wieksza) wartoscia oceny. Problem decyzji w warunkach nie-
pewnosci mozna zatem zapisa¢ w postaci

max{(f1(x),...,fm(x)) : x€Q}

Jednakze istotny jest tu fakt, ze f;(x) reprezentuja rézne realizacje tej samej oceny (w
szczegblnodei wyrazone w tej samej skali jednostek) a nie catkowicie niezalezne oceny. Jest
to formalny zapis, jaki stosowaliSmy do sformutowania modelu optymalizacji wielokryterialne;j.
Operator max uzyty w modelu wskazuje jedynie, ze dla kazdej funkcji f; jestesmy zainteresowani
wieksza wartoscia oceny. Nie ma natomiast jednoznacznej definicji najlepszego (optymalnego)
rozwiazania, co wynika z konieczno$ci uwzgledniania indywidualnych preferencji w okreslaniu
rozwiazania, a co za tym idzie potrzeba raczej wspomagania decyzji niz arbitralnego wyznaczenia
rozwiazania. Powyzszy zapis modelu jest tez poprawny dla problemoéw decyzji w warunkach ry-
zyka nie uwzglednia on jednak prawdopodobienstw jako atrybutéw scenariuszy. Problem decyzji
w warunkach ryzyka prowadzi zasadniczo do modeli optymalizacji stochastycznej

max{(f({,x) : x€Q}

gdzie £ jest okre$lona zmienna losowa.

2.2 Decyzje w warunkach niepewnosci

Kryterium sredniej polegajace na maksymalizacji wyniku $redniego jest bardzo czesto stosowa-
nym modelem preferencji dla wyboru decyzji w warunkach niepewnosci. Kryterium sredniej
(Laplace’a) opiera sie na zalozeniu: “jezeli nie wiadomo nic o stanach natury, to mozna przyjaé,
ze sa one jednakowo prawdopodobne”. Prowadzi to wyboru decyzji o najwigkszej $redniej aryt-
metycznej (lub sumie) wynikéw dla poszczegdlnych scenariuszy. Zauwazmy, ze przy wielokryte-
rialnej interpretacji scenariuszy jako odrebnych ocen f; podejécie to odpowiada maksymalizacji
sumy ocen

m m
max{% Zfl(x) D xeQ)r= max{z filx) + xe@}
=1 =1
Zauwazmy, ze stosowanie $redniej arytmetycznej jako kryterium wyboru ma interpretacje
oparta na sztucznym zalozeniu wystepowania rozkladu jednostajnego scenariuszy. Jest to rzadko
przyjmowane zalozenie, chociaz samo kryterium $éredniej jest to do$¢ powszechnie akceptowane.
W wielu przypadkach stosowane jest raczej zalozenie: “jezeli nie wiadomo nic o stanach natury,
to mozna przyjacé, ze sa one probka rozkladu normalnego”. Odpowiednio zdefiniowana Srednia
bylaby tu znacznie bardziej skomplikowana i rzadko jest akceptowana jako model preferencji dla
wspomagania decyzji w warunkach niepewnosci.
Kryterium optymistyczne i pesymistyczne to dwa kraricowo rézneThe final outcome is uncer-
tain and only its realizations under various
podejscia koncentrujace sie odpowiednio na najlepszych i najgorszych realizacjach. To zna-
czy, w modelu optymistycznym wszystkie decyzje oceniane sa z perspektywy wynikéw przy
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najlepszych mozliwych dla nich scenariuszach. Odpowiada to optymizmowi w sensie zakladania
wystapienia najkorzystniejszych stanéw natury. Z kolei, w modelu pesymistycznym wszystkie
decyzje oceniane sa z perspektywy wynikéw przy najgorszych mozliwych dla nich scenariuszach.
Odpowiada to pesymizmowi w sensie zakladania wystapienia najbardziej niekorzystnych stanow
natury. Przy wielokryterialnej interpretacji scenariuszy jako odrebnych ocen f; podejscia te
odpowiadaja odpowiednio maksymalizacji najlepszej i najgorszej oceny:

max{ max fi(x) : x€Q}

=1,...

max{i_minm fix) : xeqQ}

=1,...,

Podejscie pesymistyczne odpowiada interpretacji problemu jako antagonistycznej gry przeciw
naturze i zaklada, ze celem natury jako przeciwnika jest minimalizacja naszych zyskéw. Pro-
wadzi to czesto do nadmiernie pasywnych rozwigzan. Zauwazmy, ze dopuszczajac dodatkowa
mozliwos$¢ decyzji: “nie budowaé¢ motelu” (wiersz zlozony z samych zer) wybieraliby$my wlasnie
ten wariant jako rozwiazanie. Tym niemniej, w odréznieniu od podejécia optymistycznego, jest
to dos$¢ powszechnie stosowany model preferencji przy wyborze z ograniczonej grupy wariantéw.

Kryterium Hurwicza stanowi probe kompromisu pomiedzy skrajnym optymizmem a skraj-
nym pesymizmem. W tym celu maksymalizuje sie kombinacje najlepszego i najgorszego
mozliwego wyniku:

H=00+(1-a)P, 0<a<l1

gdzie O oznacza wartosé optymistyczna (najlepsza realizacje przy danym wyborze), a P wartos$é
pesymistyczna (najgorsza przy danym wyborze). Parametr a (subiektywny wspoétczynnik opty-
mizmu) okresla charakter kryterium. Przy a = 0 jest to standardowe kryterium pesymistyczne,
przy a = 1 jest to standardowe kryterium optymistyczne, dla posrednich wartosci stanowi od-
powiedni kompromis pomiedzy tymi dwoma kryteriami. Przy wielokryterialnej interpretacji
scenariuszy jako odrebnych ocen f; podejscie to odpowiada:

max{a max f;(x)+ (1 —«) '_minm fix) : xeqQ}

i=1,....m i=1,...,

Minimalizacja maksymalnego Zalu (kryterium Savage’a). Decyzje o wyborze rozwiazania
podejmujemy nie wiedzac jaki scenariusz bedzie faktycznie realizowany. Post factum jeden ze
scenariuszy staje sie rzeczywistoscia i wtedy mozna oceni¢ trafnosé decyzji. Naturalna oceng jest
tu réznica pomiedzy zyskami z rozwiazania najlepszego dla danego (faktycznie realizowanego)
scenariusza a faktycznie osiagnietymi zyskami (z wczesniej wybranego rozwiazania). Te wielko$¢
okredla sie jako Zal (ang. regret) za utraconymi dochodami. Nie znajac wcze$niej wlasciwego
scenariusza mozemy dazy¢ do minimalizacji zalu niezaleznie od scenariusza, czyli minimaliza-
¢ji maksimum po scenariuszach. Takie pesymistyczne podejscie zastosowane do wartosci zalu
zamiast bezposrednio do wyptat gwarantuje nam mozliwie najlepsza ocene dokonanego wyboru
post factum niezaleznie od stanu natury. Jest to formalny model preferencji wyjatkowo dobrze
oddajacy psychologiczne aspekty oceny decyzji.

Kryterium minimalizacji maksymalnego zalu zapisuje sie nastepujaco:

min{i_nlmxm (yi — fi(x)) : xe€Q} gdziey; =max{fi(x) : x€Q}

et A
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3 Modele odporne

3.1 Koncepcje rozwiazan

Rozpatrzmy problem decyzyjny w warunkach niepewnosci. Najprostsza reprezentacja nie-
pewnosci polega na skonczonym zbiorze scenariuszy I (|I| = m). Koncowy wynik jest nie-
pewny i znane sa jedynie jego realzacje przy poszzcegélnych scenariuszach. scenarios i € 1
are known. Problem decyzji w warunkach niepewnosci mozna zatem zapisa¢ w postaci
[Haimes (1993), Ogryczak (2002)]

max { (y1,92,---,Ym) : Yy €A }. (1)

Model (1) okresla jedynie, ¢ preferowane sa wieksze wartosci przy kazdym scenariuszu i € 1.

Konserwatywna koncepcja rozwigzan odpornych jest skupiona na maksymalizacji najgor-
szego wyniku (scenariusza)

M(y) = miny;

i jest catkowicie niezalezna od waznosci poszczegdlnych scenariuszy lub ich mozliwych prawdo-
podobienstw.

W obszarze decyzji w warunkach ryzyka zaklada sie znajomosé prawdopodobienstw scenariu-
szy p; (i € I) [Ruszezyniski i Shapiro(2003)], co stanowi podstawe optymalizacji stochastycznej,
gdzie maksymalizuje sie warto$é¢ oczekiwana (wynik sredni)

u(y) = vipi (2)
el
lub odpowiednie funkcje ryzyka. W szczegdlnodci, kwantyle drugiegorzedu sa ostatnio
uzywane jako takie kryteria. Wprowadzone przez wielu autoréw [Embrechts et al. (1997),
Artzner et al. (1999), Ogryczak (1999), Rockafellar i Uryasev (2000)], generalnie reprezentuja
dolnesrednie kwantylowe.
Dla dowolnych prawdopodobienstw p; 1 poziomu tolerancji [ odpowiednia
(dolna) [-érednia jest matematycznie formalizowana nastepujaco [Ogryczak (2002),
Ogryczak and Ruszezyniski (2002)]. Najpierw, wprowadzamy dystrybuante (cdf):

Fy(n) = Zpiﬁi(n) where k;(n) =

icl

L gdyyi<n
{ 0 wp.p (3)

Nastepnie, wprowadzamy fukcje kwantylowa F}(,_l) jako odwrotnos¢ dystrybuanty Fy:
F{D(B) =inf {n: Fy(n) >} dla0<p<1.

catkujac F}(,_l) otrzymujemy (dolne) $rednie kwantylowe

1 B
poy) =5 [ FV (@) dlo< g (4)

punktowe wartosci krzywej Lorenza [Ogryczak (2000)]. Faktycznie $rednie kwantylowe sa
Scisle zwiazane dualna teoria wyboru w warunkach ryzyka [Quiggin (1982), Roell (1987),
Yaari (1987)]. W literaturze decyzji w warunkach ryzyka dolne $rednie kwantylowe sa zwy-
kle nazywane warunkowymi wartosciami zagrozonymi (Conditional VaR, gdzie VaR oznacza
Value-at-Risk F}(,fl)(ﬁ)) [Pflug (2000)]. Jednakze, poniewaz koncentrujemy sie na niepewnosci
bez formalnie zdefiniowanej przestrzeni probabilistycznej stosujemy dalej termin (dolna) srednia
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kwantylowa lub [-srednia. Poza obszarem decyzji w warunkach ryzyka srednie kwantylowe
byly stosowane w zagadnieniach lokalizacyjnych [Ogryczak i Zawadzki (2002)], do sprawiedliwej
alokacji zasobéw sieciowych [Ogryczak i Sliwinski (2002), Ogryczak et al. (2008)], jak réwniez
do planowania modulacji w terapii radiacyjnej [Romeijn et al. (2005)] i uczenia maszynowego
[Takeda i Kanamori (2009)].

Maksymalizacja (-Sredniej

max i (y) (5)

definiuje koncepcje rozwiazania odpornego [B-$redniej. Dzigki skonczonej liczbie scenariuszy (-
srednia jest dobrze okre$lana przez optymalizacje

.1 .
MB(Y):HEH{BZ%W:ZW:@ 0<w <p;Viel}. (6)
il il

Problem (6) jest zadaniem programowania liniowego (PL) dla danego wektora y ale staje sie
nieliniowy dla y bedacego wektorem zmiennych jak w (5). Ta trudnosé jest pokonywana przez
alternatywne dualne sformulowanie PL.

Twierdzenie 1 Dia dowolnego wektora y i odpowiednich prawdopodobieristw p;, oraz dowolnej
rzeczywistej wartosci 0 < B < 1, B-Srednia jest okreslona przez PL:

,ug(y):max{t—lZpidi:int—di, d; >0Viel}. (7)
b,di p iel
Dowéd. Twierdzenie moze byé udowodnione przez teorie dualnosci zastosowana do (6). Wpro-
wadzajac zmienng dualng ¢ odpowiadajaca réwnaniu ),y u; = S i zmienne d; odpowiadajace
gérnym limitom na w; otrzymuje sie¢ dualne zadanie PL (7). O
Niepewnos¢ moze byé reprezentowana przez przedzialy mozliwych  wartosci
prawdopodobiefistw  zmieniajacych sie niezaleznie [Dupacova (1987), Jaffray (1989),
Yager i Kreinovich (1999), Guo i Tanaka (2010)], definiujac odpowiednie rozwiazania od-
porne. Rozwazamy niepewno$é¢ kostkowa:

uEU:{(ul,UQ,...,um):Zuizl, Al <u; <A¥Viel} (8)
el

gdzie oczywiscie D Al <1< > ier Af. Taki model obejmuje réwniez przypadek, gdy praw-
dopodobienstw znanych p; ale nieprecyzyjnie, ktére moga podlegaé¢ zaburzeniom w przedziatach
[—6;,6:]. To jest faktycznie szczegdlny przypadek zbioru U z Al = p; — §; i A¥ = p; + 67 dla
i € I. Jednakze, wyrézniamy oddzielnie przypadek danych prawdopodobienstw p z mozliwymi
zaburzeniami ograniczonymi proporcjonalnie Al = (1 —67)p; i A% = (1+ 6")p; dlai € I przy
danych 6t >0i0<¢§ < 1.

ueUp) ={(ur,ug,...,up): Zul =1, pi(1=0") <wu <pi(1 —|—5+) Viel}.
el
Koncentrujac sie na srednim wyniku jako podstawowym kryterium otrzymujemy koncepcje
rozwigzania odpornego
m}z}xmuin{z wyicuel, ye A} 9)
1€l
Dalej, biorac pod uwage niezmienione ograniczenia zbioru A, rozwiazanie odporne moze byé
zapisane jako

. . U
I;leaX Lnem < Ui Y4 r;leax{ﬂnem ieé[ uzyz} r;leax 1% (y) ( )

6
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gdzie
mmZuzyl mln{z Yilly ZUZ =1, Al <wu; <AYViel} (11)
el el el
lub odpowiednio
Wy) = g[l]ll’l z:uzyZ = mln{z Yill Zu, =1, p; — 6, <u; <p;+6 Vi} (12)
u iel icl

representuja odporne rozwiazania y € A ze wzgledu na prawdopodobienstwa ze zbioru U.

3.2 Rozwiazania odporne i dolne srednie kwantylowe

Rozpatrzmy rozwiazanie odporne (10) w przypadku nieograniczonych zaburzeni prawdopodo-
bienstw (Al = 0 and A% = 1). Rozwiazanie odporne (11) okrywa sie wtedy z najgorszym

HU(Y)—H}}ZH{Z%% Zuz—l 0<u;<1Viel}= mlnyZ
el el

prowadzac do konserwatywnej koncepcji maksyniwych rozwiazan odpornych.

W przypadku niepewnodci kostkowej z pominietymi dolnymi limitami (Al = 0V i € I)
rozwiazanie odporne (10) moze by¢ reprezentowane jako odpowiednia S-srednia z prawdopodo-
bienstwami p; = A¥/ > ;c; A¥ i poziomem tolerancji =1/ ;c; A

Twierdzenie 2 Rozwiqzanie odporne (11) z pominietymi dolnymi limitami moze bycé represen-
towane jako B-srednia z prawdopodobieristwami p; = A}/ > ,cr AY oraz f=1/Y",cr A}, i moze
by¢ wyznaczana przez optymalizacje z pomocniczymi zmiennymi i ograniczeniami lintowymi:

mg}g{t—ZAgdi: yeA y>t—d;, di>0Viel}. (13)
¥ el

Dowéd. Proste przeskalowanie zmiennych s* = 3, ; A¥ prowadzi do

Y (y) = mm{z:ymz Zul =1, 0<uy; <A}Viel}
" el i€l ) A

=5 mln{Zyl Zu ol 0<u < sl iel}.

Y er el

Zatem, rozwi'azanie odpornemoze by¢ reprezentowane jako (1/s")-Srednia z prawdopodo-
bienistwami p; = A}'/s*. Na podstawie Twierdzenia 1, moze by¢ wyznaczana przez rozwiazanie
zadania (13). O

Zauwazmy, ze z Al = 1 for i € I reprezentujemy rozwiazanie odporne (11) jako (-$rednia z
pi=1/m i =1/m wyrazajac rozwianie maksyminowe.

Whniosek 1 [-srednia representuje rozwiqzanie odporne (12) dla proporcjonalnych gérnych li-
mitéw zaburzen AY = (1+6%)p; 26+ = (1 — B)/B i braku dolnych limitéw AL =0 dlai € I, i
moze byé wyznaczone przez proste rozszerzenie problemu maksymalizacji sredniej o dpowiednie
lintowe zmienne 1 ograniczenia:

mgx{t—(1+6+ szzz yeA, y>t—d;, di >0V i} (14)
y.dit el
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Dowdéd. Dla proporcjonalnych gérnych limitéw zaburzein AY = (14 6%)p; z 67 = (1 — B)/8
i braku dolnych limitéw Al = 0 dla i € I, odpowiednie rozwiazanie odporne (12) moze byé
wyrazone jako:

pl(y) = mln{z Yilli Zul =1, 0<u; <p(1+0")Vi}
icl icl 1

=(1+4") mm{Zyl Zu—1+5+,0<u <pVi}=0+6pu
Y el el

L (y)

146+

Dzigki §* = (1 — B)/B, otrzymuje sie (1+7) = 1/8 and uY(y) = ps(y)/B, gdzie za Twierdze-
niem 1 p5(y) moze byz wyrazana przez PL (14). O

W ogélnym przypadku mozliwych dolnych limitéw rozwiazanie odporne nie moze by¢
wyrazone jako odpowiednia srednia. Okazuje sie jednak, ze moze byé¢ wyrazone przez opty-
malizacje odpowiedniej kombinacji wypuklej éredniej i S-sredniej.

Twierdzenie 3 Rozwiqzanie odporne (10) jest réwnowazne wypuktej kombinacji $rednich:

max - (y Y(y) = max [Au(y) + (1 = A ps(y)] (15)

A=Y AL and B=(1- YA/ (Ar -

el el el
gdzie Srednia pg(y) jest definiowana zgodnie z prawdopodobieristwami p) podczas gdy Srednia
u(y) jest definiowana zgodnie z prawdopodobieristwami p :

—AD/Y(AF =AY and pf =AY AL foriel.

i€l el

Dowéd. Wprowadzajac wspélczynniki skalujace s* = > 7,c; A¥ i st = Yier Al otrzymuje sie
A=s"and B = (1 —s')/(s* — s'). Rozwiazanie odporne (11) moze by¢ wtedy wyrazone jako

Wy) = min{d giui: ) ui=1 Al<u <A!Viel)

1€l el
= mm{z:yZ Zu—l—s 0<u, <A} — AﬁViEI}—i—ZyiAﬁ
e el l ’LEI ;
- A — Al A;
= mm{Zyz ! Zu”—il,Ogug'gT’Vzel}—i-s Zyz
U i€l il 5 5 icl
= (1-5) mm{ Yoy D> ul =8, 0<uf <piviel}+sY yip)
7,61 iel iel

= (I-s )MB(Y) +s'uly) = (1= Nug(y) + Auly)

co konczy dowdd. O

Whniosek 2 W szczegolnym przypadku ustalonych prawdopodobieristw p z mozliwymi zaburze-
niami ograniczonymi proporcjonalnie Al = (1 —67)p; i A¥ = (1 +01)p; dla i € I, rozwiazanie
odporne (10) jest réwnowazne wypuktej kombinacji Srednich

max i Uly) = max (6" pp(y) + (1 =07 )u(y)] (16)

zB=206"/(6%+067), gdzie obie sSrednie p(y) i pug(y) sa obliczane dla oryginalnych prawdopodo-
bienstw p;.
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Dowéd. 7 Twierdzenia 3, dla proporcjonalnie ograniczonych zaburzeii Al = (1 — §7)p; i
AY = (1+ 6T)p; réwnanie (15) jest spelmione z

]_ - Z I Al 5_ . l —
B = Zue L = — i A= Ar=1-0".
Yier(Af — A} 0T +6 ZEZI
Dalej, B-srednia jest obliczana z prawdopodobienstwami
R e (0F +07)pi o
p; = =Di

Sier(AY — Al 0 e P+ 07 Yier Pi
jak réwniez, sama srednia jest obliczana z prawdopodobienstwami

p// - Ai _ (1 — 55)@ =pi
- - —_ (2
‘ >iel Aé (1- 511) >ier Di
co konczy dowdd. d
Zgodnie z Twierdzeniami 1 i 3, rozwiazanie odporne (10) moze by¢ wyrazone przez proste
rozszerzenie problemu maksymalizacji $redniej.

Whniosek 3 Rozwiqzanie odporne (10) moze byé wyznaczone przez proste rozszerzenie problemu
maksymalizacji sredniej o dpowiednie liniowe zmienne i ograniczenia:

max O Ay +a =Y At =S (Ar—Ahdi: ye Ay yi>t—di, ;>0 i} (17)
v el i€l i€l

Dowéd. Zgodnie ze wsorem (15) z Twierdzenia 3

U l l
max u (y) = max E Ay + (1 E A y
ye 8 ( ) ye€ [iEI g ( el )Iuﬁ( )]

gdzie $rednia ug(y) jest zdefiniowana z 8 = (1 —Y,c; AY/Yc (A% — Al) i prawdopodo-
bietistwami p; = (AY — AL) /3o (A% — Al). Stad, stosujac Twierdzenie 1 do wyrazenia ug(y)
w postaci PL (7) otrzymuje sie wzdr (17). O

W szczegdlnym przypadku ustalonych prawdopodobienstw p z mozliwymi zaburzeniami
ograniczonymi proporcjonalnie wzér (17) upraszcza sie odpowiednio prowadzac do nastepujacego
wyrazenia rozwiazania odpornego (12).

Whniosek 4 W szczegolnym przypadku ustalonych prawdopodobieristw p z mozliwymi zaburze-
niami ograniczonymi proporcjonalnie Al = (1 —67)p; i AY = (1 +01)p; dla i € I, rozwiqzanie
odporne (10) moze byé wyznaczone przez proste rozszerzenie problemu maksymalizacji Sredniej
o dpowiednie liniowe zmienne i ograniczenia:

max {(1-67) Y piyi + 67— (6 +67) D pidi = y € A yi=t—di, di 20V i} (18)
& el el

Zamiennie do wzoru (16) z Wniosku 2, mozna zbudowaé bezposrednio model PL korzystajac
z faktu, ze struktura problemu (11) do problemu S-$redniej (6).

Twierdzenie 4 Dia dowolnych przedziatow prawdopodobienstw [Aé,A?] (i € I), odpowiednie
rozwigzanie odporne (10) moze byé okreslone optymalizacja:

max {t—Y AU+ Aldl: yed; yi=t—dl+d, d,d >0 Viel}. (19
v d; il il

7
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Dowéd. Twierdzenie wynika z zastosowania dualnosci PL do (11). Wprowadzajac zmienng
dualng t odpowiadajaca réwnaniu ) ,c;u; = 1 i zmienne df and dé odpowiadajace goérnym i
dolnym limitom na u;, otrzymujemy:

pU(y) = max {t =Y AP+ Aldi: yi=t—df +dj, df,d; >0 Viel} (20)
td d; icl iel
co konczy dowdd. O

Whniosek 5 W szczegolnym przypadku ustalonych prawdopodobieristw p z mozliwymi zaburze-
niami ograniczonymi proporcjonalnie Al = (1 —67)p; i AY = (1 +01)p; dla i € I, rozwiazanie
odporne (10) moze byé wyznaczone przez proste rozszerzenie problemu maksymalizacji Sredniej
o dpowiednie liniowe zmienne @ ograniczenia:

max {t—(L+6%)Y pidi +(1-67)Y pidi: y € Ay >t —di +dj, df,dj >0 Viel}
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