Uwzglednienie wielokryterialnosci w modelach
preferencji uczestnikéw rynku
i modelach preferencji ogdélnych

Wiodzimierz Ogryczak

Raport Instytutu Automatyki
i Informatyki Stosowanej

Politechniki Warszawskiej

Pazdziernik, 2012

Raport nr: 12-10

Copyright (©2014 by Instytut Automatyki i Informatyki Stosowanej Politechniki Warszawskiej
Wszystkie prawa zastrzezone. Zadna czes¢ tej publikacji nie moze byé reprodukowana, przechowywana
w bazach danych, transmitowana w zadnej formie ani w zaden sposdb, elektroniczny, mechaniczny, kse-

rograficzny czy inny, bez uprzedniej pisemnej zgody autoréw.

Politechnika Warszawska

Instytut Automatyki i Informatyki Stosowanej
ul. Nowowiejska 15/19, 00-665 Warszawa

tel. 22-234-7397, fax 22-825-3719



Uwzglednienie wielokryterialnosci w modelach preferencji
uczestnikéw rynku i modelach preferencji ogolnych*

Wtiodzimierz Ogryczak
ogryczak@elka.pw.edu.pl

Pazdziernik, 2012

Steszczenie

Wiele decyzji dotyczacych sprzedazy, czy zakupu débr lub ustug publicznych, podejmo-
wanych z zastosowaniem przetargéow lub aukcji, wymaga uwzglednienia preferencji wielokry-
terialnych oraz wystepowania wielu atrybutéw opisujacych wymagania, zasoby, towary, itp.
Zarowno decydent, ktory przeprowadza przetarg lub aukcje jak i oferenci, podejmujac decyzje
kieruja sie swoimi niezaleznymi zlozonymi celami, ktére czesto sa celami wielokryterialnymi.
Istotne jest przy tym takze uwzglednienie zlozonych intereséw i celéw spoteczeristwa. Wie-
lokryterialnosé celéw uczestnikéw przetargéow i aukcji nie jest w dotychczasowej praktyce
uwzgledniona w sposéb dostateczny. Przedmiotem badan beda rézne rodzaje regut rozstrzy-
gania przetargow i aukcji z bezposrednim uwzglednieniem wielokryterialnosci celow uczest-
nikéw. Budowane beda rézne modele decyzyjne i prowadzone symulacje dziatan mozliwych
regut tak, aby otrzymywane rozwiazania byly sprawiedliwe, efektywne oraz odporne na
mozliwe spekulacje uczestnikow.

Stowa kluczowe. teoria mechanizmow, optymalizacja, efektywnosé¢, zgodnoéé motywacji, mo-
delowanie wielokryterialne.

1 Wstep

Wiele decyzji dotyczacych sprzedazy, czy zakupu débr lub ustug publicznych, podejmowanych
z zastosowaniem przetargéow lub aukcji, wymaga uwzglednienia preferencji wielokryterialnych
oraz wystepowania wielu atrybutéw opisujacych wymagania, zasoby, towary, itp. Zaréwno de-
cydent, ktory przeprowadza przetarg lub aukcje jak i oferenci, podejmujac decyzje kieruja sie
swoimi niezaleznymi zlozonymi celami, ktore czesto sa celami wielokryterialnymi. Istotne jest
przy tym takze uwzglednienie zlozonych interesow i celéw spoleczenstwa. Wielokryterialnoscé
celow uczestnikow przetargéw i aukcji nie jest w dotychczasowej praktyce uwzgledniona w
spos6b dostateczny. Przedmiotem badan sa tu rézne rodzaje regul rozstrzygania przetargéw
i aukcji z bezposrednim uwzglednieniem wielokryterialnosci celéw uczestnikéw. Budowane ag
rézne modele decyzyjne i prowadzone symulacje dziatan mozliwych regut tak, aby otrzymywane
rozwiazania byty sprawiedliwe, efektywne oraz odporne na mozliwe spekulacje uczestnikow. Po-
dejmowane sa proby zastosowanie podejscia punktu referencyjnego [35, 27] do planowania me-
chanizméw aukcyjnych [3]. Wymaga to jednak opracowania odpowiednich wariantéw metody

*Praca naukowa finansowana ze srodkéw na nauke w latach 2010-2013 jako projekt badawczy nr N N514
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punktu referencyjnego uwzgledniajacych specyfike przetargdw i aukcji, oraz konstruowanie odpo-
wiednich interakcyjnych procedur z uwzglednieniem mechanizméw uczenia. Innym podejéciem
do analizy wielokryterialnej jest skalaryzacja poszczegdlnych kryteriow w jedno, o odpowiednich
wilasnosciach. W szczegdlnosci tzw. porzadkowa $rednia wazona (ang. ordered weighted average
- OWA) [38] uzywajac wag preferencyjnych przypisywanych odpowiednio najgorszemu wynikowi,
drugiemu najgorszemu itp. zachowujac sumacyjny charakter umozliwia modelowanie réznych
typow agregacji od egalitarnych po efektywnosciowe. Porzadkowe srednie wazone o odpowied-
nich wilasnosciach monotonicznosci wag preferencyjnych reprezentuja koncepcje sprawiedliwej
optymalizacji [13] i moga byé¢ wprowadzone do modeli optymalizacyjnych za pomoca prostych
nieréwnosci liniowych. Tym samym odpowiednie systemy opisywane zaleznosciami liniowymi
(bilansowanie débr podzielnych) moga by¢ tatwo optymalizowane technikami programowania
liniowego. Nie dotyczy to jednak systeméw i zagadnien opisywanych za pomoca modeli dys-
kretnych (bilansowanie débr niepodzielnych), ktére wymagaja opracowania nowych algorytméw
doktadnych lub przyblizonych.

2 Optymalizacja wielokryterialna

2.1 Dominacja wektoréw ocen

Zadanie optymalizacji wielokryterialnej (wielokryterialne zadanie programowania matematycz-
nego) moze by¢ sformulowane nastepujaco:

max{(f1(x), fa(x),..., fm(x)) : x€Q} (1)
gdzie

f = (f1, fo,..., fm) jest funkcja (wektorowa) przeksztalcajaca przestrzen decyzji X = R"
w przestrzen ocen ¥ = R™,

poszczegdlne wspotrzedne f; reprezentuja skalarne funkcje oceny,

I={1,2,...,m} jest zbiorem indekséw ocen,

@ C X oznacza zbiér dopuszczalny (zbiér decyzji dopuszczalnych),

x € X oznacza wektor zmiennych decyzyjnych.

Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu wektorowi zmiennych decyzyjnych x € Q wektor oceny =
f(x), ktéry mierzy jako$¢ decyzji x z punktu widzenia ustalonego uktadu funkcji oceny fi,. .., fm.
Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan przyjelismy zalozenie, ze dla kazdej indywidualnej oceny f;
wieksza warto$¢ oceny oznacza lepsza ocene decyzji (maksymalizacja). Przyjete sformulowanie
zadania optymalizacji wielokryterialnej jest wyrazone w przestrzeni decyzji. Jest to naturalna
reprezentacja problemu decyzyjnego, gdzie celem jest wybor wladciwej decyzji.

Zakladamy, ze wybdr decyzji (rozwiazania) bierze pod uwage tylko wektory ocen i decyzje o
jednakowych wektorach ocen sa jednakowo dobre. Tym samym, problem wyznaczenia najlepszej
decyzji mozemy ograniczy¢ do zagadnienia wyboru najlepszego wektora ocen w zbiorze ocen
osiqgalnych (osiagalnych wektoréw ocen). Zbidr ocen osiagalnych (osiagalnych wektoréw ocen)

A={y:y=1(x), xeQ@}

Natomiast odpowiednia decyzja prowadzaca do wybranego wektora ocen moze by¢ zidentyfiko-
wana w koncowej fazie analizy problemu. Prowadzi to do modelu wielokryterialnego w prze-
strzeni ocen, gdzie oceny sa bezposrednio okreslone jako pojedyncze zmienne.
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Model wielokryterialny w przestrzeni ocen
max{y = (y1,...,ym) : ¥ €A}

Dla zadania optymalizacji wielokryterialnej (1) odpowiedni model w przestrzeni ocen otrzy-
mujemy analitycznie wprowadzajac explicite zmienne y; reprezentujace oceny i stosujac opty-
malizacje do tych zmiennych:

max{y:(yla”'vym) : yZZfZ(X)VZ, XGQ} (2)

Oznacza to rozszerzenie zbioru dopuszczalnego do przestrzeni X x Y jako

Qr={(xy) : xe@Q, y={f(x)}

Zbioér ocen osiagalnych A jest rzutem tego zbioru na przestrzenn Y. W przypadku wielokryterial-
nych zadan programowania liniowego zbiér Q) jest wieloSciennym zbiorem wypuktym i zbiér ocen
osiggalnych jako jego rzut réwniez jest wielosciennym zbiorem wypuklym. Wypuklo$é zbioru
ocen osiagalnych nie jest juz jednak zagwarantowana w przypadku dowolnego wielokryterialnego
zadania programowania wypuklego (tzn. wypukty zbiér dopuszczalny i wkleste funkcje oceny).
Zbiér @, moze byé¢ niewypukly i generowaé¢ niewypukly zbiér ocen osiagalnych A.

W odréznieniu od modeli optymalizacji jednokryterialnej model decyzyjny optymalizacji wie-
lokryterialnej nie precyzuje Scisle jednej koncepcji najlepszego (optymalnego) rozwiazania. Zapis
maksymalizacji w modelu wielokryterialnym oznacza jedynie, ze dla kazdej pojedynczej oceny
preferowana jest wigksza warto$é. Tym samym, rozwazane preferencje sa reprezentowane przez
racjonalne relacje preferencji, spetniajace warunki zwrotnosci, przechodniosci i Scistej monoto-
nicznosci.

Nawet nie znajac relacji preferencji (wiedzac jedynie, ze jest to racjonalna relacja preferencji),
mozemy stwierdzi¢, ze pewne wektory ocen nie moga by¢ maksymalne w sensie danej relacji.
Wiynika to z faktu, ze pewne wektory ocen sa gorsze od innych dla wszystkich racjonalnych relacji
preferencji. Mozna to sformalizowa¢ za pomoca relacji racjonalnej dominacji. Poniewaz model
racjonalnych relacji preferencji jest najogdlniejszym modelem preferencji, relacje racjonalnej
dominacji nazywa sie po prostu relacjg dominacyji.

Relacja dominacji. Méwimy, ze wektor ocen y’ (racjonalnie) dominuje y”, lub y” jest
(racjonalnie) dominowany przez y’ wtedy i tylko wtedy, gdy y’ = y” dla wszystkich racjonalnych
relacji preferencji.

Relacje racjonalnej dominacji bedziemy oznaczaé¢ symbolem =,.. Zapis y’ =, y” oznacza, ze
wektor ocen y’ racjonalnie dominuje y”. Analogicznie do relacji racjonalnej dominacji mozemy
réwniez zdefiniowa¢ relacje racjonalnej indyferencji =2, i slabej dominacji »=,. Zauwazmy, ze
relacje racjonalnej dominacji, indyferencji i stabej dominacji spetniaja warunki racjonalnej re-
lacji preferencji. Relacja dominacji jest najogdlniejsza racjonalna relacja preferencji i kazda
racjonalna relacja preferencji > jest z nia zgodna w tym sensie, ze

Y=y = oy =y
Relacja dominacji moze by¢ wyrazona za pomoca nieréwnosci wektorowej po wspoétrzednych

>. Przypomnijmy, ze relacja > z relacjami $cislej preferencji i indyferencji okreslonymi odpo-
wiednio jako > i=

{<\
Vi
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okresla porzadek Pareto.
Porzadek Pareto pokrywa sie z relacja (racjonalnej) dominacji:

y =y e y>y' e Y>>y Vi=1,2,...,m
yl >‘r y// o= yl ; y// o= (y/ Z y// 1 y// z yl)
y/ gr y/l = y/ — y// = (y/ Z y// 1 y/l 2 y/)

Wektor ocen y’ dominuje y” wtedy i tylko wtedy, gdy y' > y”. Zatem, dla kazdej racjonalnej
relacji preferencji = prawdziwe sa nastepujace implikacje

y >y =  y=y’
y/>y :> y/>_y//

2.2 Wektory niezdominowane i rozwiazania efektywne

Relacja dominacji zazwyczaj nie spelnia warunku spéjnosci i dlatego moze istnie¢ wiele wektorow
ocen maksymalnych w sensie relacji racjonalnej dominacji, z ktérych zaden nie jest najwiekszy.
To znaczy, na ogol nie istnieje wektor ocen dominujacy wszystkie pozostale. Zatem relacja
dominacji nie pozwala na jednoznaczne okreslenie najlepszego wektora ocen. Umozliwia ona
jedynie wyrdznienie zbioru niezdominowanych wektorow ocen w odréznieniu od zdominowanych
wektorow ocen. Zdominowane wektory ocen odpowiadaja oczywiscie decyzjom nieoptymalnym,
poniewaz sa one gorsze od innych osiagalnych wektoréw ocen w sensie kazdej racjonalnej relacji
preferencji. Jezeli wektor ocen y” jest dominowany przez y’, to moze on by¢ wyeliminowany z
poszukiwan, poniewaz wszyscy racjonalni decydenci preferuja y’ w stosunku do y”. Wystarczy
zatem ograniczy¢ poszukiwania wladciwego wyboru do niezdominowanych wektoréw ocen.

Osiagalny wektor ocen y € A nazywamy (racjonalnie) niezdominowanym wtedy i tylko
wtedy, gdy nie istnieje y’ € A taki, ze y jest dominowany przez y’.

Zgodnie 7z definicja relacji dominacji, wektor ocen y° € A jest wektorem niezdominowanym
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego y € A istnieje (przynajmniej jedna) racjonalna relacja
preferencji taka, ze nie zachodzi y > y°. Faktycznie spelniony jest silniejszy warunek, ze dla
kazdego niezdominowanego wektora ocen istnieje (spdjna) racjonalna relacja preferencji, przy
ktorej jest on najlepszy. Oznacza to, ze nie znajac preferencji decydenta nie mozemy zawczasu
wyeliminowaé zadnego niezdominowanego wektora ocen, bo przy pewnych racjonalnych prefe-
rencjach moze on reprezentowa¢ najlepszy wybor. Formalizuje to twierdzenie 1

Twierdzenie 1 Wektor ocen y° € A jest wektorem niezdominowanym wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje spdjna racjonalna relacja preferencyi = taka, Ze y° =y dla wszystkich y € A.

Niezdominowanie osiggalnego wektora ocen y° mozna zweryfikowaé analitycznie rozwiazujac
zadanie optymalizacji

m
max{Zzi oY=yt z, 2 >0 dlai=1,2,...,m; y€ A} (3)
i=1

Jezeli warto$é¢ optymalna zadania wynosi 0, to y° jest niezdominowanym wektorem ocen. W
przeciwnym przypadku (czyli gdy warto$é optymalna jest dodatnia) wektor ocen jest zdomino-
wany.

Wyrazenie relacji dominacji w postaci porzadku Pareto okresla wektor ocen y° € A jako
niezdominowany wtedy i tylko wtedy, gdy w zbiorze ocen osiagalnych A nie istnieje mozliwo$é
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zwiekszenia przynajmniej jednej jego wspoélrzednej bez zmniejszania jakiejkolwiek innej. Wy-
nika z tego, ze zbiér niezdominowanych wektoréw ocen N(A) jest czescia brzegu zbioru ocen
osiagalnych A. W ogdlnym wypadku moze to by¢ niespdjny podzbiér brzegu zbioru wektordw
osiagalnych. Z niespdjnym zbiorem niezdominowanych wektoréw ocen mamy oczywiscie do czy-
nienia w przypadku dyskretnego problemu wyboru, gdzie sam zbidr osiagalnych wektoréw ocen
jest niespdjny.

Zauwazmy, ze rozszerzenie zbioru wektorow ocen osiagalnych A o zdominowane wektory
ocen nie zmienia zbioru niezdominowanych wektoréw ocen, czyli N(A + D) = N(A). Mozna to
wykorzysta¢ do uproszczenia pewnych modeli wielokryterialnych. W szczegdlnosci, o ile zbiér
ocen osiagalnych A dla wielokryterialnego problemu programowania wypuklego moze nie byé
wypukly, to odpowiedni zbiér A + D jest wypukty.

Pojecie niezdominowanych wektoréw ocen dotyczy elementéw przestrzeni ocen Y. W wie-
lokryterialnym problemie decyzyjnym interesuja nas raczej odpowiednie wektory dopuszczalne
w przestrzeni decyzji X. Rozwiazanie efektywne. Wektor dopuszczalny x € () nazywamy
rozwiazaniem efektywnym (Pareto-optymalnym, sprawnym) zadania optymalizacji wielokryte-
rialnej wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajacy mu wektor ocen y = f(x) jest wektorem niezdo-
minowanym.

7 wczeéniej prezentowanych wilasnosci niezdominowanych wektoréw ocen wynikaja
nastepujace charakterystyki rozwigzan efektywnych:

e Wektor dopuszczalny x° € @ jest rozwiazaniem efektywnym zadania optymalizacji wielo-
kryterialnej wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje racjonalna relacja preferencji = taka, ze dla
zadnego x € Q nie zachodzi f(x) > f(x°).

e Wektor dopuszczalny x° € @ jest rozwiazaniem efektywnym zadania optymalizacji wielo-
kryterialnej wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje spéjna racjonalna relacja preferencji = taka,
ze f(x%) = f(x) dla kazdego x € Q.

e Wektor dopuszczalny x° € @ jest rozwiazaniem efektywnym zadania optymalizacji wielo-
kryterialnej wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje x € @ taki, ze f(x) > f (XO).

e Wektor dopuszczalny x° € @ jest rozwiazaniem efektywnym zadania optymalizacji wie-
lokryterialnej wtedy i tylko wtedy, gdy w zbiorze dopuszczalnym nie istnieje mozliwosé
zwiekszenia przynajmniej jednej oceny rozwiazania bez zmniejszania jakiejkolwiek innej.

Analogiczne do wtasnosci niezdominowania wektoréow ocen, rozwiazania efektywne zadania
optymalizacji wielokryterialnej pozostaja rozwiazaniami efektywnymi przy zmianie kolejnosci
ocen lub ich $cisle monotonicznego przeskalowania:

e Dla dowolnej permutacji 7 zbioru {=1,2,...,m}, wektor x° € @ jest rozwiazaniem efek-
tywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozwigzaniem
efektywnym zadania

max {(ff(l)(x)7f7(2)(x)7"‘7f7'(m)(x)) DX E Q}

e Dla dowolnych $cisle rosnacych funkeji s; : R — R (i = 1,2,...,m), wektor x° € @ jest
rozwiazaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej wtedy i tylko wtedy,
gdy jest rozwigzaniem efektywnym zadania

max {(s1(f1(0)), 52(f2)s - s fn(x)) + x € Q)

Zauwazmy, ze efektywnos¢ rozwiazania nie zalezy od kolejnosci uzytych funkcji oceny i od Scisle
monotonicznych zmian skal indywidualnych ocen.
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Sformutowany wczesniej analityczny test niezdominowania osiagalnego wektora ocen (3)
mozna odpowiednio stosowaé do weryfikacji efektywnosci danego wektora dopuszczalnego x° €
Q. W tym celu trzeba rozwiazaé¢ zadanie optymalizacji

m
max {Zzz s filx) = fix%) 4z, 2 >0 dlai=1,2,...,m; x € Q}
i=1
Jezeli wartosé optymalna zadania wynosi 0, to x° jest rozwiazaniem efektywnym.

2.3 Szacowanie zbioru niezdominowanego

W ogélnym przypadku moze nie istnie¢ zaden niezdominowany wektor ocen. To znaczy, zbior
wektorow niezdominowanych moze by¢ pusty, podobnie jak zbidr rozwiazan optymalnych opty-
malizacji jednokryterialnej moze by¢ pusty. Dzieje sie tak na przyklad, w przypadku zbioru ocen
osiggalnych pokrywajacego sie z cala przestrzenia. Jest to jednak nierealistyczny przypadek, gdy
wszystkie oceny moga osiaga¢ dowolne wartosci. Naturalne jest ogranicznie rozwazan do pro-
bleméw, gdzie zbiory ocen osiagalnych sa ograniczone, a przyjnajmniej ograniczone w kierunku
ich optymalizacji.

Zadanie optymalizacji wielokryterialnej nazywamy regularnym, gdy zbiér ocen osiagalnych
A jest niepusty i domkniety oraz istnieje wektor y* € Y dominujacy wszystkie osiagalne wektory
oceny € A.

Dalsze rozwazania ograniczamy do zadan regularnych. Dla takich zadan zawsze istnieje
niezdominowany wektor ocen jak pokazuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2 Jezeli zbidr ocen osiqggalnych A # 0 jest domkniety i istnieje wektor y* € Y
dominujacy wszystkie osiagalne wektory ocen'y € A, to istnieje niezdominowany wektor ocen
y° e A

Dowdd: Niech y’ € A bedzie dowolnym osiagalnym wektorem ocen. Rozpatrzmy zbidr

A = A-m‘>m’ Y : y<yVvi m«>m’
={y¢€ : Zyz_Zyi}C{y€ Yy Ve, Zyz_zyz’}
i=1 i=1

=1 =1

A’ jest ograniczonym zbiorem domknietym i zadanie
m
max {Zyz . yeA}
i=1

ma rozwiazanie optymalne y° € A’. Co wiecej, dla kazdego y € A prawdziwa jest nieréwnosé
DY > > v, czyli y° jest rowniez rozwigzaniem optymalnym zadania

m
min {Z yi . ye€A} (4)
i=1
Zauwazmy, ze relacja preferencji definiowana przez maksymalizacje (4) wyraza sie wzorem
m m
Yey' e Yuizd vl
i=1 i=1

i jest racjonalna relacja preferencji. Zatem y© jest wektorem najlepszym w sensie pewnej racjo-
nalnej relacji preferencji i co za tym idzie jest niezdominowanym wektorem ocen. d
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Jako pierwszy krok analizy problemu decyzyjnego sformulowanego w postaci zadania opty-
malizacji wielokryterialnej stosuje sie jednokryterialna optymalizacje wzgledem kazdej funkcji
oceny z osobna. Celem tej analizy jest rozpoznanie zakresu mozliwych do osiagniecia wartosci
ocen i identyfikacja konfliktu pomiedzy optymalizacja poszczegdlnych ocen. To znaczy, dla
wszyskich j = 1,2,..., m rozwiazywane sa odpowiednie zadania optymalizacji jednokryterialnej

max {fj(x) : x€Q} (5)

Dla regularnych zadan optymalizacji wielokryterialnej istnieja rozwiazania optymalne wszyst-
kich takich zadan jednokryterialnych. Rozwiazujac kolejne zadania optymalizujemy zawsze
tylko jedna ocene. Tym niemniej, wyznaczony dla kazdego zadania optymalny wektor decyzji
xJ okresla tez odpowiadajacy takiej optymalizacji jednokryterialnej wynikowy (m-wymiarowy)
wektor ocen y/ = f(x’/). W rezultacie powstaje tak zwana macierz realizacji celow (ang. pay-off
matriz), ktéra pozwala na oszacowanie zakresu zmian poszczegdlnych funkcji oceny na zbiorze
rozwiazan efektywnych, jak réwniez dostarcza pewnych informacji na temat konfliktowosci funk-
cji oceny. Macierz realizacji celéw jest tablica zawierajaca wartosci wszystkich funkcji oceny
(wierszy) otrzymywane podczas rozwiazywania poszczegdlnych probleméw jednokryterialnych
(kolumn). To znaczy, elementy macierzy realizacji celow T = (¢;;); j—1,..m Przyjmuja wartosci
tij = yi = fi(x7), gdzie x/ jest rozwigzaniem optymalnym jednokryterialnego zadania (5).

Wektor utopii y* reprezentuje najlepsze wartosci kazdej funkcji oceny rozpatrywanej osobno,
czyli wartosci optymalne poszczegdlnych zadan optymalizacji jednokryterialne;j.

Macierz realizacji celéw generuje wspéhrzedne wektora utopii na przekatnej (yi = t;;). Wek-
tor utopii stanowi gorne ograniczenie wszystkich osiagalnych wektoréw ocen, tzn. y* > y dla
kazdego osiagalnego wektora ocen y € A. Sam wektor utopii jest zwykle nieosiagalny, czyli
nie ma rozwiazania dopuszczalnego z takimi wartodciami funkcji oceny. Gdyby wektor utopi
byt osiagalny to bylby on jedynym niezdominowanym wektorem ocen a wektor dopuszczalny
generujacy ten wektor byltby rozwigzaniem optymalnym zadania optymalizacji wielokryterialnej
w sensie kazdego racjonalnego modelu preferencji. Sytuacja taka moze sie zdarzyé tylko wtedy,
gdy nie ma zadnego konfliktu pomiedzy funkcjami oceny.

7 macierzy realizacji celow mozna wyznaczy¢ rowniez tzw. wektor nadiru y™, wyrazajacy
najgorsze wartosci dla kazdej funkcji oceny odnotowane podczas poszczegdlnych optymalizacji
jednokryterialnych, czyli y;* = min;t;;. Wektory utopii i nadiru sa przedstawione w dwuwy-
miarowej przestrzeni ocen na rysunku 1. Maksymalizujac pierwsza ocene wyznaczamy wektor
y! = (y1,93) i maksymalizujac druga ocene otrzymujemy wektor y? = (32,3). Wektor utopii
jest wtedy okreslony jako y* = (yi,43), a wektor nadiru jako y™ = (y2,y3).

W przedstawionym na rysunku 1 przypadku dwu ocen, wektor nadiru stanowi dolne ogra-
niczenie wszystkich niezdominowanych wektorow ocen. To znaczy, y" <y < y* dla kazdego
y € N(A). Wynika to z faktu, ze wszystkie wektory ocen sa dominowane przez wektor utopii.
Jednoczesnie wektory ocen o pierwszej wspoirzednej mniejszej niz w wektorze nadiru y; < y' sa
dominowane przez wektor y2. Analogicznie, wektory ocen o drugiej wspéirzednej mniejszej niz
w wektorze nadiru y2 < y% sa dominowane przez wektor y!'. Tym samym, wszystkie niezdomi-
nowane wektory ocen muszg sie znalez¢ w prostokacie okreslonym przez wektory nadiru i utopii.
Ograniczenie to wynika z relacji dominacji wektorow ocen i jest prawdziwe niezaleznie od tego
czy zbiér ocen osiagalnych jest wypukly czy nie. W przypadku niejednoznacznych rozwiazan
optymalnych zadan jednokryterialnych ograniczenie pozostaje prawdziwe z wektorem nadiru
wyznaczonym przy dowolnych takich rozwiazaniach optymalnych. Najscislejsze ograniczenie
uzyskamy wtedy jednak wybierajac niezdominowe wektory y' i y2.

Niestety w ogélnym przypadku dowolnej liczby ocen skladowe wektora nadiru nie musza
wyraza¢ najgorszych wartosci odpowiednich funkcji oceny na calym zbiorze rozwiazan efektyw-
nych. To znaczy, w przypadku liczby ocen wiekszej niz dwie nie mozna zagwarantowac, ze
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Rys. 1: Wektory utopii i nadiru

y" <y dla kazdego y € N(A). Ilustruje to nastepujacy prosty przyktad problemu dyskretnego
7 trzema ocenami.

W przypadku trzech lub wiecej ocen wektor nadiru nie musi ogranicza¢ z dotu zbioru nie-
zdominowanych wektoréw ocen. Wspdhrzedne wektora nadiru wyrazaja jedynie najgorsze (naj-
mniejsze) wartosci kazdej funkeji zanotowane podczas optymalizacji innych funkeji. Wyznacze-
nie wektora y" takiego, ze y¥ <y dla kazdego y € N(A) jest ztozonym zadaniem obliczenio-
wym. Wektor nadiru stanowi gérne ograniczenie wektora y" i na ogdt jego dobre przyblizenie
wystarczajace do wstepnego zorientowania sie w zakresach zmiennosci poszczegdlnych ocen dla
réznych rozwiazan efektywnych.

Zadania optymalizacji jednokryterialnej (5) moga mieé¢ niejednoznaczne rozwiazania opty-
malne i generowaé¢ rozwiazania nieefektywne o zanizonych wartosciach ocen nie podlegajacych
maksymalizacji w danym zadaniu. Zatem, w ogdélnym przypadku, macierz realizacji celow
jest niejednoznacznie okreslona i wspolczynniki wektora utopii stanowia jedyna informacje nie-
zaleznag od wyboru rozwiazania optymalnego w zadaniach jednokryterialnych. Dla zapewnienia
uzytecznosci pozostatych wspoétczynnikéw konieczne jest zastosowanie techniki regularyzacyjnej
podczas wyliczania macierzy realizacji celow, tak aby kazde jednokryterialne rozwigzanie opty-
malne bylo jednoczesnie rozwiazaniem efektywnym oryginalnego problemu wielokryterialnego.
W przypadku niewielkiej liczby funkcji oceny (male m) mozliwe jest wyznaczenie rozszerzonej
macierzy realizacji celéw, opartej na rozwiazaniach zadan leksykograficznych

lexmax {(fr(l) (X)a fT(Q) (X)? SRR fT(m) (X)) S g s Q} (6)

dla wszystkich mozliwych hierarchii funcji oceny (dla wszystkich permutacji 7).

2.4 Podstawowe skalaryzacje

Rozwiazanie efektywne zadania optymalizacji wielokryterialnej

max{(f1(x), f2(x),..., fm(x)) : x€Q}

stanowi uogdlnienie pojecia rozwiazania optymalnego i w przypadku optymalizacji jednokryte-
rialnej (m = 1) te dwa pojecia sa tozsame. Tym niemniej, istnieje istotna réznica pomiedzy tymi
dwoma pojeciami jako koncepcjami rozwiazan odpowiednich zadan. W optymalizacji jednokry-
terialnej wszystkie rozwiazania optymalne daja ten sam wynik. Naturalna formalizacja zadania
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optymalizacji jednokryterialnej jest wiec problem wyznaczenia dowolnego rozwiazania optymal-
nego. W optymalizacji wielokryterialnej rézne rozwiazania efektywne generuja rézne i wzajemnie
nieporownywalne wektory ocen. Jedyna formalna specyfikacja matematycznego zadania opty-
malizacji wielokryterialnej moze by¢ wyznaczenie wszystkich rozwiazan efektywnych. Jest to
zazwyczaj zdanie skomplikowane i poza przypadkiem problemu dwukryterialnego w niewielkim
stopniu przyblizajace do rozwiazania odpowiedniego problemu decyzyjnego. Niewatpliwie po-
szukiwania rozwigzania problemu decyzyjnego powinny byé¢ ograniczone do zbioru rozwiazan
efektywnych zadania optymalizacji wielokryterialnej i dlatego istotne sa techniki generowania
takich rozwiazan.

Pojedyncze rozwiazania efektywne zadania optymalizacji wielokryterialnej mozna wyznaczaé
poszukujac w zbiorze ocen osiaggalnych A wektoréw najwiekszych w sensie pewnej spdjnej ra-
cjonalnej relacji preferencji. W szczegdlnosci, mozna w tym celu rozwiazywaé jednokryterialne
skalaryzacje zadania.

Skalaryzacjq zadania optymalizacji wielokryterialnej nazywamy zadanie optymalizacji jed-
nokryterialnej

max {s(f1(x), f2(%),..., fm(X)) : x€Q} (7)

z funkcja skalaryzujacq s : R™ — R.
Maksymalizacja funkcji skalaryzujacej s definiuje relacje preferencji
Y=y e sy)=s(")
Zauwazmy, ze relacja ta jest zawsze spdjna, zwrotna i przechodnia.

Jezeli funkcja skalaryzujaca s jest $cisle rosnaca po wspélrzednych, to jej relacja preferencji
jest $cisle monotoniczna i rozwiazanie optymalne skalaryzacji jest rozwiazaniem efektywnym
zadania optymalizacji wielokryterialne;j.

W przypadku funkcji skalaryzujacej s $cidle rosnacej po wspétrzednych zbiér wektoréw ocen
preferowanych w stosunku do y° € A (zbiér wektoréw o wiekszych wartosciach s(y)) zawiera w
sobie caly zbior wektoréw ocen dominujacych y°. Analogicznie, zbiér preferowanych wektorow
ocen o mniejszych wartosciach s(y) zawiera w sobie caly zbiér wektoréw ocen dominowanych
przez y° (por. rys. 2).

Y21

=~ o

y>y
s(y) > s(y°) HH‘

Rys. 2: Relacja preferencji skalaryzacji monotonicznej
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Czesto funkcje skalaryzujace sa tylko niemalejace (stabo monotoniczne) po wspétrzednych.
Sa to rowniez skalaryzacje uzyteczne przy generacji rozwiagzan efektywnych. Niech x° € ) bedzie
rozwiazaniem optymalnym zadania (7) ze stabo monotoniczna funkcja skalaryzujaca s. Jezeli
x° nie jest rozwigzaniem efektywnym, to istnieje y € A taki, ze y > y° = f (xo). Poniewaz
funkcja s jest niemalejaca, prawdziwa jest wtedy nieréwnosé s(y) > s(y°), co w polaczeniu z
optymalnoscia x° oznacza réwnosé s(y) = s(y®). Tym samym, mozemy stwierdzi¢ co nastepuje.

Jezeli funkcja skalaryzujaca s jest stabo monotoniczna (niemalejaca) po wspétrzednych, to
skalaryzacja zadania optymalizacji wielokryterialnej posiada nastepujace wlasnosci:

e zbiér rozwiazan optymalnych skalaryzacji zawiera rozwiazanie efektywne zadania optyma-
lizacji wielokryterialnej;

e jednoznaczne w przestrzeni ocen rozwiazanie optymalne skalaryzacji jest rozwiazaniem
efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej;

e w przypadku braku jednoznacznosci dane rozwiazanie skalaryzacji moze by¢ zdominowane
przez inne alternatywne rozwiazanie optymalne tej skalaryzacji.

Najprostsza skalaryzacja polega na wyborze jednej ustalonej funkcji oceny fi (k € I), czyli
s(y) = yr. Tak okreslona funkcja skalaryzujaca jest niemalejaca po wspéhrzednych, ale nie jest
Scisle rosnaca (jest stala poza k-ta wspélrzedna).

Dla zadan optymalizacji jednokryterialnej

max {fx(x) : x€ Q}, kel (8)

zbidr rozwiazan optymalnych zawiera rozwiazanie efektywne zadania optymalizacji wielokryte-
rialnej, a jednoznaczne w przestrzeni ocen rozwiazanie optymalne zadania (8) jest rozwiazaniem
efektywnym.

Dla wyznaczenia rozwigzania efektywnego zgodnego z maksymalizacja funkcji oceny f
mozemy rozszerzy¢ zadanie (8) do odpowiedniego zadania leksykograficznego. To znaczy, wpro-
wadzi¢ hierarchie ocen okreslona permutacja 7 zbioru I = {= 1,2,...,m} taka, ze 7(1) = k.
Dla dowolnej permutacji rozwiazanie optymalne zadania leksykograficznego

lexmax {(fr(l)(x)? fT(Q) (X)? B fT(m) (X)) X cE Q}

jest rozwiazaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej. Zadanie leksykograficzne
okresla nastepujacy ciag zadan skalarnych:

Dla j =1,2,...,m wyznaczamy zbidr S; rozwigzan optymalnych zadania (gdzie Sp = Q):
P; : max {s;(f(x)) : x€Sj_1}

Kazdy element zbioru S,, jest rozwiazaniem optymalnym zadania leksykograficznego. Naj-
prostsza technika definiowania zbioréw S; jest zapisywanie ich za pomoca warunkéw

st(f(x)) =2 dlat=1,2,...,j

gdzie z; jest wartoscia optymalna funkcji celu w zadaniu P;. Prowadzi ona do tzw. podejscia
sekwencyjnego, czyli rozwiazywania ciagu zadan o rosnacej liczbie ograniczen. Podejscie se-
kwencyjne moze by¢ tatwo stosowane do dowolnych typéw probleméw (zaréwno liniowych, jak
i nieliniowych) i implementowane z wykorzystaniem standardowych procedur optymalizacji jed-
nokryterialnej odpowiedniego typu.

10
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Szczegdlnym przypadkiem funkcji skalaryzujacej spelniajacej warunek $cistej monoto-
nicznosci jest suma indywidualnych ocen s(y) = >, y;.
Rozwiazanie optymalne zadania skalarazycji sumacyjnej

max {)_ filx) © x€Q)
=1

jest rozwigzaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialne;j.

Powszechnie stosowang technika wyznaczania rozwiazan efektywnych jest metoda wazenia
ocen oparta na skalaryzacji za pomoca wazonej sumy ocen, czyli s(y) = >, w;y;, gdzie wagi w;
sa liczbami dodatnimi. Zwykle przyjmuje sie wagi znormalizowane, tak aby sumowaly sie do
jednosci. Wazona suma ocen wyraza wtedy Srednia wazona poszczegdlnych ocen. Poprawnosé
techniki wazenia ocen wynika z mozliwosci jej wyrazenia jako maksymalizacji sumy skalowa-
nych ocen, podczas gdy (Scisle) rosnace skalowanie ocen przez dodatnie wagi nie wplywa na
efektywnos¢ rozwiazania.

Dla dowolnych dodatnich wag w; > 0 rozwiazanie optymalne skalaryzacji wazonej

max {iwimx) C xeQ) (©)

jest rozwiazaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialne;j.

Zauwazmy, ze w zadaniu optymalizacji skalaryzacji wazonej sumy (9), przemnozenie (lub po-
dzielenie) wszystkich wag przez pewna liczbe dodatnia nie ma zadnego wplywu na rozwiazanie
optymalne zadania. Tym samym, nie ma znaczenia czy wagi zostaly znormalizowane aby su-
mowa¢ sie do jednosci, czy nie.

Skalaryzacja wazona generuje zawsze (dla dowolnych dodatnich wag) niezdominowany wektor
ocen niezaleznie od struktury zadania optymalizacji wielokryterialnej. Natomiast w ogdlnym
przypadku, nie jest prawda, ze kazdy niezdominowany wektor ocen moze by¢ wyznaczony w ten
sposob przy odpowiednim doborze. Okazuje sie, ze nawet w przypadku wypuklego zbioru ocen
osiagalnych, istnieja niezdominowane wektory ocen nie maksymalizujace wazonej sumy ocen
przy zadnym zestawie dodatnich wag.

Metoda wazenia ocen z odpowiednio dobieranymi wagami teoretrycznie pozwala na wyzna-
czenie dowolnego rozwigzania efektywnego wielokryterialnego zadania programowania liniowego.
To znaczy, dla kazdego x° rozwiazania efektywnego wielokryterialnego zadania programowania
liniowego istnieja dodatnie wagi w; takie, ze x° jest rozwiazaniem optymalnym odpowiedniej ska-
laryzacji wazonej (9). Jest to jednak fakt o wiekszym znaczeniu teoretycznym niz praktycznym
z punktu widzenia wspomagania decyzji.

Maksymalizacja funkcji skalaryzujacej w postaci sumy ocen moze by¢ interpretowana jako
wyznaczanie rozwigzania o najlepszej sredniej ocenie. Podobnie mozna rozpatrywaé¢ maksyma-
lizacje najgorszej oceny, czyli skalaryzacje maksyminowq. Funkcja skalaryzujaca min; y; nie jest
funkcja liniowa. Jest ona jednak wklesta funkcja kawatkami liniowa i dlatego jej maksymalizacja
moze by¢ zapisana za pomoca zaleznosci liniowych

max {z : z<y dlai=1,2,...,m;ye€ A}

Funkcja minimum jest niemalejaca po wspoétrzednych, ale nie jest $cisle rosnaca. Dlatego praw-
dziwe jest nastepujace stwierdzenie.
Zbiér rozwiazan optymalnych skalaryzacji maksyminowej

max { min fi(x) : xX€Q}

EAREE)

11
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zawiera rozwiazanie efektywne zadania optymalizacji wielokryterialnej, a jednoznaczne w prze-
strzeni ocen rozwigzanie optymalne skalaryzacji jest rozwiazaniem efektywnym.

W ogélnym przypadku zbiér optymalny skalaryzacji maksyminowej moze zawiera¢ zdomino-
wane i niezdominowane wektory ocen.

Skalaryzacje maksyminowa, podobnie jak sume ocen, mozna rozpatrywaé¢ z wagami. Jezeli
wagi sa dodatnie, to funkcja skalaryzujaca wazonego minimum pozostaje funkcja niemalejaca
po wspdétrzednych.

Dla dowolnych dodatnich wag w; > 0, zbiér rozwiazan optymalnych maksyminowej skalary-
zacji wazonej

max { min  w;f;(x) : x€Q}
i=1,....,m
zawiera rozwiazanie efektywne zadania optymalizacji wielokryterialnej, a jednoznaczne w prze-
strzeni ocen rozwiazanie optymalne skalaryzacji jest rozwiazaniem efektywnym.

Twierdzenie 3 JeZeli wszystkie osiagalne oceny przyjmujae wylacznie dodatnie wartosci, to dla
kazdego rozwigzania efektywnego X° zadania optymalizacji wielokryterialnej istniejq dodatnie
wagi w; takie, ze xX° jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwiazaniem optymalnym zadania
maksyminowej skalaryzacji wazonej

max { min  w;f;(x) : x€Q}
i=1,....,m
Dowéd: Niech y° = f (XO). Z zalozen twierdzenia wynika, ze mozna przyja¢ w; = 1/y? > 0.
Przy tak okreslonych wagach mamy

o o o

Z efektywnosci wektora x° wynika, ze nie istnieje y € A speiniajacy nieréwnosé y > y°. Dla
kazdego wektora y istnieje wiec indeks k taki, ze y, < yj. Stad

min - w;y; = wiYp > WYk > i

. n  wy;
i=1,....m Jeeny MM

Zatem x° jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwigzaniem optymalnym odpowiedniej mak-
syminowej skalaryzacji wazonej. d

2.5 Funkcje osiagniecia

Wprowadzenie do podstawowych skalaryzacji wspétczynnikéw wagowych wzbogaca te koncepcje
przeksztalcajac je w odpowiednie techniki prarametryczne umozliwiajace modelowanie réznych
preferencji i generowanie réznych rozwiazan efektywnych. Oczywiscie, tak prosta parametryzacja
daje ograniczone mozliwo$ci modelowania réznych preferencji wyboru. Ogoélnie mozna wprowa-
dzi¢ do podstawowych skalaryzacji dowolne $cisle rosnace funkcje skalujace oceny. Dla istotnego
rozszerzenia modelu przy zachowaniu prostej parametrycznej natury skalaryzacji istotne jest
tu przede wszystkim dopuszczenie mozliwosci przesuwania ukladu wspoétrzednych w przestrzeni
ocen. Najprostsze takie funkcje skalujace przyjmuja zatem liniowa postaé s;(y;) = w;(y; — v;),
gdzie w; jest dodatnia waga (czynnikiem skalujacym), a v; wspdlrzedna poczatku ukladu
(poziomem odniesienia skali). Funkcje skalujace dopuszczajace przesuniecie poczatku ukladu
wspélrzednych w przestrzeni ocen sa zwykle nazywane (indywidualnymi) funkcjami osiggniecia.
Funkcje te mierza bowiem osiggniecia wzgledem pewnego ustalonego wektora ocen przyjmo-
wanego jako poczatek ukladu wspéhrzednych. Funkcja skalaryzujaca indywidualne funkcje
osiagniecia jest nazywana (skalaryzujaca) funkcja osiagniecia.

12
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Rozpatrzmy maksyminowa skalaryzacje funkcji osiagniecia. Jezeli funkcje osiagniecia s; sa
niemalejace, to skalaryzujaca funkcja osiagniecia jest funkcja niemalejaca po wspoétrzednych.
Prawdziwe jest zatem nastepujace stwierdzenie.

Dla dowolnych niemalejacych funkcji osiagniecia s;, zbidér rozwiazan optymalnych maksymi-
nowej skalarazycyi funkcji osiagniecia

max {i_I}liIlm si(fix)) @ xe€eQ} (10)
zawiera rozwiazanie efektywne zadania wielokryterialnego, a jednoznaczne w przestrzeni ocen
rozwiazanie optymalne skalaryzacji jest rozwiazaniem efektywnym zadania wielokryterialnego.

PokazywaliSmy wczesniej, ze w przypadku dodatnich wartosci ocen, dowolne rozwiazanie
efektywne x° zadania optymalizacji wielokryterialnej jest jednoznacznym w przestrzeni ocen
rozwigzaniem optymalnym maksyminowej skalaryzacji wazonej z odpowiednio dobranymi wa-
gami (por. twierdzenie 3). Dopuszczenie mozliwosci przesuwania ukladu odniesienia pozwala
nam rozszerzy¢ te parametryczng technike generacji rozwiazan efektywnych na dowolne zadania
o ograniczonych zbiorach niezdominowanych ocen. Jezeli zbiér ocen osiagalnych A jest ograni-
czony, to istnieje wektor ocen y¢ ograniczajacy z dohu wszystkie osiagalne wektory ocen (y? <y
dla wszystkich y € A). Dokonujac przesuniecia ukiadu wspélrzednych do punktu y? otrzy-
mujemy wszystkie oceny y, = y; — yf dodatnie, co gwarantuje mozliwos¢ okreslenia wag dla
wyznaczenia dowolnego rozwiazania efektywnego z odpowiedniej skalaryzacji maksyminowej z
funkcjami osiagniecia s;(y;) = w;(y; — y&). Dokladniej, nastepujaca zaleznoéé jest prawdziwa.

Jezeli wszystkie osiagalne oceny sa (ostro) ograniczone z dotu przez wektor y?, to dla kazdego
rozwiazania efektywnego x° zadania optymalizacji wielokryterialnej istnieja dodatnie wagi w; =
1/(fi(x°) — yd) takie, ze x° jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwiazaniem optymalnym
zadania

max { min  wi(fi(x) —yd) : xeQ}

i=1,....m

Przy wspomaganiu decyzji bardziej naturalne jest formutowanie funkcji osiagniecia z punktu
widzenia gornego ograniczenia ocen osiagalnych niz dolnego. Tak réwniez moze byé wyko-
rzystana skalaryzacja maksyminowa. Niech y* bedzie wektorem ocen (ostro) wiekszym od
wszystkich osiagalnych wektoréw ocen. Zauwazmy, ze warunek ten speinia dowolny wektor
o wspélrzednych wiekszych od wektora utopii. Dla kazdego rozwiazania efektywnego x° zadania
optymalizacji wielokryterialnej istnieja wtedy dodatnie wagi w; takie, ze x° jest jednoznacz-
nym w przestrzeni ocen rozwiazaniem optymalnym zadania maksyminimalizacji z funkcjami
osiagniecia postaci

si(yi) =wi(y; —y;) dlai=1,2,...,m

Wystarczy w tym celu przyja¢ w; = 1/(yf — y?), gdzie y° = fi(x°). Zauwazmy, ze ta technika
generacji polega na wyznaczaniu wektorow ocen najblizszych punktowi y* w sensie wazonej
normy maksimum.

Twierdzenie 4 Jezeli dla wszystkich osiqgalnych wektoréw ocen 'y € A prawdziwa jest
nieréwno$é y* >y, to dla kazdego rozwiazania efektywnego x° zadania optymalizacji wielokryte-
rialnej istnieja dodatnie wagi w; (i =1,2,...,m) takie, Ze X° jest jednoznacznym w przestrzeni
ocen rozwigzaniem optymalnym skalaryzacji maksyminowej

max { min s;(fi(x)) 1 x€Q}

i=1,....m
z funkcjami osiqgniecia postaci

si(yi) = wi(yi —yf) dlai=1,2,....,m
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5Przy tak okreslonych wagach wj,

Okazuje sie, ze wystarczy odpowiednio przesunaé¢ poczatek uktadu wspoélrzednych w prze-
strzeni ocen aby méc wyznaczy¢é dowolne rozwiazanie efektywne jako rozwiazanie optymalne
skalaryzacji maksyminowej. Mianowicie, rozwigzanie efektywne x° zadania optymalizacji wie-
lokryterialnej jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwiazaniem optymalnym zadania (10) z
funkcjami osiagniecia postaci

si(yi) =yi — [i(x°) dlai=1,2,....m

Ponizsze twierdzenie wyraza ogdlniejszy fakt, ze rozwiazanie efektywne x° zadania optymaliza-
cji wielokryterialnej jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwigzaniem optymalnym zadania
skalaryzacji maksyminowej z dowolnymi $cidle rosnacymi funkcjami osiagniecia spelniajacymi
warunek

$199) = 52(48) = . = Sm(y)

Y21
Yy =y’

Y1

Rys. 3: Wektor niezdominowany jako rozwiazanie optymalne skalaryzacji maksyminowej

Twierdzenie 5 Niezdominowany wektor ocen y° € A jest jednoznacznym rozwigzaniem opty-
malnym skalaryzacji maksyminowej

max { min s;(y;) @y € A}

=1,....,m

ze $cisle rosnacymi funkcjami osiagniecia spetniajacymi warunek

s1(y7) = s2(y3) = ... = sm(yn)

Podsumowujac mozemy stwierdzi¢, ze maksyminowe funkcje osiagniecia umozliwiaja wyzna-
czenie dowolnego niezdominowanego wektora ocen.

Dla kazdego rozwiazania efektywnego x° zadania optymalizacji wielokryterialnej istnieja
scisle rosnace liniowe funkcje osiagniecia s; takie, ze x° jest rozwigzaniem optymalnym zadania
skalarazycji maksyminowe;j.

Wprowadzenie liniowej funkcji osiagniecia s(y) = >, w;(y; — v;), nie wzbogaca zakresu pre-
ferencji modelowanych za pomoca skalaryzacji wazonej sumy. Zauwazmy, ze dla dowolnego
przesuniecia ukladu wspolrzednych v

m

m m m
Dowily;—vi) =Y wilyl —vi) & Y wiy > wiyf
i=1 =1 i=1

i=1

14



Instytut Automatyki i Informatyki Stosowanej Raport 12-10

To oznacza, ze relacja preferencji modelowana za pomoca wazonej skalaryzowanej funkcji
osiagniecia jest identyczna z relacja modelowana przez wazona sume ocen. Tym samym, wprowa-
dzenie mozliwosci przesuwaniu ukladu odniesienia nie zwigksza mozliwosci modelowych techniki
wazenia ocen.

2.6 Regularyzowane skalaryzacje

Zbiér rozwiazan optymalnych skalaryzacji definiujacej relacje preferencji spelniajacej jedynie
warunek stabej monotonicznosci zawiera rozwiazanie efektywne zadania optymalizacji wielo-
kryterialnej. Moze on jednak zawiera¢ réwniez pewne nieefektywne rozwigzania optymalne, a
standardowe procedury obliczeniowe optymalizacji jednokryterialnej wyznaczaja na ogot tylko
jedno rozwiazanie optymalne (ktére moze by¢ nieefektywne). Dla praktycznego wykorzystania
tych skalaryzacji w procesie wspomagania decyzji potrzebne jest uscislenie wyboru rozwiazania
optymalnego tak, aby zagwarantowaé efektywnos¢ wyznaczonego rozwiazania. Takie usciélenie
bedziemy dalej nazywaé regqularyzacja skalaryzacji.

Istotna zaleta skalaryzacji jest mozliwo$¢ wykorzystania standardowych metod programo-
wania matematycznego do wyznaczania jej rozwigzania optymalnego. Zauwazmy, ze mozliwos¢
praktycznego wyznaczenia rozwiazania optymalnego dotyczy nie tylko skalaryzacji sensu stricte,
ale rowniez szeregu innych porzadkéw liniowych. Szczegdlnie czesto wykorzystuje sie w takim
podejsciu porzadek leksykograficzny. Jako uogdlnienie skalaryzacji bedziemy rozpatrywaé lek-
sykograficzne reqularyzacje skalaryzacyi, gdzie hierarchiczna optymalizacja dodatkowych funkcji
skalaryzujacych uscidla wybor rozwiazania optymalnego oryginalnej skalaryzacji. Najprostsza
leksykograficzna regularyzacja skalaryzacji zadania optymalizacji wielokryterialnej jest dwupo-
ziomowym zadaniem postaci

lexmax {(s(y),s'(y)) : ye€ A}

gdzie s jest oryginalng funkcja skalaryzujaca, a s’ dodatkowa funkcja regularyzacyjna.

Jezeli oryginalna funkcja skalaryzujaca jest niemalejaca po wspéhrzednych, a funkcja re-
gularyzacyjna jest scidle rosnaca po wspétrzednych, to rozwiazanie optymalne dwupoziomowej
leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji jest takim rozwiazaniem optymalnym oryginalnej
skalaryzacji, ktére jest jednoczesnie rozwiagzaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokry-
terialnej. Dla uzasadnienia powyzszego stwierdzenia zauwazmy, ze kazde rozwiazanie optymalne
dwupoziomowej optymalizacji leksykograficznej jest w szczegdlnosci rozwigzaniem optymalnym
zdania pierwszego poziomu (jednym z wielu). Jednoczesnie przy zalozonych whasnosciach funkceji
skalaryzujacych, dla dowolnego wektora ocen y dominujacego dany osiagalny wektor ocen y°
prawdziwe sa nieréwnosci s(y) > s(y°) i s'(y) > §'(y°), czyli (s(y),s'(y)) >iex (s(y°), s (¥%))-
Tym samym, zdominowany wektor ocen nie reprezentuje rozwiazania optymalnego takiej regu-
laryzacji skalaryzacji.

WskazywaliSmy wczesniej, ze dla wyznaczenia rozwiazania efektywnego zgodnego z mak-
symalizacja pojedynczej funkcji oceny fr mozna rozszerzyé¢ zadanie optymalizacji jednokryte-
rialnej do odpowiedniego zadania leksykograficznego wprowadzajac hierarchie ocen okreslona
permutacja zbioru ocen taka, ze k-ta ocena ma najwyzszy priorytet (wystepuje na pierwszym
miejscu). Istnieje mozliwo$é prostszej regularyzacji zadania optymalizacji jednokryterialnej za
pomoca dwupoziomowego zadania leksykograficznego z funkcja regularyzacyjna okreslona jako
suma ocen. Suma ocen jest funkcja Scisle rosngca po wspétrzednych, co uzasadnia nastepujace
stwierdzenie.

Kazde rozwiazanie optymalne dwupoziomowej leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji

lexmax {(fr(x), Zfz(x)) . x€eQ}
i=1
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jest rozwiazaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej o najwiekszej osiagalnej
wartosci funkcji oceny fy.

Koncepcja dwupoziomowej leksykograficznej regularyzacji za pomoca sumy ocen moze by¢
wykorzystana do regularyzacji dowolnych skalaryzacji, ktore nie spelniaja warunku $cistej mono-
tonicznodci, a jedynie warunek stabej monotonicznosci. W szczegdlnosci dotyczy to skalaryzacji
maksyminowej, ktéra bezposrednio nie gwarantuje efektywnosci swoich rozwiazan optymalnych.
7 drugiej jednak strony, w odréznieniu od skalaryzacji wazonych ocen, kazde rozwiazanie efek-
tywne zadania optymalizacji wielokryterialnej jest rozwigzaniem optymalnym zadania skalara-
zycji maksyminowej z odpowiednio dobranymi liniowymi funkcjami osiagniecia. Zastosowanie
leksykograficznej regularyazacji suma ocen pozwala zagawarantowaé efektywnos$é wyznaczanych
rozwiazan maksyminowych przy zachowaniu mozliwoéci wyznaczenia kazdego rozwigzania efek-
tywnego.

Kazde rozwigzanie optymalne dwupoziomowej leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji

maksyminowej
m

lexmax {(_min fi(x),>_fi(x)) : x€Q}
i=1
jest rozwigzaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej.

Warunki stabej monotonicznosci skalaryzacji maksyminowej i $cistej monotonicznosci sumy
pozostaja zachowane przy zastosowaniu dowolnych Scisle rosnacych funkcji osiagniecia. Dlatego
prawdziwe jest ogélniejsze stwierdzenie obejmujace regularyzacje maksyminowych skalaryzacji
funkcji osiagniecia.

Dla dowolnych $cisle rosnacych funkcji osiagniecia s;, kazde rozwiazanie optymalne (dwupo-
ziomowego) zadania leksykograficznego

m

lexmax {( _qlin si(fi(x)), Y si(fi(x)) : xe @} (11)

i=1,....m

=1

jest rozwiazaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialne;j.

Zauwazmy, ze kazde rozwiazanie optymalne leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji jest
réwniez rozwiazaniem optymalnym (jednym z wielu) oryginalnej skalaryzacji. W przypadku
leksykograficznych regularyzacji maksyminowych otrzymujemy rozwiazania optymalne odpo-
wiedniego zadania maksyminowego. Zatem, dla rozwiazania leksykograficznego zadania (11)
prawdziwe sa odpowiednie stwierdzenia dotyczace skalaryzacji maksyminowych. Dotyczy to w
szczegdlnosei mozliwosci generowania kazdego rozwiazania efektywnego.

Rozwiazanie efektywne x° zadania optymalizacji wielokryterialnej jest jednoznacznym w
przestrzeni ocen rozwiazaniem optymalnym zadania leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji
maksyminowej (11) z dowolnymi $cisle rosnacymi funkcjami osiagniecia spetniajacymi warunek

s1(y7) = s2(y3) = ... = sm(yn)

gdzie y7 = fi(x°).

Optymalizacja leksykograficzna wymaga rozwiazania ciagu zadan o rosnacej liczbie ogra-
niczen wyrazajacych optymalno$¢ dla zadan wyzszego poziomu. W przypadku wystepowania
jedynie dwoch pozioméw optymalizacji, zadanie leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji moze
by¢ dobrze aproksymowane przez maksymalizacje (analitycznie) regularyzowanej funkcji skala-
ryzujacej

max {s(y) +es'(y) : ye€ A}

gdzie ¢ jest arbitralnie malym dodatnim parametrem. W praktyce parametr € powinien by¢
mozliwie najmniejszy gwarantujac jednak zauwazalny wplyw sktadnika regularyzacyjnego na
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wartos¢ skalaryzacji. Dla poréwnywalnych wartosciach oryginalnej skalaryzacji i funkcji regula-
ryzacyjnej przy obliczeniach numerycznych prowadzonych w pojedynczej precyzji moze to byé
wielkos¢ rzedu 10™4. W przypadku stosowania podwdjnej precyzji moze to byé wielko§é rzedu
1076 lub 107"

Regularyzowana skalaryzacja zbiega do leksykograficznej regularyzacji przy € dazacym do
zera. Jednoczesnie dla dowolnej konkretnej dodatniej wartosci € wynikowa funkcja skalaryzujaca
jest Sciste rosnaca po wspdtrzednych, o ile tylko oryginalna funkcja skalaryzujaca jest niemalejaca,
a funkcja regularyzacyjna $cisle rosnaca. Tym samym, prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie.

Jezeli podstawowa funkcja skalaryzujaca s jest niemalejaca po wspolrzednych a regularyza-
cyjna funkcja s’ jest $cidle rosnaca po wspdhrzednych, to przy dowolnej dodatniej wartosci ¢,
rozwiazanie optymalne regularyzowanej skalaryzacji

max {s(f(x)) +es'(f(x)) : x€Q}

jest rozwiazaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej. Zauwazmy, ze w
odréznieniu od przypadku leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji, rozwiazanie optymalne
regularyzowanej skalaryzacji nie musi by¢ jednym z rozwigzan optymalnych oryginalnej skala-
raryzacji.

Wykorzystujac sume ocen jako funkcje regularyzacyjna dla najgorszej oceny otrzymujemy
reqularyzowana skalaryzacje maksyminowq postaci

m
max {z:r{unm yi + E; yi © y€A}

W przypadku wiekszej liczby ocen (duzego m) wartosci funkcji regularyzujacej nie sa tu na
0gol poréwnywalne z warto$ciami oryginalnej skalaryzacji. Dlatego warto$¢ parametru € jest tu
zwykle ustalana jako iloraz ¢/m, gdzie p jest arbitralnie mala stala dostosowana do arytmetyki.

Warunki stabej monotonicznoéci skalaryzacji maksyminowej i Scistej monotonicznosci sumy
pozostaja zachowane przy zastosowaniu dowolnych Scisle rosnacych funkcji osiagniecia. Dlatego
prawdziwe jest ogélniejsze stwierdzenie obejmujace regularyzacje maksyminowych skalaryzacji
funkcji osiagniecia.

Dla dowolnych $cisle rosnacych funkcji osiagniecia s;, kazde rozwiazanie optymalne regula-
ryzowanej skalaryzacji maksyminowej

m
max {i:qlinm si(fi(x)) + EZsi(fi(x)) . x€eQ}
i=1
jest rozwigzaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej.

W odréznieniu od przypadku leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji maksyminowej,
rozwiazanie optymalne regularyzowanej skalaryzacji maksyminowej nie musi byé¢ jednym z
rozwiazan optymalnych oryginalnej skalararyzacji. Dlatego, nie stosuja sie tu odpowiednie
stwierdzenia dotyczace mozliwosci generowania kazdego rozwiazania efektywnego przez skala-
ryzacje maksyminowe. Nalezy jednak podkreslié¢, ze przy dostatecznie maltych wartosciach para-
metru €, niezdominowane wektory ocen nieosiagalne dla regularyzowanej skalaryzacji maksymi-
nowej sa bliskie zdominowania w takim sensie, ze moga by¢ zastapione osiagalnymi wektorami
ocen o minimalnie mniejszej ocenie najgorszej przy znacznie wiekszej sumie wszystkich ocen.

2.7 Metody punktu odniesienia

Metody punktu odniesienia (MPO) lacza prostote i otwarto$é¢ sterowania procesem analizy
interaktywnej ze Scistym przestrzeganiem zasady niezdominowania generowanych rozwiazan
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i zupelnej parametryzacji zbioru niezdominowanego. Uzywaja one pozioméw aspiracji jako
gléwnych parametréw sterujacych, ale interpretuja je zgodnie z zasadami modelu quasi-
zadowalajacego. Dokladniej, model preferencji reprezentowany przez skalaryzacje uzywane w
metodach punktu odniesienia spelia nastepujace dwa postulaty:

P1. Relacja preferencji jest racjonalna relacja preferencji, czyli przestrzegana jest zasada nie-
zdominowania.

P2. Rozwiazanie ze wszystkimi indywidualnymi ocenami y; réwnymi odpowiadajacym im po-
ziomom aspiracji jest preferowane w stosunku do rozwiazania z przynajmniej jedna indy-
widualna ocena gorsza (mniejsza) od odpowiedniego poziomu aspiracji.

Metody punktu odniesienia sa oparte na regularyzowanej skalaryzacji maksyminowej z funk-
cjami osiagniecia uwzgledniajacymi poziomy aspiracji a;.
Klasyczna metoda punktu odniesienia polega na maksymalizacji skalaryzujacej funkcji

osiagniecia
m
s(y) = . min si(ai,yi) +€ Y silai, yi) (12)
=1,.., =
z indywidualnymi funkcjami osiagniecia postaci
BAi(yi —ai),  jesli yi > a;
si(ai,y;) = . 13
Z( ‘ yl) { )\Z(yz — ai), Jesh Yi < a; ( )

gdzie \; sa dodatnimi mnoznikami skalujacymi, a 8 malym parametrem dodatnim (0 < 8 < 1).

a/

Yi

S;

Rys. 4: Indywidualna funkcja osiagnigcia klasycznej wersji MPO

Zauwazmy, ze indywidualne funkcje osiagniecia (13) przesuwaja poczatek ukladu
wspdlrzednych w przestrzeni ocen do wektora pozioméw aspiracji. Tym samym, przypisuja miare
osiagniecia 0 wartosci oceny réwnej poziomowi aspiracji, ujemne miary osiagniecia wartosciom
oceny ponizej poziomu aspiracji i dodatnie miary wartosciom oceny przekraczajacym poziom
aspiracji. Nastepnie wszystkie oceny sa przeskalowane za pomoca mnoznikéw A; dla znormalizo-
wania ich zakreséw zmiennosci. Dalej, wartosci dodatnie wyrazajace znormalizowane nadmiary
wartosci ocen ponad poziomy aspiracji sa pomniejszane przez czynnik 3. Najczesciej przyjmuje
sie B rzedu 1073. W konsekwencji przyrost wartosci oceny ponad poziomem aspiracji powoduje
znacznie mniejszy przyrost wartosci funkcji osiggniecia niz w przypadku nieosiggania poziomu
aspiracji.

Maksymalizacja skalaryzujacej funkeji (12) na zbiorze ocen osiagalnych A wyznacza niezdo-
minowany wektor ocen y i generujace go rozwiazanie efektywne x. Wyznaczone rozwiazanie
efektywne zalezy od wartosci dwéch grup parametréw: poziomdéw aspiracji a; i czynnikéw ska-
lujacych A;. Cgzynniki skalujace okreslaja kierunek przechodzacej przez punkt odniesienia a
prostej rownych indywidualnych osiagnie¢, wzdtuz ktérej dokonuje sie maksymalizacja regula-
ryzowanej skalaryzacji maksyminowej. Ilustruje to rysunek 5.
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Y1 Y1

Rys. 5: Klasyczna MPO — przypadek nieosiagalnego wektora aspiracji

Yot Yot

U1 Y1

Rys. 6: Klasyczna MPO — przypadek osiagalnego wektora aspiracji

Metoda punktu odniesienia nie traktuje wektora aspiracji jako bezwglednego celu a jedy-
nie jako punkt odniesienia. Dlatego nawet w przypadku osiagalnego wektora aspiracji MPO
wyznacza niezdominowany wektor ocen. Ilustruje to rysunek 6.

Y2

Rys. 7: Klasyczna MPO w przypadku problemu dyskretnego

Jak pokazuje rysunek 7, w przypadku dyskretnych lub ogdlnie niewypuktych zadan optyma-
lizacji wielokryterialnej wektor niezdominowany wyznaczany przez MPO nie musi leze¢ na linii
réwnych indywidualnych osiagniec.

W implemetacjach metody punktu odniesienia wartosci czynnikow skalujacych A; ustala sie
zazwyczaj automatycznie na podstawie wstepnej analizy problemu, na przykiad odwrotnosci
réznic miedzy wspélrzednymi wektoréw utopii i nadiru A; = 1/(y* — y'). Natomiast po-
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ziomy aspiracji a; pozostawia sie jako parametry sterujace procesem analizy interaktywne;j.
Parametr € stuzy jedynie do wprowadzenia skladnika regularyzacyjnego gwarantujacego efek-
tywno$¢ rozwiazania w przypadku niejednoznacznosci maksimum pierwszego sktadnika funkcji
s(y). Zgodnie z zasadami regularyzowanej skalaryzacji maksyminowej warto$¢ parametru re-
gularyzacji € jest tu zwykle ustalana jako iloraz o/m, gdzie p jest arbitralnie mala stala, na
przyklad o = 1074

Przedzialami liniowe indywidualne funkcje osiagniecia (13) sa rosnace i wkleste. Dzieki temu
pozwalaja one na bardzo prosta implementacje maksymalizacji skalaryzujacej funkcji osiagniecia
MPO w postaci rozszerzenia programowania liniowego oryginalnego zadania optymalizacji wie-
lokryterialnej:

m
max v+5Zzi

v <z fori=1,...,m
zigﬁ)\i(yi—ai) forz'zl,...,m
zzg)\l(yl—az) fOl“iZl,...,’ffL
yeA

gdzie zmienne z; wyrazaja wartosci indywidualnych funkcji osiagniecia, a zmienna v wyraza
minimum z tych wartosci.

Zatem klasyczna MPO zapewnia efektywnos¢ obliczeniowa skalaryzacji nie wprowadzajac do
modelu istotnych utrudnien obliczeniowych. Dla zadan wielokryterialnego programowania linio-
wego odpowiednie zadanie skalaryzacji jest standardowym zadaniem programowania liniowego z
niewielka liczba (proporcjonalna do liczby funkeji oceny) dodatkowych zmiennych i nieréwnosci.
Co wigcej, model optymalizacyjny skalaryzacji MPO wykorzystuje automatycznie oryginalny
model zadania wielokryterialnego bez koniecznosci jego analizy i przebudowy, a jedynie rozsze-
rza go o dodatkowe zmienne i zaleznosci definiujace skalaryzacje.

Ogdlna metoda punktu odniesienia moze by¢ rozpatrywana w postaci leksykograficznej. Lek-
sykograficzna (ogélna) metoda punktu odniesienia polega na maksymalizacji leksykograficznej
regularyzacji skalaryzacji maksyminowej

m
lexmax {(_ min  s;(a;,y;) ’Z‘Sl (ai,yi)) + y€A} (14)
i=1

z:l,...,m

z indywidualnymi funkcjami osiagniecia s;(a;, y;) Scisle rosnacymi wzgledem y; i przyjmujacymi
ustalona wartosé dla wartosci ocen réwnych poziomom aspiracji

s1(a1,a1) = s2(az,a2) = -+ = sm(am, am) (15)

Z wlasnosci leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji maksyminowej (6.5) wynika, ze dla
dowolnych indywidualnych funkcji osiagniecia, Scidle rosnacych wzgledem y;, rozwiazanie opty-
malne zadania (14) jest niezdominowanym wektorem ocen. Ponadto, dla dowolnych funkcji
si(aj,y;) $cisle rosnacych wzgledem y; i speliajacych warunek (15), relacja preferencji de-
finiowana przez spelnia warunek interpretacji poziomow aspiracji zgodnie z modelem quasi-
zadowalajacym. Faktycznie, jezeli wektor ocen y nie osigga co najmniej jednego pozioméw
aspiracji, powiedzmy yi < ag, to

omin  si(ag,yi) < splag, yk) < sp(ag,ap) = min  s;(a;, a;)
i=1,....,m i=1,....m
Zatem
m m
(. min = siai, i), Y si(ai,y)) <ieo ( min - si(ai,ai), Y silai, a;))
EARRS] 2:1 Ty 7,:1
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co oznacza, ze w leksykograficznej MPO wektor pozioméw aspiracji a jest Scisle preferowany
w stosunku do wektora y. Tym samym, model preferencji leksykograficznej metody punktu
odniesienia spelnia postulaty P1 i P2.

Ponadto, zgodnie z twierdzeniem 6.3, dowolny niezdominowany wektor ocen y° € A jest
rozwiagzaniem optymalnym zadania (14) dla wektora aspiracji a = y°. Zatem dla dowolnego
niezdominowanego wektora ocen istnieje wektor poziomdéw aspiracji, przy kérym ten wektor
ocen jest rozwiazaniem optymalnym odpowiedniego zadania leksykograficznej MPO. To oznacza,
ze leksykograficzna metoda punktu odniesienia spelnia zasade zupelej parametryzacji zbioru
niezdominowanego za pomoca poziomdéw aspiracji.

Indywidualne funkcje osiagniecia klasycznej MPO (13) sa przedzialami liniowymi funkcjami
rosnacymi (dzigki dodatnim wartosciom )\;) i przyjmuja wartosé 0 dla ocen osiagajacych poziomy
aspiracji (tzn. s;(a;,a;) = 0). Speliaja one zatem formalne wymagania ogdlnej metody punktu
osiagniecia. Dlatego prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie. Leksykograficzna metoda punktu
odniesienia (14) z przedzialami liniowymi indywidualnymi funkcjami osiagniecia (13) speknia
zasade niezdominowania rozwiazan i efektywnosci obliczeniowej. Jednoczesnie spelniona jest
zasada zupelej parametryzacji zbioru niezdominowanego za pomoca poziomoéw aspiracji, ktore
gwarantuja intuicyjnosé i sterowalnos¢ procesu analizy interaktywne;j.

Klasyczna MPO stosuje uproszczona jednopoziomowsa skalaryzujaca funkcje osiagniecia
(12), ktéra jako regularyzowana skalaryzacja maksyminowa zachowuje wszystkie podstawowe
wlasnoéci leksykograficznej MPO z jednym tylko ograniczeniem. Zupelmosé parametryzacji za
pomoca poziomdéw aspiracji jest spelniona tylko asymptotycznie przy € dazacym do zera.

Zauwazmy, ze wymagania ogdlnej metody punktu osiaggniecia spemiaja uproszczone liniowe
funkcje osiagniecia postaci

si(ai, yi) = Ni(yi —a;) dlai=1,2,...,m

z jednakowym traktowaniem niedoboréw do poziomoéw aspiracji i nadwyzek ponad poziomy
aspiracji. Faktycznie, takie indywidualne funkcje osiagniecia rowniez zapewnia wszystkie zasad-
nicze wlasnosci leksykograficznej MPO. Zatamanie wykresu indywidualnych funkcji osiagniecia
(13) w poziomie aspiracji nie ma zadnego znaczenia z punktu widzenia maksymalizacji ska-
laryzacji maksyminowej. Umozliwia ono jednak wiasciwa reprezentacje pozioméw aspiracji w
agregacji wazonej stanowiacej sktadnik regularyzacyjny. Dlatego nie stosuje sie liniowych funkcji
osiagniecia tylko przedzialami liniowe funkcje (13).

2.8 Przedzialowa metoda punktu odniesienia

W klasycznej metodzie punktu odniesienia podstawowymi parametrami sterujacymi sa poziomy
aspiracji, ale sa w niej tez wspétczynniki skalujace dodatkowo okreslajace kierunek poszukiwan
rozwiazania satysfakcjonujacego. Ze wzgledu na maksyminowy charakter skalaryzujacej funkcji
osiagniecia wspdlczynniki skalujace nie maja tu charakteru wag kompensacyjnych. Tym nie-
mniej, podobnie jak wagi sa to parametry znacznie mniej intuicyjne od wartosdci ocen i ich
specjalny dobdr (odmienny od automatycznego skalowania réznica miedzy utopia i nadirem)
moze nastrecza¢ trudnosci. Zamiast operowaé czynnikami skalujacymi mozna wprowadzi¢ do
metody dodatkowe punkty odniesienia, ktore jako wyrazajace wartosci ocen sa bardziej intu-
icyjne i latwiejsze w doborze. Koncepcja ta lezy u podstaw przedzialowej (dwupunktowej)
metody punktu odniesienia uzywajacej jako parametréw sterujacych oprocz poziomow aspiracji
takze tzw. poziomow rezerwacjir; (r; < a;, i =1,2,...,m) wyrazajacych wymagane minimalne
wartosci ocen. Wprowadzenie wymaganych wartosci ocen w postaci bezwzglednych ograniczen
mogtoby doprowadzi¢ do modelu sprzecznego. Okreslenie wymaganych warto$ci ocen w termi-
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nach pozioméw rezerwacji wyraza miekkie ograniczenia na poszczegdlne oceny. Odpowiada to
wprowadzeniu do modelu preferencji dodatkowego postulatu

P2a. Rozwiazanie ze wszystkimi indywidualnymi ocenami y; réwnymi odpowiadajacym im po-
ziomom rezerwacji jest preferowane w stosunku do rozwiazania z przynajmniej jedna in-
dywidualna oceng mniejsza od odpowiedniego poziomu rezerwacji.

Postulat P2a wyraza, ze decydent woli oceny osiagajace wszystkie poziomy rezerwacji od tych,
ktére nie osiagaja jednego lub wiecej poziomow rezerwacji. Postulat ten, analogicznie jak po-
stulat P2, moze by¢ zapisany w postaci warunku

(y#r i y#?r) = r=y

ktéry dopuszcza jako lepsze od wektora rezerwacji tylko te wektory, gdzie wszystkie oceny
osiagnely poziomy rezerwacji a niektére przekraczaja.

Odpowiednikiem klasycznej metody punktu odniesienia jest podstawowa metoda prze-
dzialowa oparta na regularyzowanej skalaryzacji maksyminowej z funkcjami osiggniecia
uwzgledniajacymi poziomy aspiracji a; i poziomy rezerwacji r;.

Podstawowa przedzialowa metoda punktu odniesienia (PMPO) polega na maksymalizacji
skalaryzujacej funkcji osiagniecia

m
s(y) = . min si(ai,ri,yi) +€ Y si(ai, ri, yi) (16)
T i=1

z indywidualnymi funkcjami osiagniecia postaci

Yy —ri)/(a; —ri),  jesli y; <y
si(ag, ri, i) = (i —ri)/(a; — ),  jesli ry <y <ay (17)
Blyi — a;)/(a; —r;) + 1, jesli - y; > a;

gdzie (8 jest matym a v duzym parametrem dodatnim (0 < 8 < 1 < 7).
Si I
1 —

Rys. 8: Indywidualna funkcja osiagniecia Przedziatowej MPO

Indywidualne funkcje osiagniecia mierza odchylenie wartosci oceny y; od oczekiwan decy-
denta wyrazonych poziomem aspiracji a; i poziomem rezerwacji r;. Funkcje (17) sa przedziatami
liniowymi funkcjami rosnacymi przypisujacymi warto$¢ 1 dla oceny réwnej poziomowi aspira-
cji yi = a; 1 warto$¢ 0 dla oceny réwnej poziomowi rezerwacji y; = r;. Wszystkie oceny sa
przeskalowane za pomoca mnoznikéw 1/(a; — ;) dla znormalizowania ich zmiennosci w zakresie
miedzy poziomem rezerwacji a poziomem aspiracji. Dalej, wartosci wyrazajace znormalizowane
nadmiary warto$ci ocen ponad poziomy aspiracji sa pomniejszane przez czynnik 3, a wartosci
wyrazajace niedobory do poziomow rezerwacji sa powiekszane z czynnikiem . Najczesciej przyj-
muje sie 3 rzedu 1073 i v rzedu 103. W konsekwencji przyrost wartosci oceny ponad poziomem
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aspiracji powoduje znacznie mniejszy przyrost wartosci funkcji osiagniecia niz w przypadku nie-
osiagania poziomu aspiracji, a przyrost wartosci oceny pomiedzy poziomem rezerwacji i aspiracji
powoduje znacznie mniejszy przyrost wartosci funkcji osiagniecia niz w przypadku nieosiggania
poziomu rezerwacji.

Y21 Y24

U1 Y1

Rys. 9: Przedzialowa MPO w przypadku problemu ciaglego i dyskretnego

Maksymalizacja skalaryzujacej funkcji (16) na zbiorze ocen osiagalnych A wyznacza niezdo-
minowany wektor ocen y i generujace go rozwiazanie efektywne x. Wyznaczone rozwiazanie
efektywne zalezy od wyboru dwoéch punktéw odniesienia okreslonych odpowiednio przez po-
ziomy aspiracji a; i poziomy rezerwacji r;. Prosta przechodzaca przez oba punkty odniesienia
jest prosta réwnych indywidualnych osiagnie¢, wzdtuz ktorej dokonuje sie maksymalizacja re-
gularyzowanej skalaryzacji maksyminowej. Ilustruje to rysunek 9. W przypadku dyskretnych
lub ogdlnie niewypuklych zadan optymalizacji wielokryterialnej wektor niezdominowany wyzna-
czany przez PMPO nie musi leze¢ na prostej okredlonej przez punkty a i r, nawet gdy pewne
osiagalne wektory ocen leza na tej prostej.

Stosowana w metodzie punktu odniesienia maksymalizacja regularyzowanej skalaryzacji
maksyminowej funkcji osiagniecia gwarantuje wyznaczenie niezdominowanych wektoréw ocen.
Ponadto dzieki wklestosci, funkcje osiggniecia moga byé wyrazone w postaci

P P —
Si(aiariayi) :mln{’yyz Z) vi la Byl . +1}
a; —T; Q; — T3 a; —T;

i maksymalizacja calej skalaryzujacej funkcji osiagniecia przedzialowej MPO moze byé¢ wprowa-
dzona do oryginalnego modelu w postaci rozszerzenia programowania liniowego

m
max v —1—6221-
i=1

v <z fori=1,....m
zi <y(yi —ri)/(a; — 1) fori=1,...,m
zi < (yi — 1)/ (a; — i) fori=1,...,m
zi < Blyi —ai)/(a; —ri) + 1 fori=1,...,m
yeA

gdzie zmienne z; wyrazaja warto$ci indywidualnych funkcji osiagniecia, a zmienna v wyraza
minimum z tych wartosci.

Zatem przedziatowa MPO zapewnia efektywnos¢ obliczeniowa skalaryzacji nie wprowadzajac
do modelu istotnych utrudnien obliczeniowych. Model optymalizacyjny skalaryzacji PMPO wy-
korzystuje automatycznie oryginalny model zadania wielokryterialnego bez koniecznosci jego
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analizy i przebudowy, a jedynie rozszerza go o niewielka liczbe dodatkowych zmiennych i
zaleznodci liniowych definiujacych skalaryzacje.

Maksymalizacja skalaryzujacej funkeji osiagniecia (16) po y € A moze byé rozpatrywana
jako implementacja dwupoziomowej optymalizacji leksykograficznej. Faktycznie przedziatowa
metoda punktu odniesienia moze by¢ rozpatrywana w postaci leksykograficznej. Leksykogra-
ficzna przedzialowa metoda punktu odniesienia polega na maksymalizacji leksykograficznej re-
gularyzacji skalaryzacji maksyminowej

m

lexmax {(i_qlinm (@i, T, y; ’ZS’ a;,ri,y;)) .y € A} (18)
T i=1

z indywidualnymi funkcjami osiagniecia s;(a;,7;,¥y;) $cisle rosnacymi wzgledem y; i przyj-

mujacymi ustalone wartosci dla ocen réwnych poziomom aspiracji i odpowiednio poziomom

rezerwacji

Sl(alarl’rl) - = Sm(amarm,rm) < Sl(alarlval) == Sm(amarmaam) (19)

Z whasnosci leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji maksyminowej (6.5) wynika, ze dla
dowolnych indywidualnych funkcji osiagniecia, $cisle rosnacych wzgledem y;, rozwiazanie opty-
malne zadania (18) jest niezdominowanym wektorem ocen. Ponadto, dla dowolnych funkcji
si(a, r3,y;) scisle rosnacych wzgledem y; i speliajacych warunek (19), relacja preferencji de-
finiowana przez leksykograficzna maksymalizacje (18) spelia warunki interpretacji pozioméw
aspiracji i pozioméw rezerwacji zgodnie z modelem quasi-zadowalajacym. To znaczy, model
preferencji leksykograficznej metody punktu odniesienia spelnia postulaty P1, P2 i P2a.

Ponadto, zgodnie z twierdzeniem 6.3, dowolny niezdominowany wektor ocen y° € A jest
rozwiazaniem optymalnym zadania (18) w przypadku przyjecia tego wektora jako aspiracji a =
y? lub rezerwacji r = y°. Zatem dla dowolnego niezdominowanego wektora ocen istnieja wektory
poziomow aspiracji i rezerwacji, przy kérych ten wektor ocen jest rozwiazaniem optymalnym
odpowiedniego zadania leksykograficznej PMPO. To oznacza, ze leksykograficzna przedzialowa
metoda punktu odniesienia spelnia zasade zupelnej parametryzacji zbioru niezdominowanego za
pomoca poziomdéw aspiracji lub rezerwacji.

Indywidualne funkcje osiagniecia PMPO (17) sa przedziatami liniowymi funkcjami rosnacymi
i przyjmuja warto$¢ 0 dla ocen osiagajacych poziomy rezerwacji (tzn. s;(a;,7;,7;) = 0) oraz
wartos¢ 1 dla ocen osiagajacych poziomy aspiracji (tzn. s;(a;,7i,a;) = 1). Speliaja one
zatem formalne wymagania leksykograficznej metody przedzialowej. Dlatego prawdziwe jest
nastepujace stwierdzenie.

Leksykograficzna przedzialowa metoda punktu odniesienia (18) z przedzialami liniowymi
indywidualnymi funkcjami osiagniecia (17) spelia zasade niezdominowania rozwiazan i efek-
tywnosci obliczeniowej. Jednocze$nie spetlniona jest zasada zupelnej parametryzacji zbioru nie-
zdominowanego za pomoca poziomdw aspiracji lub rezerwacji, ktére gwarantuja intuicyjnosc i
sterowalno$¢ procesu analizy interaktywne;j.

Podstawowa PMPO stosuje uproszczona jednopoziomowa skalaryzujaca funkcje osiagniecia
(16), ktéra jako regularyzowana skalaryzacja maksyminowa zachowuje wszystkie podstawowe
wlasnoéci leksykograficznej PMPO z jednym tylko ograniczeniem. Zupelnos$é parametryzacji za
pomoca poziomdéw aspiracji jest spelniona tylko asymptotycznie przy € dazacym do zera.
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3 Model aukcyjny oparty na MPO

3.1 Wielokryterialne koncepcje w modelach aukcyjnych

Aukcja jest definiowana zbiorem predefiniowanych regul okreslajacych jak oferty beda zglaszane
oraz jak zwyciezca aukcji i ptatnosé (cena) beda wyznaczone na podstawie ofert [37]. Na pod-
stawie ofert zglaszanych przez uczestnikéow rynku okreslana jest alokacja zasobu i ceny. W
transakcjach elektronicznego handlu aukcje sa prowadzone przez programowe agenty, ktére ne-
gocjuja w imieniu kupujacych i sprzedajacych [2, 4, 10]. Moga by¢ realizowane rézne typy aukcji
(protokoléw aukcji): aukcja angielska, aukcja pierwszej ceny, aukcja holenderska, aukcja Vic-
kreya i inne [15]. Aukcje (przetargi) zaméwienn (w szczegélnosci zamoéwien publicznych) sa tzw.
aukcjami odwrotnymi. Nazwa dotyczy odwroécenia typowych roli kupujacych i sprzedajacych.
W aukcji prostej kupujacy konkuruja aby otrzymaé pewne dobro lub ustuge, w rezultacie tej
konkurencji cena rosnie podczas aukcji. W aukcji odwrotnej sprzedawcy (dostawcy) konku-
ruja aby zaopatrzy¢ kupujacego w swoje dobra lub ustugi. Jako wynik takiej konkurencji, cena
zwykle spada podczas aukcji. Aukcja odwrotna jest strategia uzywana do realizacja zaopatrze-
nia przez rézne firmy, a w przypadku zamdéwien publicznych w zasadzie wymagana w postaci
jednokrokowej (przetargu).

Kluczowym wyzwaniem dla systeméw wyboru zamdéwien jest pokonanie ograniczenia stan-
dardowej aukcji/przetargu do pojedynczego atrybutu reprezentujacego zwykle koszt. W re-
zultacie wieloatrybutowe aukcje odwrotne staly sie przedmiotem intensywnych badan. Aukcje
wieloatrybutowe pozwalaja na negocjacje w oparciu o wiele atrybutéw nie ograniczajac sie do
ceny. Na przykiad moga to by¢ warunki dostawy. gwarancje lub po prostu jako$é¢ towaru
albo reputacja dostawcy [30]. Zwykle kupujacy ujawniaja swoje preferencje na kupowane to-
wary /ustugi a sprzedajacy wykorzystuja ta informacje konkurujac na poziomie wielu atrybutéw.
Aukcje wieloatrybutowe wymagaja okreslenia szeregu kluczowych sktadowych procesu [4]: model
preferencji pozwajacy kupujacemu wyrazi¢ swoje preferencje, model agregacji wielokryterialnej
pozwajacy kupujacemy wybraé¢ najlepsza oferte. Preferencje kupujacego sa wyrazane przez zde-
finiowanie zbioru atrybutéw, ich dziedzin i kryteriow, ktore sa funkcjami przypisujacymi oceny
liczbowe wszystkicm mozliwym wartosciom poszczegdlnych atrybutéow. Wiekszosé wielokryte-
rialnych modeli agregacji wykorzystywanych w wieloatrybutowych aukcjach bazuje na agrega-
cji wazonej sumy [5, 6, 17, 31]. Ta najprostsza agregacja ma jedna wiele wad wskazywanych
wczesniej. 7 punktu widzenia realizacji aukcji kluczowym problemem jest jej pelna kompensa-
cyjnoéé pozwajaca bardzo zty wynik danego atrybutu w ofercie w pelni zrekompensowaé dobrymi
wartosciami innych atrybutéw. Ponadto, jak wskazywane we wczesniej pewne niezdominowane
oferty nie moga by¢ nigdy najlepszymi w sensie agregacji wazonej, a to jest powazna wada pro-
cesu aukcyjnego, jako ze oznacza odrzucanie pewnych ofert jedynie z przyczyn technicznych.
W celu pokonania tej wady Bellosta et al. [3] zaproponowali uzycie modelu wielokryterialnego
opartego na metodzie punktu odniesienia (MPO). Zostaly zaproponowany kompletny mecha-
nizm aukcji odwrotnej oparty na modelu MPO, gdzie kupujacy specyfikuje wymagane wartosci
poszczegdlnych atrybutéw.

W kazdej rundzie aukcji odwrotnej, kupujacy zbiera oferty, wybiera najlepsza oferte jako
punkt odniesienia dla nastepnej rundy i formutuje odpowiednia kontrpropozycje. Kontrpropo-
zycja jest oparta na zasadzie przebijania ofert, co oznacza koniecznos¢ przebicia najlepszej oferty
z poprzedniej rundy przez oferty dopuszczane w kolejnej rundzie. W standardowym przypadku
aukcji jednoatrybutowej (cena), ta zasada moze by¢ prosto implementowana przez komunikowa-
nie sprzedajacym najlepszej oferty (ceny) z poprzedniej rundy poprawionej o minimalna réznice
A. Sprzedajacy sa w tedy proszeni o przesylanie nowych ofert co najmniej tak samo dobrych
jak komunikowana wartos¢. Ten sam schemat moze by¢ stosowany do aukcji wieloatrybuto-
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wych z modelem preferencji okreslonym funkcja skalaryzujaca, wymaga to jednak ujawnienia
sprzedajacym funkcji skalaryzujacej czyli dokladnych preferencji kupujacego. Jak pokazano w
[3] mechanizm aukcji oparty na MPO pozwala spelniaé zasade przebijania ofert bez ujawniania
pelnego modelu preferencji kupujacego. Jest to osiagane przez okreslanie pozioméw rezerwacji
dla poszczegdlnych atrybutéw na poziomie najlepszej oferty z odpowiednimi poprawkami A i
komunikowanie sprzedajacym jako minimalnych wymagan.

3.2 WOWA rozszerzenie aukcji MPO

Niech O(ay,...,am) = (01(a),02(a),...,0,(a)) oznacza wektor otrzymany z a w wyniku posor-
towania jego wspétrzednych od najgorszej do najlepszej (w niemalejacym porzadku). To znaczy,
istnieje permutacja 7 taka, ze 0;(a) = a,(;) dla wszystkich i oraz f1(a) > Oa(a) > ... > On(a).
Standardowa maksyminimalizacja polega na maksymalizacji 6,,(a) ignorujac wartosci 6;(a) dla
i < m — 1. Dla uwzglednienia pozostalych wartosci rozwaza sie wazona kombinacje, co prowa-
dzi do tzw. uporzadkowanych $rednich wazonych (Ordered Weighted Averaging — OWA) [38].
W OWA wagi sa przypisane do konkretnych pozycji uporzadkowane wektora osiagniecia a nie
do poszczedlnych funkcji osiagniecia (atrybutéw). Z agregacja OWA otrzymuje sie nastepujacy
model metody MPO:

max{z wibi(a) : a; =s;(fi(x)) Vi, xeQ } (20)
i=1

gdzie w1 < wy < ... < wy, dodatnie Scile rosnace wagi. Standard model MPO ze skalaryzujaca
funkcja (16) moze by¢ wyrazona w jako OWA MPO model (20) z wagami w; = ... = Wy,—1 =
e/m and w,, = 1+ ¢/m czyli 4cisle rosnacymi w przypadku m = 2. Dla m > 2 standardowa
MPO pomija réznice w wazeniu najwiekszej wartosci osiagniecia, drugiej najwiekszej itd. (w; =

.= Wpy—1 = ¢/m). Model OWA MPO (20) réznicowaé te wagi za pomoca rosnacych ciagdw
(np. geometrycznych).

OWA MPO model umozliwia wprowadzenie do MPO wspdlczynnikéw waznosci po-
szczegdlnych atrybutow przez reskalowanie odpowiednio ich miar w rozkladzie osiagnie¢ zgod-
nie z definicja tzw. skalowanych OWA (Weighted OWA - WOWA) [33]. Niech w =
(w1, ..., wy) bedzie wektorem preferecyjnych (OWA) wag i niech p = (p1,...,pm) Oznacza
vektor wspotczynnikéw waznosci (p; > 0dlai=1,2,...,mi> %, p; =1). WOWA aggregacja

osiagnie¢ a = (aq, ..., a;,) jest zdefiniowana jako:
Awpl(a) = wibi(a), wi =w* (O priy) — WO Prr) (21)
i=1 k<i k<i

gdzie w* jest rosnaca funkcja interpolujaca punkty (%vZkgi wy) razem z (0.0), a T oznacza
permutacje porzadkujaca wektora a (tzn. a.;) = 0;(a)). Agregacja. WOWA obejmuje jako
szczegblny przypadek (w; = 1/m dlai=1,2,...,m) standardowa $rednia wazona z wagami p;.
Funkcja w* moze by¢ zdefiniowana przez odpowiednia funkcje generujaca

g(&) =mw; for (i —1)/m<&<i/m, i=1,2,....m (22)

wzorem w* () = [ g(§) d&.
Wprowadzenie weztéw a; = 3 1<, pr1) and ap = 0 pozwala wyrazi¢
@

wi= [ o e [ g dg= [ gle) a
0 0

Qi—1
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Dlatego, agregacja WOWA by¢ wyrazona z prostsza formula gdzie wagi preferencyjne w; sa
stosowane do odpowiednich $rednich kwantylowych zgodnie z rozkladem defiowanym przez
wspdélezynniki waznosci p; [29]:

Awpla) = > uim [ () de (23
=1 “m

gdzie Fz(i_l) jest funkcja schodkowa F;_l)(f) = 0;(a) for i1 < & < B;. Matematycznie to
moze by¢ sformalizowane nastepujaco. Najpierw, wprowadzana jest dystrybuanta (cdf) Fa(d) =
>t pidi(d), gdzie §;(d) = 1 jesli a; < d i 0 w przeciwnym przypadku. Nastepnie, wprowadza
sie funkcje kwantylowa Fé_l) =inf {n : Fa(n) > &} for 0 < £ < 1 jako odwrotno$é Fy, tzn.,
FV() = inf {n: Fa(n) > €} for 0 < £ < 1, i ostatecznie Fy V(&) = FA™V(1 - ¢).

Finalnie otrzymuje sie nastepujacy model [25] dla WOWA MPO z przedzia’mi liniowymi
funkcjami osiagniecia (17):

max Z wﬁczk s.t. 2z = kty, — mZpidik vk
k=1 i=1
X €Q, yi = fi(x) Vi
a; >ty — dig, dip >0 Vi, k (24)
a; <y —r7)/(rf —17) Vi
ai < (yi —r7)/(rf =) Vi

ai < afy; —rf)/(rf —r)) +1 Vi

7

Umozliwia to implemetacje WOWA MPO za pomoca programowania liniowego. Jednakze sto-
sujac WOWA MPO do wyznaczania najlepszej oferty mozliwe jest odwotanie do bezposredniego
wzoru (21) z predefiniowana przedziatami liniowa funkcja w*.

Agregacja WOWA z dodatnimi wagami jest $cisle rosnaca [25]. Dlatego, podobnie do aukcji
opartej nastandardowej MPO [3], aukcja oparta na WOWA MPO spehia zasade przebijania
ofert bez ujawniania preferencji kupujacego.
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