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śċ tej publikacji nie może być reprodukowana, przechowywana
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Steszczenie

Wiele decyzji dotycz ↪acych sprzedaży, czy zakupu dóbr lub us lug publicznych, podejmo-
wanych z zastosowaniem przetargów lub aukcji, wymaga uwzgl ↪ednienia preferencji wielokry-
terialnych oraz wyst ↪epowania wielu atrybutów opisuj ↪acych wymagania, zasoby, towary, itp.
Zarówno decydent, który przeprowadza przetarg lub aukcj ↪e jak i oferenci, podejmuj ↪ac decyzje
kieruj ↪a si ↪e swoimi niezależnymi z lożonymi celami, które cz ↪esto s ↪a celami wielokryterialnymi.
Istotne jest przy tym także uwzgl ↪ednienie z lożonych interesów i celów spo leczeństwa. Wie-
lokryterialność celów uczestników przetargów i aukcji nie jest w dotychczasowej praktyce
uwzgl ↪edniona w sposób dostateczny. Przedmiotem badań b ↪ed ↪a różne rodzaje regu l rozstrzy-
gania przetargów i aukcji z bezpośrednim uwzgl ↪ednieniem wielokryterialności celów uczest-
ników. Budowane b ↪ed ↪a różne modele decyzyjne i prowadzone symulacje dzia lań możliwych
regu l tak, aby otrzymywane rozwi ↪azania by ly sprawiedliwe, efektywne oraz odporne na
możliwe spekulacje uczestników.

S lowa kluczowe. teoria mechanizmów, optymalizacja, efektywność, zgodność motywacji, mo-
delowanie wielokryterialne.

1 Wst ↪ep

Wiele decyzji dotycz ↪acych sprzedaży, czy zakupu dóbr lub us lug publicznych, podejmowanych
z zastosowaniem przetargów lub aukcji, wymaga uwzgl ↪ednienia preferencji wielokryterialnych
oraz wyst ↪epowania wielu atrybutów opisuj ↪acych wymagania, zasoby, towary, itp. Zarówno de-
cydent, który przeprowadza przetarg lub aukcj ↪e jak i oferenci, podejmuj ↪ac decyzje kieruj ↪a si ↪e
swoimi niezależnymi z lożonymi celami, które cz ↪esto s ↪a celami wielokryterialnymi. Istotne jest
przy tym także uwzgl ↪ednienie z lożonych interesów i celów spo leczeństwa. Wielokryterialność
celów uczestników przetargów i aukcji nie jest w dotychczasowej praktyce uwzgl ↪edniona w
sposób dostateczny. Przedmiotem badań s ↪a tu różne rodzaje regu l rozstrzygania przetargów
i aukcji z bezpośrednim uwzgl ↪ednieniem wielokryterialności celów uczestników. Budowane a ↪a
różne modele decyzyjne i prowadzone symulacje dzia lań możliwych regu l tak, aby otrzymywane
rozwi ↪azania by ly sprawiedliwe, efektywne oraz odporne na możliwe spekulacje uczestników. Po-
dejmowane s ↪a próby zastosowanie podej́scia punktu referencyjnego [35, 27] do planowania me-
chanizmów aukcyjnych [3]. Wymaga to jednak opracowania odpowiednich wariantów metody
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punktu referencyjnego uwzgl ↪edniaj ↪acych specyfik ↪e przetargów i aukcji, oraz konstruowanie odpo-
wiednich interakcyjnych procedur z uwzgl ↪ednieniem mechanizmów uczenia. Innym podej́sciem
do analizy wielokryterialnej jest skalaryzacja poszczególnych kryteriów w jedno, o odpowiednich
w lasnościach. W szczególności tzw. porz ↪adkowa średnia ważona (ang. ordered weighted average
- OWA) [38] używaj ↪ac wag preferencyjnych przypisywanych odpowiednio najgorszemu wynikowi,
drugiemu najgorszemu itp. zachowuj ↪ac sumacyjny charakter umożliwia modelowanie różnych
typów agregacji od egalitarnych po efektywnościowe. Porz ↪adkowe średnie ważone o odpowied-
nich w lasnościach monotoniczności wag preferencyjnych reprezentuj ↪a koncepcje sprawiedliwej
optymalizacji [13] i mog ↪a być wprowadzone do modeli optymalizacyjnych za pomoc ↪a prostych
nierówności liniowych. Tym samym odpowiednie systemy opisywane zależnościami liniowymi
(bilansowanie dóbr podzielnych) mog ↪a być  latwo optymalizowane technikami programowania
liniowego. Nie dotyczy to jednak systemów i zagadnień opisywanych za pomoc ↪a modeli dys-
kretnych (bilansowanie dóbr niepodzielnych), które wymagaj ↪a opracowania nowych algorytmów
dok ladnych lub przybliżonych.

2 Optymalizacja wielokryterialna

2.1 Dominacja wektorów ocen

Zadanie optymalizacji wielokryterialnej (wielokryterialne zadanie programowania matematycz-
nego) może być sformu lowane nast ↪epuj ↪aco:

max{(f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) : x ∈ Q} (1)

gdzie

f = (f1, f2, . . . , fm) jest funkcj ↪a (wektorow ↪a) przekszta lcaj ↪ac ↪a przestrzeń decyzji X = Rn

w przestrzeń ocen Y = Rm,
poszczególne wspó lrz ↪edne fi reprezentuj ↪a skalarne funkcje oceny,
I = {1, 2, . . . ,m} jest zbiorem indeksów ocen,

Q ⊂ X oznacza zbiór dopuszczalny (zbiór decyzji dopuszczalnych),

x ∈ X oznacza wektor zmiennych decyzyjnych.

Funkcja f przyporz ↪adkowuje każdemu wektorowi zmiennych decyzyjnych x ∈ Q wektor ocen y =
f(x), który mierzy jakość decyzji x z punktu widzenia ustalonego uk ladu funkcji oceny f1, . . . , fm.
Bez zmniejszania ogólności rozważań przyj ↪elísmy za lożenie, że dla każdej indywidualnej oceny fi
wi ↪eksza wartość oceny oznacza lepsz ↪a ocen ↪e decyzji (maksymalizacja). Przyj ↪ete sformu lowanie
zadania optymalizacji wielokryterialnej jest wyrażone w przestrzeni decyzji. Jest to naturalna
reprezentacja problemu decyzyjnego, gdzie celem jest wybór w laściwej decyzji.

Zak ladamy, że wybór decyzji (rozwi ↪azania) bierze pod uwag ↪e tylko wektory ocen i decyzje o
jednakowych wektorach ocen s ↪a jednakowo dobre. Tym samym, problem wyznaczenia najlepszej
decyzji możemy ograniczyć do zagadnienia wyboru najlepszego wektora ocen w zbiorze ocen
osi ↪agalnych (osi ↪agalnych wektorów ocen). Zbiór ocen osi ↪agalnych (osi ↪agalnych wektorów ocen)

A = {y : y = f(x), x ∈ Q}

Natomiast odpowiednia decyzja prowadz ↪aca do wybranego wektora ocen może być zidentyfiko-
wana w końcowej fazie analizy problemu. Prowadzi to do modelu wielokryterialnego w prze-
strzeni ocen, gdzie oceny s ↪a bezpośrednio określone jako pojedyncze zmienne.
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Model wielokryterialny w przestrzeni ocen

max{y = (y1, . . . , ym) : y ∈ A}

Dla zadania optymalizacji wielokryterialnej (1) odpowiedni model w przestrzeni ocen otrzy-
mujemy analitycznie wprowadzaj ↪ac explicite zmienne yi reprezentuj ↪ace oceny i stosuj ↪ac opty-
malizacj ↪e do tych zmiennych:

max{y = (y1, . . . , ym) : yi = fi(x) ∀ i, x ∈ Q} (2)

Oznacza to rozszerzenie zbioru dopuszczalnego do przestrzeni X × Y jako

Qr = {(x,y) : x ∈ Q, y = f(x)}

Zbiór ocen osi ↪agalnych A jest rzutem tego zbioru na przestrzeń Y . W przypadku wielokryterial-
nych zadań programowania liniowego zbiórQr jest wielościennym zbiorem wypuk lym i zbiór ocen
osi ↪agalnych jako jego rzut również jest wielościennym zbiorem wypuk lym. Wypuk lość zbioru
ocen osi ↪agalnych nie jest już jednak zagwarantowana w przypadku dowolnego wielokryterialnego
zadania programowania wypuk lego (tzn. wypuk ly zbiór dopuszczalny i wkl ↪es le funkcje oceny).
Zbiór Qr może być niewypuk ly i generować niewypuk ly zbiór ocen osi ↪agalnych A.

W odróżnieniu od modeli optymalizacji jednokryterialnej model decyzyjny optymalizacji wie-
lokryterialnej nie precyzuje ścísle jednej koncepcji najlepszego (optymalnego) rozwi ↪azania. Zapis
maksymalizacji w modelu wielokryterialnym oznacza jedynie, że dla każdej pojedynczej oceny
preferowana jest wi ↪eksza wartość. Tym samym, rozważane preferencje s ↪a reprezentowane przez
racjonalne relacje preferencji, spe lniaj ↪ace warunki zwrotności, przechodniości i ścis lej monoto-
niczności.

Nawet nie znaj ↪ac relacji preferencji (wiedz ↪ac jedynie, że jest to racjonalna relacja preferencji),
możemy stwierdzić, że pewne wektory ocen nie mog ↪a być maksymalne w sensie danej relacji.
Wynika to z faktu, że pewne wektory ocen s ↪a gorsze od innych dla wszystkich racjonalnych relacji
preferencji. Można to sformalizować za pomoc ↪a relacji racjonalnej dominacji . Ponieważ model
racjonalnych relacji preferencji jest najogólniejszym modelem preferencji, relacj ↪e racjonalnej
dominacji nazywa si ↪e po prostu relacj ↪a dominacji .

Relacja dominacji. Mówimy, że wektor ocen y′ (racjonalnie) dominuje y′′, lub y′′ jest
(racjonalnie) dominowany przez y′ wtedy i tylko wtedy, gdy y′ � y′′ dla wszystkich racjonalnych
relacji preferencji.

Relacj ↪e racjonalnej dominacji b ↪edziemy oznaczać symbolem �r. Zapis y′ �r y′′ oznacza, że
wektor ocen y′ racjonalnie dominuje y′′. Analogicznie do relacji racjonalnej dominacji możemy
również zdefiniować relacje racjonalnej indyferencji ∼=r i s labej dominacji �r. Zauważmy, że
relacje racjonalnej dominacji, indyferencji i s labej dominacji spe lniaj ↪a warunki racjonalnej re-
lacji preferencji. Relacja dominacji jest najogólniejsz ↪a racjonaln ↪a relacj ↪a preferencji i każda
racjonalna relacja preferencji � jest z ni ↪a zgodna w tym sensie, że

y′ �r y′′ ⇒ y′ � y′′

Relacja dominacji może być wyrażona za pomoc ↪a nierówności wektorowej po wspó lrz ↪ednych
≥. Przypomnijmy, że relacja ≥ z relacjami ścis lej preferencji i indyferencji określonymi odpo-
wiednio jako > i =

y′ > y′′ ⇔ (y′ ≥ y′′ i y′′ 6≥ y′)

y′ = y′′ ⇔ (y′ ≥ y′′ i y′′ ≥ y′)
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określa porz ↪adek Pareto.
Porz ↪adek Pareto pokrywa si ↪e z relacj ↪a (racjonalnej) dominacji:

y′ �r y′′ ⇔ y′ ≥ y′′ ⇔ y′i ≥ y′′i ∀i = 1, 2, . . . ,m

y′ �r y′′ ⇔ y′ > y′′ ⇔ (y′ ≥ y′′ i y′′ 6≥ y′)

y′ ∼=r y′′ ⇔ y′ = y′′ ⇔ (y′ ≥ y′′ i y′′ ≥ y′)

Wektor ocen y′ dominuje y′′ wtedy i tylko wtedy, gdy y′ > y′′. Zatem, dla każdej racjonalnej
relacji preferencji � prawdziwe s ↪a nast ↪epuj ↪ace implikacje

y′ ≥ y′′ ⇒ y′ � y′′

y′ > y′′ ⇒ y′ � y′′

2.2 Wektory niezdominowane i rozwi ↪azania efektywne

Relacja dominacji zazwyczaj nie spe lnia warunku spójności i dlatego może istnieć wiele wektorów
ocen maksymalnych w sensie relacji racjonalnej dominacji, z których żaden nie jest najwi ↪ekszy.
To znaczy, na ogó l nie istnieje wektor ocen dominuj ↪acy wszystkie pozosta le. Zatem relacja
dominacji nie pozwala na jednoznaczne określenie najlepszego wektora ocen. Umożliwia ona
jedynie wyróżnienie zbioru niezdominowanych wektorów ocen w odróżnieniu od zdominowanych
wektorów ocen. Zdominowane wektory ocen odpowiadaj ↪a oczywíscie decyzjom nieoptymalnym,
ponieważ s ↪a one gorsze od innych osi ↪agalnych wektorów ocen w sensie każdej racjonalnej relacji
preferencji. Jeżeli wektor ocen y′′ jest dominowany przez y′, to może on być wyeliminowany z
poszukiwań, ponieważ wszyscy racjonalni decydenci preferuj ↪a y′ w stosunku do y′′. Wystarczy
zatem ograniczyć poszukiwania w laściwego wyboru do niezdominowanych wektorów ocen.

Osi ↪agalny wektor ocen y ∈ A nazywamy (racjonalnie) niezdominowanym wtedy i tylko
wtedy, gdy nie istnieje y′ ∈ A taki, że y jest dominowany przez y′.

Zgodnie z definicj ↪a relacji dominacji, wektor ocen yo ∈ A jest wektorem niezdominowanym
wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego y ∈ A istnieje (przynajmniej jedna) racjonalna relacja
preferencji taka, że nie zachodzi y � yo. Faktycznie spe lniony jest silniejszy warunek, że dla
każdego niezdominowanego wektora ocen istnieje (spójna) racjonalna relacja preferencji, przy
której jest on najlepszy. Oznacza to, że nie znaj ↪ac preferencji decydenta nie możemy zawczasu
wyeliminować żadnego niezdominowanego wektora ocen, bo przy pewnych racjonalnych prefe-
rencjach może on reprezentować najlepszy wybór. Formalizuje to twierdzenie 1

Twierdzenie 1 Wektor ocen yo ∈ A jest wektorem niezdominowanym wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje spójna racjonalna relacja preferencji � taka, że yo � y dla wszystkich y ∈ A.

Niezdominowanie osi ↪agalnego wektora ocen yo można zweryfikować analitycznie rozwi ↪azuj ↪ac
zadanie optymalizacji

max {
m∑
i=1

zi : yi = yoi + zi, zi ≥ 0 dla i = 1, 2, . . . ,m; y ∈ A} (3)

Jeżeli wartość optymalna zadania wynosi 0, to yo jest niezdominowanym wektorem ocen. W
przeciwnym przypadku (czyli gdy wartość optymalna jest dodatnia) wektor ocen jest zdomino-
wany.

Wyrażenie relacji dominacji w postaci porz ↪adku Pareto określa wektor ocen yo ∈ A jako
niezdominowany wtedy i tylko wtedy, gdy w zbiorze ocen osi ↪agalnych A nie istnieje możliwość
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zwi ↪ekszenia przynajmniej jednej jego wspó lrz ↪ednej bez zmniejszania jakiejkolwiek innej. Wy-
nika z tego, że zbiór niezdominowanych wektorów ocen N(A) jest cz ↪eści ↪a brzegu zbioru ocen
osi ↪agalnych A. W ogólnym wypadku może to być niespójny podzbiór brzegu zbioru wektorów
osi ↪agalnych. Z niespójnym zbiorem niezdominowanych wektorów ocen mamy oczywíscie do czy-
nienia w przypadku dyskretnego problemu wyboru, gdzie sam zbiór osi ↪agalnych wektorów ocen
jest niespójny.

Zauważmy, że rozszerzenie zbioru wektorów ocen osi ↪agalnych A o zdominowane wektory
ocen nie zmienia zbioru niezdominowanych wektorów ocen, czyli N(A+D) = N(A). Można to
wykorzystać do uproszczenia pewnych modeli wielokryterialnych. W szczególności, o ile zbiór
ocen osi ↪agalnych A dla wielokryterialnego problemu programowania wypuk lego może nie być
wypuk ly, to odpowiedni zbiór A+D jest wypuk ly.

Poj ↪ecie niezdominowanych wektorów ocen dotyczy elementów przestrzeni ocen Y . W wie-
lokryterialnym problemie decyzyjnym interesuj ↪a nas raczej odpowiednie wektory dopuszczalne
w przestrzeni decyzji X. Rozwi ↪azanie efektywne. Wektor dopuszczalny x ∈ Q nazywamy
rozwi ↪azaniem efektywnym (Pareto-optymalnym, sprawnym) zadania optymalizacji wielokryte-
rialnej wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadaj ↪acy mu wektor ocen y = f(x) jest wektorem niezdo-
minowanym.

Z wcześniej prezentowanych w lasności niezdominowanych wektorów ocen wynikaj ↪a
nast ↪epuj ↪ace charakterystyki rozwi ↪azań efektywnych:

• Wektor dopuszczalny xo ∈ Q jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielo-
kryterialnej wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje racjonalna relacja preferencji � taka, że dla
żadnego x ∈ Q nie zachodzi f(x) � f(x0).

• Wektor dopuszczalny xo ∈ Q jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielo-
kryterialnej wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje spójna racjonalna relacja preferencji � taka,
że f(x0) � f(x) dla każdego x ∈ Q.

• Wektor dopuszczalny xo ∈ Q jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielo-
kryterialnej wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje x ∈ Q taki, że f(x) > f(x0).

• Wektor dopuszczalny xo ∈ Q jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wie-
lokryterialnej wtedy i tylko wtedy, gdy w zbiorze dopuszczalnym nie istnieje możliwość
zwi ↪ekszenia przynajmniej jednej oceny rozwi ↪azania bez zmniejszania jakiejkolwiek innej.

Analogiczne do w lasności niezdominowania wektorów ocen, rozwi ↪azania efektywne zadania
optymalizacji wielokryterialnej pozostaj ↪a rozwi ↪azaniami efektywnymi przy zmianie kolejności
ocen lub ich ścísle monotonicznego przeskalowania:

• Dla dowolnej permutacji τ zbioru {= 1, 2, . . . ,m}, wektor xo ∈ Q jest rozwi ↪azaniem efek-
tywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozwi ↪azaniem
efektywnym zadania

max {(fτ(1)(x), fτ(2)(x), . . . , fτ(m)(x)) : x ∈ Q}

• Dla dowolnych ścísle rosn ↪acych funkcji si : R → R (i = 1, 2, . . . ,m), wektor xo ∈ Q jest
rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej wtedy i tylko wtedy,
gdy jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania

max {(s1(f1(x)), s2(f2(x)), . . . , sm(fm(x))) : x ∈ Q}

Zauważmy, że efektywność rozwi ↪azania nie zależy od kolejności użytych funkcji oceny i od ścísle
monotonicznych zmian skal indywidualnych ocen.
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Sformu lowany wcześniej analityczny test niezdominowania osi ↪agalnego wektora ocen (3)
można odpowiednio stosować do weryfikacji efektywności danego wektora dopuszczalnego xo ∈
Q. W tym celu trzeba rozwi ↪azać zadanie optymalizacji

max {
m∑
i=1

zi : fi(x) = fi(x
o) + zi, zi ≥ 0 dla i = 1, 2, . . . ,m; x ∈ Q}

Jeżeli wartość optymalna zadania wynosi 0, to xo jest rozwi ↪azaniem efektywnym.

2.3 Szacowanie zbioru niezdominowanego

W ogólnym przypadku może nie istnieć żaden niezdominowany wektor ocen. To znaczy, zbiór
wektorów niezdominowanych może być pusty, podobnie jak zbiór rozwi ↪azań optymalnych opty-
malizacji jednokryterialnej może być pusty. Dzieje si ↪e tak na przyk lad, w przypadku zbioru ocen
osi ↪agalnych pokrywaj ↪acego si ↪e z ca l ↪a przestrzeni ↪a. Jest to jednak nierealistyczny przypadek, gdy
wszystkie oceny mog ↪a osi ↪agać dowolne wartości. Naturalne jest ogranicznie rozważań do pro-
blemów, gdzie zbiory ocen osi ↪agalnych s ↪a ograniczone, a przyjnajmniej ograniczone w kierunku
ich optymalizacji.

Zadanie optymalizacji wielokryterialnej nazywamy regularnym, gdy zbiór ocen osi ↪agalnych
A jest niepusty i domkni ↪ety oraz istnieje wektor y∗ ∈ Y dominuj ↪acy wszystkie osi ↪agalne wektory
ocen y ∈ A.

Dalsze rozważania ograniczamy do zadań regularnych. Dla takich zadań zawsze istnieje
niezdominowany wektor ocen jak pokazuje poniższe twierdzenie.

Twierdzenie 2 Jeżeli zbiór ocen osi ↪agalnych A 6= ∅ jest domkni ↪ety i istnieje wektor y∗ ∈ Y
dominuj ↪acy wszystkie osi ↪agalne wektory ocen y ∈ A, to istnieje niezdominowany wektor ocen
yo ∈ A.

Dowód: Niech y′ ∈ A b ↪edzie dowolnym osi ↪agalnym wektorem ocen. Rozpatrzmy zbiór

A′ = {y ∈ A :
m∑
i=1

yi ≥
m∑
i=1

y′i} ⊂ {y ∈ Y : yi ≤ y∗i ∀ i,
m∑
i=1

yi ≥
m∑
i=1

y′i}

A′ jest ograniczonym zbiorem domkni ↪etym i zadanie

max {
m∑
i=1

yi : y ∈ A′}

ma rozwi ↪azanie optymalne yo ∈ A′. Co wi ↪ecej, dla każdego y ∈ A prawdziwa jest nierówność∑
i y
o
i ≥

∑
i yi, czyli yo jest również rozwi ↪azaniem optymalnym zadania

min {
m∑
i=1

yi : y ∈ A} (4)

Zauważmy, że relacja preferencji definiowana przez maksymalizacj ↪e (4) wyraża si ↪e wzorem

y′ � y′′ ⇔
m∑
i=1

y′i ≥
m∑
i=1

y′′i

i jest racjonaln ↪a relacj ↪a preferencji. Zatem yo jest wektorem najlepszym w sensie pewnej racjo-
nalnej relacji preferencji i co za tym idzie jest niezdominowanym wektorem ocen.
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Jako pierwszy krok analizy problemu decyzyjnego sformu lowanego w postaci zadania opty-
malizacji wielokryterialnej stosuje si ↪e jednokryterialn ↪a optymalizacj ↪e wzgl ↪edem każdej funkcji
oceny z osobna. Celem tej analizy jest rozpoznanie zakresu możliwych do osi ↪agni ↪ecia wartości
ocen i identyfikacja konfliktu pomi ↪edzy optymalizacj ↪a poszczególnych ocen. To znaczy, dla
wszyskich j = 1, 2, . . . ,m rozwi ↪azywane s ↪a odpowiednie zadania optymalizacji jednokryterialnej

max {fj(x) : x ∈ Q} (5)

Dla regularnych zadań optymalizacji wielokryterialnej istniej ↪a rozwi ↪azania optymalne wszyst-
kich takich zadań jednokryterialnych. Rozwi ↪azuj ↪ac kolejne zadania optymalizujemy zawsze
tylko jedn ↪a ocen ↪e. Tym niemniej, wyznaczony dla każdego zadania optymalny wektor decyzji
xj określa też odpowiadaj ↪acy takiej optymalizacji jednokryterialnej wynikowy (m-wymiarowy)
wektor ocen yj = f(xj). W rezultacie powstaje tak zwana macierz realizacji celów (ang. pay-off
matrix), która pozwala na oszacowanie zakresu zmian poszczególnych funkcji oceny na zbiorze
rozwi ↪azań efektywnych, jak również dostarcza pewnych informacji na temat konfliktowości funk-
cji oceny. Macierz realizacji celów jest tablic ↪a zawieraj ↪ac ↪a wartości wszystkich funkcji oceny
(wierszy) otrzymywane podczas rozwi ↪azywania poszczególnych problemów jednokryterialnych
(kolumn). To znaczy, elementy macierzy realizacji celów T = (tij)i,j=1,...,m przyjmuj ↪a wartości

tij = yji = fi(x
j), gdzie xj jest rozwi ↪azaniem optymalnym jednokryterialnego zadania (5).

Wektor utopii yu reprezentuje najlepsze wartości każdej funkcji oceny rozpatrywanej osobno,
czyli wartości optymalne poszczególnych zadań optymalizacji jednokryterialnej.

Macierz realizacji celów generuje wspó lrz ↪edne wektora utopii na przek ↪atnej (yui = tii). Wek-
tor utopii stanowi górne ograniczenie wszystkich osi ↪agalnych wektorów ocen, tzn. yu ≥ y dla
każdego osi ↪agalnego wektora ocen y ∈ A. Sam wektor utopii jest zwykle nieosi ↪agalny, czyli
nie ma rozwi ↪azania dopuszczalnego z takimi wartościami funkcji oceny. Gdyby wektor utopi
by l osi ↪agalny to by lby on jedynym niezdominowanym wektorem ocen a wektor dopuszczalny
generuj ↪acy ten wektor by lby rozwi ↪azaniem optymalnym zadania optymalizacji wielokryterialnej
w sensie każdego racjonalnego modelu preferencji. Sytuacja taka może si ↪e zdarzyć tylko wtedy,
gdy nie ma żadnego konfliktu pomi ↪edzy funkcjami oceny.

Z macierzy realizacji celów można wyznaczyć również tzw. wektor nadiru yn, wyrażaj ↪acy
najgorsze wartości dla każdej funkcji oceny odnotowane podczas poszczególnych optymalizacji
jednokryterialnych, czyli yni = minj tij . Wektory utopii i nadiru s ↪a przedstawione w dwuwy-
miarowej przestrzeni ocen na rysunku 1. Maksymalizuj ↪ac pierwsz ↪a ocen ↪e wyznaczamy wektor
y1 = (y11, y

1
2) i maksymalizuj ↪ac drug ↪a ocen ↪e otrzymujemy wektor y2 = (y21, y

2
2). Wektor utopii

jest wtedy określony jako yu = (y11, y
2
2), a wektor nadiru jako yn = (y21, y

1
2).

W przedstawionym na rysunku 1 przypadku dwu ocen, wektor nadiru stanowi dolne ogra-
niczenie wszystkich niezdominowanych wektorów ocen. To znaczy, yn ≤ y ≤ yu dla każdego
y ∈ N(A). Wynika to z faktu, że wszystkie wektory ocen s ↪a dominowane przez wektor utopii.
Jednocześnie wektory ocen o pierwszej wspó lrz ↪ednej mniejszej niż w wektorze nadiru y1 < yn1 s ↪a
dominowane przez wektor y2. Analogicznie, wektory ocen o drugiej wspó lrz ↪ednej mniejszej niż
w wektorze nadiru y2 < yn2 s ↪a dominowane przez wektor y1. Tym samym, wszystkie niezdomi-
nowane wektory ocen musz ↪a si ↪e znaleźć w prostok ↪acie określonym przez wektory nadiru i utopii.
Ograniczenie to wynika z relacji dominacji wektorów ocen i jest prawdziwe niezależnie od tego
czy zbiór ocen osi ↪agalnych jest wypuk ly czy nie. W przypadku niejednoznacznych rozwi ↪azań
optymalnych zadań jednokryterialnych ograniczenie pozostaje prawdziwe z wektorem nadiru
wyznaczonym przy dowolnych takich rozwi ↪azaniach optymalnych. Naj́scíslejsze ograniczenie
uzyskamy wtedy jednak wybieraj ↪ac niezdominowe wektory y1 i y2.

Niestety w ogólnym przypadku dowolnej liczby ocen sk ladowe wektora nadiru nie musz ↪a
wyrażać najgorszych wartości odpowiednich funkcji oceny na ca lym zbiorze rozwi ↪azań efektyw-
nych. To znaczy, w przypadku liczby ocen wi ↪ekszej niż dwie nie można zagwarantować, że
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Rys. 1: Wektory utopii i nadiru

yn ≤ y dla każdego y ∈ N(A). Ilustruje to nast ↪epuj ↪acy prosty przyk lad problemu dyskretnego
z trzema ocenami.

W przypadku trzech lub wi ↪ecej ocen wektor nadiru nie musi ograniczać z do lu zbioru nie-
zdominowanych wektorów ocen. Wspó lrz ↪edne wektora nadiru wyrażaj ↪a jedynie najgorsze (naj-
mniejsze) wartości każdej funkcji zanotowane podczas optymalizacji innych funkcji. Wyznacze-
nie wektora yw takiego, że yw ≤ y dla każdego y ∈ N(A) jest z lożonym zadaniem obliczenio-
wym. Wektor nadiru stanowi górne ograniczenie wektora yw i na ogó l jego dobre przybliżenie
wystarczaj ↪ace do wst ↪epnego zorientowania si ↪e w zakresach zmienności poszczególnych ocen dla
różnych rozwi ↪azań efektywnych.

Zadania optymalizacji jednokryterialnej (5) mog ↪a mieć niejednoznaczne rozwi ↪azania opty-
malne i generować rozwi ↪azania nieefektywne o zaniżonych wartościach ocen nie podlegaj ↪acych
maksymalizacji w danym zadaniu. Zatem, w ogólnym przypadku, macierz realizacji celów
jest niejednoznacznie określona i wspó lczynniki wektora utopii stanowi ↪a jedyn ↪a informacj ↪e nie-
zależn ↪a od wyboru rozwi ↪azania optymalnego w zadaniach jednokryterialnych. Dla zapewnienia
użyteczności pozosta lych wspó lczynników konieczne jest zastosowanie techniki regularyzacyjnej
podczas wyliczania macierzy realizacji celów, tak aby każde jednokryterialne rozwi ↪azanie opty-
malne by lo jednocześnie rozwi ↪azaniem efektywnym oryginalnego problemu wielokryterialnego.
W przypadku niewielkiej liczby funkcji oceny (ma le m) możliwe jest wyznaczenie rozszerzonej
macierzy realizacji celów, opartej na rozwi ↪azaniach zadań leksykograficznych

lexmax {(fτ(1)(x), fτ(2)(x), . . . , fτ(m)(x)) : x ∈ Q} (6)

dla wszystkich możliwych hierarchii funcji oceny (dla wszystkich permutacji τ).

2.4 Podstawowe skalaryzacje

Rozwi ↪azanie efektywne zadania optymalizacji wielokryterialnej

max{(f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) : x ∈ Q}

stanowi uogólnienie poj ↪ecia rozwi ↪azania optymalnego i w przypadku optymalizacji jednokryte-
rialnej (m = 1) te dwa poj ↪ecia s ↪a tożsame. Tym niemniej, istnieje istotna różnica pomi ↪edzy tymi
dwoma poj ↪eciami jako koncepcjami rozwi ↪azań odpowiednich zadań. W optymalizacji jednokry-
terialnej wszystkie rozwi ↪azania optymalne daj ↪a ten sam wynik. Naturaln ↪a formalizacj ↪a zadania

8



Instytut Automatyki i Informatyki Stosowanej Raport 12-10

optymalizacji jednokryterialnej jest wi ↪ec problem wyznaczenia dowolnego rozwi ↪azania optymal-
nego. W optymalizacji wielokryterialnej różne rozwi ↪azania efektywne generuj ↪a różne i wzajemnie
nieporównywalne wektory ocen. Jedyn ↪a formaln ↪a specyfikacj ↪a matematycznego zadania opty-
malizacji wielokryterialnej może być wyznaczenie wszystkich rozwi ↪azań efektywnych. Jest to
zazwyczaj zdanie skomplikowane i poza przypadkiem problemu dwukryterialnego w niewielkim
stopniu przybliżaj ↪ace do rozwi ↪azania odpowiedniego problemu decyzyjnego. Niew ↪atpliwie po-
szukiwania rozwi ↪azania problemu decyzyjnego powinny być ograniczone do zbioru rozwi ↪azań
efektywnych zadania optymalizacji wielokryterialnej i dlatego istotne s ↪a techniki generowania
takich rozwi ↪azań.

Pojedyncze rozwi ↪azania efektywne zadania optymalizacji wielokryterialnej można wyznaczać
poszukuj ↪ac w zbiorze ocen osi ↪agalnych A wektorów najwi ↪ekszych w sensie pewnej spójnej ra-
cjonalnej relacji preferencji. W szczególności, można w tym celu rozwi ↪azywać jednokryterialne
skalaryzacje zadania.

Skalaryzacj ↪a zadania optymalizacji wielokryterialnej nazywamy zadanie optymalizacji jed-
nokryterialnej

max {s(f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) : x ∈ Q} (7)

z funkcj ↪a skalaryzuj ↪ac ↪a s : Rm → R.
Maksymalizacja funkcji skalaryzuj ↪acej s definiuje relacj ↪e preferencji

y′ � y′′ ⇔ s(y′) ≥ s(y′′)

Zauważmy, że relacja ta jest zawsze spójna, zwrotna i przechodnia.
Jeżeli funkcja skalaryzuj ↪aca s jest ścísle rosn ↪aca po wspó lrz ↪ednych, to jej relacja preferencji

jest ścísle monotoniczna i rozwi ↪azanie optymalne skalaryzacji jest rozwi ↪azaniem efektywnym
zadania optymalizacji wielokryterialnej.

W przypadku funkcji skalaryzuj ↪acej s ścísle rosn ↪acej po wspó lrz ↪ednych zbiór wektorów ocen
preferowanych w stosunku do yo ∈ A (zbiór wektorów o wi ↪ekszych wartościach s(y)) zawiera w
sobie ca ly zbiór wektorów ocen dominuj ↪acych yo. Analogicznie, zbiór preferowanych wektorów
ocen o mniejszych wartościach s(y) zawiera w sobie ca ly zbiór wektorów ocen dominowanych
przez yo (por. rys. 2).

6

-
y1

y2

yo

yo > y

s(y) < s(yo)

y > yo

s(y) > s(yo)

v

s(y) = s(yo)

Rys. 2: Relacja preferencji skalaryzacji monotonicznej
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Cz ↪esto funkcje skalaryzuj ↪ace s ↪a tylko niemalej ↪ace (s labo monotoniczne) po wspó lrz ↪ednych.
S ↪a to również skalaryzacje użyteczne przy generacji rozwi ↪azań efektywnych. Niech xo ∈ Q b ↪edzie
rozwi ↪azaniem optymalnym zadania (7) ze s labo monotoniczn ↪a funkcj ↪a skalaryzuj ↪ac ↪a s. Jeżeli
xo nie jest rozwi ↪azaniem efektywnym, to istnieje y ∈ A taki, że y > yo = f(x0). Ponieważ
funkcja s jest niemalej ↪aca, prawdziwa jest wtedy nierówność s(y) ≥ s(yo), co w po l ↪aczeniu z
optymalności ↪a xo oznacza równość s(y) = s(yo). Tym samym, możemy stwierdzić co nast ↪epuje.

Jeżeli funkcja skalaryzuj ↪aca s jest s labo monotoniczna (niemalej ↪aca) po wspó lrz ↪ednych, to
skalaryzacja zadania optymalizacji wielokryterialnej posiada nast ↪epuj ↪ace w lasności:

• zbiór rozwi ↪azań optymalnych skalaryzacji zawiera rozwi ↪azanie efektywne zadania optyma-
lizacji wielokryterialnej;

• jednoznaczne w przestrzeni ocen rozwi ↪azanie optymalne skalaryzacji jest rozwi ↪azaniem
efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej;

• w przypadku braku jednoznaczności dane rozwi ↪azanie skalaryzacji może być zdominowane
przez inne alternatywne rozwi ↪azanie optymalne tej skalaryzacji.

Najprostsza skalaryzacja polega na wyborze jednej ustalonej funkcji oceny fk (k ∈ I), czyli
s(y) = yk. Tak określona funkcja skalaryzuj ↪aca jest niemalej ↪aca po wspó lrz ↪ednych, ale nie jest
ścísle rosn ↪aca (jest sta la poza k-t ↪a wspó lrz ↪edn ↪a).

Dla zadań optymalizacji jednokryterialnej

max {fk(x) : x ∈ Q}, k ∈ I (8)

zbiór rozwi ↪azań optymalnych zawiera rozwi ↪azanie efektywne zadania optymalizacji wielokryte-
rialnej, a jednoznaczne w przestrzeni ocen rozwi ↪azanie optymalne zadania (8) jest rozwi ↪azaniem
efektywnym.

Dla wyznaczenia rozwi ↪azania efektywnego zgodnego z maksymalizacj ↪a funkcji oceny fk
możemy rozszerzyć zadanie (8) do odpowiedniego zadania leksykograficznego. To znaczy, wpro-
wadzić hierarchi ↪e ocen określon ↪a permutacj ↪a τ zbioru I = {= 1, 2, . . . ,m} tak ↪a, że τ(1) = k.
Dla dowolnej permutacji rozwi ↪azanie optymalne zadania leksykograficznego

lexmax {(fτ(1)(x), fτ(2)(x), . . . , fτ(m)(x)) : x ∈ Q}

jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej. Zadanie leksykograficzne
określa nast ↪epuj ↪acy ci ↪ag zadań skalarnych:

Dla j = 1, 2, . . . ,m wyznaczamy zbiór Sj rozwi ↪azań optymalnych zadania (gdzie S0 = Q):

Pj : max {sj(f(x)) : x ∈ Sj−1}

Każdy element zbioru Sm jest rozwi ↪azaniem optymalnym zadania leksykograficznego. Naj-
prostsz ↪a technik ↪a definiowania zbiorów Sj jest zapisywanie ich za pomoc ↪a warunków

st(f(x)) = zt dla t = 1, 2, . . . , j

gdzie zt jest wartości ↪a optymaln ↪a funkcji celu w zadaniu Pt. Prowadzi ona do tzw. podej́scia
sekwencyjnego, czyli rozwi ↪azywania ci ↪agu zadań o rosn ↪acej liczbie ograniczeń. Podej́scie se-
kwencyjne może być  latwo stosowane do dowolnych typów problemów (zarówno liniowych, jak
i nieliniowych) i implementowane z wykorzystaniem standardowych procedur optymalizacji jed-
nokryterialnej odpowiedniego typu.

10
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Szczególnym przypadkiem funkcji skalaryzuj ↪acej spe lniaj ↪acej warunek ścis lej monoto-
niczności jest suma indywidualnych ocen s(y) =

∑
i yi.

Rozwi ↪azanie optymalne zadania skalarazycji sumacyjnej

max {
m∑
i=1

fi(x) : x ∈ Q}

jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej.
Powszechnie stosowan ↪a technik ↪a wyznaczania rozwi ↪azań efektywnych jest metoda ważenia

ocen oparta na skalaryzacji za pomoc ↪a ważonej sumy ocen, czyli s(y) =
∑
iwiyi, gdzie wagi wi

s ↪a liczbami dodatnimi. Zwykle przyjmuje si ↪e wagi znormalizowane, tak aby sumowa ly si ↪e do
jedności. Ważona suma ocen wyraża wtedy średni ↪a ważon ↪a poszczególnych ocen. Poprawność
techniki ważenia ocen wynika z możliwości jej wyrażenia jako maksymalizacji sumy skalowa-
nych ocen, podczas gdy (ścísle) rosn ↪ace skalowanie ocen przez dodatnie wagi nie wp lywa na
efektywność rozwi ↪azania.

Dla dowolnych dodatnich wag wi > 0 rozwi ↪azanie optymalne skalaryzacji ważonej

max {
m∑
i=1

wifi(x) : x ∈ Q} (9)

jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej.
Zauważmy, że w zadaniu optymalizacji skalaryzacji ważonej sumy (9), przemnożenie (lub po-

dzielenie) wszystkich wag przez pewn ↪a liczb ↪e dodatni ↪a nie ma żadnego wp lywu na rozwi ↪azanie
optymalne zadania. Tym samym, nie ma znaczenia czy wagi zosta ly znormalizowane aby su-
mować si ↪e do jedności, czy nie.

Skalaryzacja ważona generuje zawsze (dla dowolnych dodatnich wag) niezdominowany wektor
ocen niezależnie od struktury zadania optymalizacji wielokryterialnej. Natomiast w ogólnym
przypadku, nie jest prawd ↪a, że każdy niezdominowany wektor ocen może być wyznaczony w ten
sposób przy odpowiednim doborze. Okazuje si ↪e, że nawet w przypadku wypuk lego zbioru ocen
osi ↪agalnych, istniej ↪a niezdominowane wektory ocen nie maksymalizuj ↪ace ważonej sumy ocen
przy żadnym zestawie dodatnich wag.

Metoda ważenia ocen z odpowiednio dobieranymi wagami teoretrycznie pozwala na wyzna-
czenie dowolnego rozwi ↪azania efektywnego wielokryterialnego zadania programowania liniowego.
To znaczy, dla każdego xo rozwi ↪azania efektywnego wielokryterialnego zadania programowania
liniowego istniej ↪a dodatnie wagi wi takie, że xo jest rozwi ↪azaniem optymalnym odpowiedniej ska-
laryzacji ważonej (9). Jest to jednak fakt o wi ↪ekszym znaczeniu teoretycznym niż praktycznym
z punktu widzenia wspomagania decyzji.

Maksymalizacja funkcji skalaryzuj ↪acej w postaci sumy ocen może być interpretowana jako
wyznaczanie rozwi ↪azania o najlepszej średniej ocenie. Podobnie można rozpatrywać maksyma-
lizacj ↪e najgorszej oceny, czyli skalaryzacj ↪e maksyminow ↪a. Funkcja skalaryzuj ↪aca mini yi nie jest
funkcj ↪a liniow ↪a. Jest ona jednak wkl ↪es l ↪a funkcj ↪a kawa lkami liniow ↪a i dlatego jej maksymalizacja
może być zapisana za pomoc ↪a zależności liniowych

max {z : z ≤ yi dla i = 1, 2, . . . ,m; y ∈ A}

Funkcja minimum jest niemalej ↪aca po wspó lrz ↪ednych, ale nie jest ścísle rosn ↪aca. Dlatego praw-
dziwe jest nast ↪epuj ↪ace stwierdzenie.

Zbiór rozwi ↪azań optymalnych skalaryzacji maksyminowej

max { min
i=1,...,m

fi(x) : x ∈ Q}
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zawiera rozwi ↪azanie efektywne zadania optymalizacji wielokryterialnej, a jednoznaczne w prze-
strzeni ocen rozwi ↪azanie optymalne skalaryzacji jest rozwi ↪azaniem efektywnym.

W ogólnym przypadku zbiór optymalny skalaryzacji maksyminowej może zawierać zdomino-
wane i niezdominowane wektory ocen.

Skalaryzacj ↪e maksyminow ↪a, podobnie jak sum ↪e ocen, można rozpatrywać z wagami. Jeżeli
wagi s ↪a dodatnie, to funkcja skalaryzuj ↪aca ważonego minimum pozostaje funkcj ↪a niemalej ↪ac ↪a
po wspó lrz ↪ednych.

Dla dowolnych dodatnich wag wi > 0, zbiór rozwi ↪azań optymalnych maksyminowej skalary-
zacji ważonej

max { min
i=1,...,m

wifi(x) : x ∈ Q}

zawiera rozwi ↪azanie efektywne zadania optymalizacji wielokryterialnej, a jednoznaczne w prze-
strzeni ocen rozwi ↪azanie optymalne skalaryzacji jest rozwi ↪azaniem efektywnym.

Twierdzenie 3 Jeżeli wszystkie osi ↪agalne oceny przyjmuj ↪a wy l ↪acznie dodatnie wartości, to dla
każdego rozwi ↪azania efektywnego xo zadania optymalizacji wielokryterialnej istniej ↪a dodatnie
wagi wi takie, że xo jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwi ↪azaniem optymalnym zadania
maksyminowej skalaryzacji ważonej

max { min
i=1,...,m

wifi(x) : x ∈ Q}

Dowód: Niech yo = f(x0). Z za lożeń twierdzenia wynika, że można przyj ↪ać wi = 1/yoi > 0.
Przy tak określonych wagach mamy

w1y
o
1 = w2y

o
2 = . . . = wmy

o
m

Z efektywności wektora xo wynika, że nie istnieje y ∈ A spe lniaj ↪acy nierówność y > yo. Dla
każdego wektora y istnieje wi ↪ec indeks k taki, że yk < yok. St ↪ad

min
i=1,...,m

wiy
o
i = wky

o
k > wkyk ≥ min

i=1,...,m
wiyi

Zatem xo jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwi ↪azaniem optymalnym odpowiedniej mak-
syminowej skalaryzacji ważonej.

2.5 Funkcje osi ↪agni ↪ecia

Wprowadzenie do podstawowych skalaryzacji wspó lczynników wagowych wzbogaca te koncepcje
przekszta lcaj ↪ac je w odpowiednie techniki prarametryczne umożliwiaj ↪ace modelowanie różnych
preferencji i generowanie różnych rozwi ↪azań efektywnych. Oczywíscie, tak prosta parametryzacja
daje ograniczone możliwości modelowania różnych preferencji wyboru. Ogólnie można wprowa-
dzić do podstawowych skalaryzacji dowolne ścísle rosn ↪ace funkcje skaluj ↪ace oceny. Dla istotnego
rozszerzenia modelu przy zachowaniu prostej parametrycznej natury skalaryzacji istotne jest
tu przede wszystkim dopuszczenie możliwości przesuwania uk ladu wspó lrz ↪ednych w przestrzeni
ocen. Najprostsze takie funkcje skaluj ↪ace przyjmuj ↪a zatem liniow ↪a postać si(yi) = wi(yi − vi),
gdzie wi jest dodatni ↪a wag ↪a (czynnikiem skaluj ↪acym), a vi wspó lrz ↪edn ↪a pocz ↪atku uk ladu
(poziomem odniesienia skali). Funkcje skaluj ↪ace dopuszczaj ↪ace przesuni ↪ecie pocz ↪atku uk ladu
wspó lrz ↪ednych w przestrzeni ocen s ↪a zwykle nazywane (indywidualnymi) funkcjami osi ↪agni ↪ecia.
Funkcje te mierz ↪a bowiem osi ↪agni ↪ecia wzgl ↪edem pewnego ustalonego wektora ocen przyjmo-
wanego jako pocz ↪atek uk ladu wspó lrz ↪ednych. Funkcja skalaryzuj ↪aca indywidualne funkcje
osi ↪agni ↪ecia jest nazywana (skalaryzuj ↪ac ↪a) funkcj ↪a osi ↪agni ↪ecia.
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Rozpatrzmy maksyminow ↪a skalaryzacj ↪e funkcji osi ↪agni ↪ecia. Jeżeli funkcje osi ↪agni ↪ecia si s ↪a
niemalej ↪ace, to skalaryzuj ↪aca funkcja osi ↪agni ↪ecia jest funkcj ↪a niemalej ↪ac ↪a po wspó lrz ↪ednych.
Prawdziwe jest zatem nast ↪epuj ↪ace stwierdzenie.

Dla dowolnych niemalej ↪acych funkcji osi ↪agni ↪ecia si, zbiór rozwi ↪azań optymalnych maksymi-
nowej skalarazycji funkcji osi ↪agni ↪ecia

max { min
i=1,...,m

si(fi(x)) : x ∈ Q} (10)

zawiera rozwi ↪azanie efektywne zadania wielokryterialnego, a jednoznaczne w przestrzeni ocen
rozwi ↪azanie optymalne skalaryzacji jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania wielokryterialnego.

Pokazywalísmy wcześniej, że w przypadku dodatnich wartości ocen, dowolne rozwi ↪azanie
efektywne xo zadania optymalizacji wielokryterialnej jest jednoznacznym w przestrzeni ocen
rozwi ↪azaniem optymalnym maksyminowej skalaryzacji ważonej z odpowiednio dobranymi wa-
gami (por. twierdzenie 3). Dopuszczenie możliwości przesuwania uk ladu odniesienia pozwala
nam rozszerzyć t ↪e parametryczn ↪a technik ↪e generacji rozwi ↪azań efektywnych na dowolne zadania
o ograniczonych zbiorach niezdominowanych ocen. Jeżeli zbiór ocen osi ↪agalnych A jest ograni-
czony, to istnieje wektor ocen yd ograniczaj ↪acy z do lu wszystkie osi ↪agalne wektory ocen (yd < y
dla wszystkich y ∈ A). Dokonuj ↪ac przesuni ↪ecia uk ladu wspó lrz ↪ednych do punktu yd otrzy-
mujemy wszystkie oceny y′i = yi − ydi dodatnie, co gwarantuje możliwość określenia wag dla
wyznaczenia dowolnego rozwi ↪azania efektywnego z odpowiedniej skalaryzacji maksyminowej z
funkcjami osi ↪agni ↪ecia si(yi) = wi(yi − ydi ). Dok ladniej, nast ↪epuj ↪aca zależność jest prawdziwa.

Jeżeli wszystkie osi ↪agalne oceny s ↪a (ostro) ograniczone z do lu przez wektor yd, to dla każdego
rozwi ↪azania efektywnego xo zadania optymalizacji wielokryterialnej istniej ↪a dodatnie wagi wi =
1/(fi(x

o) − ydi ) takie, że xo jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwi ↪azaniem optymalnym
zadania

max { min
i=1,...,m

wi(fi(x)− ydi ) : x ∈ Q}

Przy wspomaganiu decyzji bardziej naturalne jest formu lowanie funkcji osi ↪agni ↪ecia z punktu
widzenia górnego ograniczenia ocen osi ↪agalnych niż dolnego. Tak również może być wyko-
rzystana skalaryzacja maksyminowa. Niech y∗ b ↪edzie wektorem ocen (ostro) wi ↪ekszym od
wszystkich osi ↪agalnych wektorów ocen. Zauważmy, że warunek ten spe lnia dowolny wektor
o wspó lrz ↪ednych wi ↪ekszych od wektora utopii. Dla każdego rozwi ↪azania efektywnego xo zadania
optymalizacji wielokryterialnej istniej ↪a wtedy dodatnie wagi wi takie, że xo jest jednoznacz-
nym w przestrzeni ocen rozwi ↪azaniem optymalnym zadania maksyminimalizacji z funkcjami
osi ↪agni ↪ecia postaci

si(yi) = wi(yi − y∗i ) dla i = 1, 2, . . . ,m

Wystarczy w tym celu przyj ↪ać wi = 1/(y∗i − yoi ), gdzie yo = fi(x
o). Zauważmy, że ta technika

generacji polega na wyznaczaniu wektorów ocen najbliższych punktowi y∗ w sensie ważonej
normy maksimum.

Twierdzenie 4 Jeżeli dla wszystkich osi ↪agalnych wektorów ocen y ∈ A prawdziwa jest
nierówność y∗ > y, to dla każdego rozwi ↪azania efektywnego xo zadania optymalizacji wielokryte-
rialnej istniej ↪a dodatnie wagi wi (i = 1, 2, . . . ,m) takie, że xo jest jednoznacznym w przestrzeni
ocen rozwi ↪azaniem optymalnym skalaryzacji maksyminowej

max { min
i=1,...,m

si(fi(x)) : x ∈ Q}

z funkcjami osi ↪agni ↪ecia postaci

si(yi) = wi(yi − y∗i ) dla i = 1, 2, . . . ,m
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5Przy tak określonych wagach wi,
Okazuje si ↪e, że wystarczy odpowiednio przesun ↪ać pocz ↪atek uk ladu wspó lrz ↪ednych w prze-

strzeni ocen aby móc wyznaczyć dowolne rozwi ↪azanie efektywne jako rozwi ↪azanie optymalne
skalaryzacji maksyminowej. Mianowicie, rozwi ↪azanie efektywne xo zadania optymalizacji wie-
lokryterialnej jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwi ↪azaniem optymalnym zadania (10) z
funkcjami osi ↪agni ↪ecia postaci

si(yi) = yi − fi(xo) dla i = 1, 2, . . . ,m

Poniższe twierdzenie wyraża ogólniejszy fakt, że rozwi ↪azanie efektywne xo zadania optymaliza-
cji wielokryterialnej jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwi ↪azaniem optymalnym zadania
skalaryzacji maksyminowej z dowolnymi ścísle rosn ↪acymi funkcjami osi ↪agni ↪ecia spe lniaj ↪acymi
warunek

s1(y
o
1) = s2(y

o
2) = . . . = sm(yom)

6

-
y1

y2

yo

A

y �r yo

u

Rys. 3: Wektor niezdominowany jako rozwi ↪azanie optymalne skalaryzacji maksyminowej

Twierdzenie 5 Niezdominowany wektor ocen yo ∈ A jest jednoznacznym rozwi ↪azaniem opty-
malnym skalaryzacji maksyminowej

max { min
i=1,...,m

si(yi) : y ∈ A}

ze ścísle rosn ↪acymi funkcjami osi ↪agni ↪ecia spe lniaj ↪acymi warunek

s1(y
o
1) = s2(y

o
2) = . . . = sm(yom)

Podsumowuj ↪ac możemy stwierdzić, że maksyminowe funkcje osi ↪agni ↪ecia umożliwiaj ↪a wyzna-
czenie dowolnego niezdominowanego wektora ocen.

Dla każdego rozwi ↪azania efektywnego xo zadania optymalizacji wielokryterialnej istniej ↪a
ścísle rosn ↪ace liniowe funkcje osi ↪agni ↪ecia si takie, że xo jest rozwi ↪azaniem optymalnym zadania
skalarazycji maksyminowej.

Wprowadzenie liniowej funkcji osi ↪agni ↪ecia s(y) =
∑
iwi(yi − vi), nie wzbogaca zakresu pre-

ferencji modelowanych za pomoc ↪a skalaryzacji ważonej sumy. Zauważmy, że dla dowolnego
przesuni ↪ecia uk ladu wspó lrz ↪ednych v

m∑
i=1

wi(y
′
i − vi) ≥

m∑
i=1

wi(y
′′
i − vi) ⇔

m∑
i=1

wiy
′
i ≥

m∑
i=1

wiy
′′
i
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To oznacza, że relacja preferencji modelowana za pomoc ↪a ważonej skalaryzowanej funkcji
osi ↪agni ↪ecia jest identyczna z relacj ↪a modelowan ↪a przez ważon ↪a sum ↪e ocen. Tym samym, wprowa-
dzenie możliwości przesuwaniu uk ladu odniesienia nie zwi ↪eksza możliwości modelowych techniki
ważenia ocen.

2.6 Regularyzowane skalaryzacje

Zbiór rozwi ↪azań optymalnych skalaryzacji definiuj ↪acej relacj ↪e preferencji spe lniaj ↪acej jedynie
warunek s labej monotoniczności zawiera rozwi ↪azanie efektywne zadania optymalizacji wielo-
kryterialnej. Może on jednak zawierać również pewne nieefektywne rozwi ↪azania optymalne, a
standardowe procedury obliczeniowe optymalizacji jednokryterialnej wyznaczaj ↪a na ogó l tylko
jedno rozwi ↪azanie optymalne (które może być nieefektywne). Dla praktycznego wykorzystania
tych skalaryzacji w procesie wspomagania decyzji potrzebne jest uścíslenie wyboru rozwi ↪azania
optymalnego tak, aby zagwarantować efektywność wyznaczonego rozwi ↪azania. Takie uścíslenie
b ↪edziemy dalej nazywać regularyzacj ↪a skalaryzacji.

Istotn ↪a zalet ↪a skalaryzacji jest możliwość wykorzystania standardowych metod programo-
wania matematycznego do wyznaczania jej rozwi ↪azania optymalnego. Zauważmy, że możliwość
praktycznego wyznaczenia rozwi ↪azania optymalnego dotyczy nie tylko skalaryzacji sensu stricte,
ale również szeregu innych porz ↪adków liniowych. Szczególnie cz ↪esto wykorzystuje si ↪e w takim
podej́sciu porz ↪adek leksykograficzny. Jako uogólnienie skalaryzacji b ↪edziemy rozpatrywać lek-
sykograficzne regularyzacje skalaryzacji , gdzie hierarchiczna optymalizacja dodatkowych funkcji
skalaryzuj ↪acych uścísla wybór rozwi ↪azania optymalnego oryginalnej skalaryzacji. Najprostsza
leksykograficzna regularyzacja skalaryzacji zadania optymalizacji wielokryterialnej jest dwupo-
ziomowym zadaniem postaci

lexmax {(s(y), s′(y)) : y ∈ A}

gdzie s jest oryginaln ↪a funkcj ↪a skalaryzuj ↪ac ↪a, a s′ dodatkow ↪a funkcj ↪a regularyzacyjn ↪a.
Jeżeli oryginalna funkcja skalaryzuj ↪aca jest niemalej ↪aca po wspó lrz ↪ednych, a funkcja re-

gularyzacyjna jest ścísle rosn ↪aca po wspó lrzednych, to rozwi ↪azanie optymalne dwupoziomowej
leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji jest takim rozwi ↪azaniem optymalnym oryginalnej
skalaryzacji, które jest jednocześnie rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokry-
terialnej. Dla uzasadnienia powyższego stwierdzenia zauważmy, że każde rozwi ↪azanie optymalne
dwupoziomowej optymalizacji leksykograficznej jest w szczególności rozwi ↪azaniem optymalnym
zdania pierwszego poziomu (jednym z wielu). Jednocześnie przy za lożonych w lasnościach funkcji
skalaryzuj ↪acych, dla dowolnego wektora ocen y dominuj ↪acego dany osi ↪agalny wektor ocen yo

prawdziwe s ↪a nierówności s(y) ≥ s(yo) i s′(y) > s′(yo), czyli (s(y), s′(y)) >lex (s(yo), s′(yo)).
Tym samym, zdominowany wektor ocen nie reprezentuje rozwi ↪azania optymalnego takiej regu-
laryzacji skalaryzacji.

Wskazywalísmy wcześniej, że dla wyznaczenia rozwi ↪azania efektywnego zgodnego z mak-
symalizacj ↪a pojedynczej funkcji oceny fk można rozszerzyć zadanie optymalizacji jednokryte-
rialnej do odpowiedniego zadania leksykograficznego wprowadzaj ↪ac hierarchi ↪e ocen określon ↪a
permutacj ↪a zbioru ocen tak ↪a, że k-ta ocena ma najwyższy priorytet (wyst ↪epuje na pierwszym
miejscu). Istnieje możliwość prostszej regularyzacji zadania optymalizacji jednokryterialnej za
pomoc ↪a dwupoziomowego zadania leksykograficznego z funkcj ↪a regularyzacyjn ↪a określon ↪a jako
suma ocen. Suma ocen jest funkcj ↪a ścísle rosn ↪ac ↪a po wspó lrz ↪ednych, co uzasadnia nast ↪epuj ↪ace
stwierdzenie.

Każde rozwi ↪azanie optymalne dwupoziomowej leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji

lexmax {(fk(x),
m∑
i=1

fi(x)) : x ∈ Q}

15



Instytut Automatyki i Informatyki Stosowanej Raport 12-10

jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej o najwi ↪ekszej osi ↪agalnej
wartości funkcji oceny fk.

Koncepcja dwupoziomowej leksykograficznej regularyzacji za pomoc ↪a sumy ocen może być
wykorzystana do regularyzacji dowolnych skalaryzacji, które nie spe lniaj ↪a warunku ścis lej mono-
toniczności, a jedynie warunek s labej monotoniczności. W szczególności dotyczy to skalaryzacji
maksyminowej, która bezpośrednio nie gwarantuje efektywności swoich rozwi ↪azań optymalnych.
Z drugiej jednak strony, w odróżnieniu od skalaryzacji ważonych ocen, każde rozwi ↪azanie efek-
tywne zadania optymalizacji wielokryterialnej jest rozwi ↪azaniem optymalnym zadania skalara-
zycji maksyminowej z odpowiednio dobranymi liniowymi funkcjami osi ↪agni ↪ecia. Zastosowanie
leksykograficznej regularyazacji sum ↪a ocen pozwala zagawarantować efektywność wyznaczanych
rozwi ↪azań maksyminowych przy zachowaniu możliwości wyznaczenia każdego rozwi ↪azania efek-
tywnego.

Każde rozwi ↪azanie optymalne dwupoziomowej leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji
maksyminowej

lexmax {( min
i=1,...,m

fi(x),
m∑
i=1

fi(x)) : x ∈ Q}

jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej.
Warunki s labej monotoniczności skalaryzacji maksyminowej i ścis lej monotoniczności sumy

pozostaj ↪a zachowane przy zastosowaniu dowolnych ścísle rosn ↪acych funkcji osi ↪agni ↪ecia. Dlatego
prawdziwe jest ogólniejsze stwierdzenie obejmuj ↪ace regularyzacje maksyminowych skalaryzacji
funkcji osi ↪agni ↪ecia.

Dla dowolnych ścísle rosn ↪acych funkcji osi ↪agni ↪ecia si, każde rozwi ↪azanie optymalne (dwupo-
ziomowego) zadania leksykograficznego

lexmax {( min
i=1,...,m

si(fi(x)),
m∑
i=1

si(fi(x))) : x ∈ Q} (11)

jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej.
Zauważmy, że każde rozwi ↪azanie optymalne leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji jest

również rozwi ↪azaniem optymalnym (jednym z wielu) oryginalnej skalaryzacji. W przypadku
leksykograficznych regularyzacji maksyminowych otrzymujemy rozwi ↪azania optymalne odpo-
wiedniego zadania maksyminowego. Zatem, dla rozwi ↪azania leksykograficznego zadania (11)
prawdziwe s ↪a odpowiednie stwierdzenia dotycz ↪ace skalaryzacji maksyminowych. Dotyczy to w
szczególności możliwości generowania każdego rozwi ↪azania efektywnego.

Rozwi ↪azanie efektywne xo zadania optymalizacji wielokryterialnej jest jednoznacznym w
przestrzeni ocen rozwi ↪azaniem optymalnym zadania leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji
maksyminowej (11) z dowolnymi ścísle rosn ↪acymi funkcjami osi ↪agni ↪ecia spe lniaj ↪acymi warunek

s1(y
o
1) = s2(y

o
2) = . . . = sm(yom)

gdzie yoi = fi(x
o).

Optymalizacja leksykograficzna wymaga rozwi ↪azania ci ↪agu zadań o rosn ↪acej liczbie ogra-
niczeń wyrażaj ↪acych optymalność dla zadań wyższego poziomu. W przypadku wyst ↪epowania
jedynie dwóch poziomów optymalizacji, zadanie leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji może
być dobrze aproksymowane przez maksymalizacj ↪e (analitycznie) regularyzowanej funkcji skala-
ryzuj ↪acej

max {s(y) + εs′(y) : y ∈ A}

gdzie ε jest arbitralnie ma lym dodatnim parametrem. W praktyce parametr ε powinien być
możliwie najmniejszy gwarantuj ↪ac jednak zauważalny wp lyw sk ladnika regularyzacyjnego na
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wartość skalaryzacji. Dla porównywalnych wartościach oryginalnej skalaryzacji i funkcji regula-
ryzacyjnej przy obliczeniach numerycznych prowadzonych w pojedynczej precyzji może to być
wielkość rz ↪edu 10−4. W przypadku stosowania podwójnej precyzji może to być wielkość rz ↪edu
10−6 lub 10−7.

Regularyzowana skalaryzacja zbiega do leksykograficznej regularyzacji przy ε d ↪aż ↪acym do
zera. Jednocześnie dla dowolnej konkretnej dodatniej wartości ε wynikowa funkcja skalaryzuj ↪aca
jest ścis le rosn ↪aca po wspó lrz ↪ednych, o ile tylko oryginalna funkcja skalaryzuj ↪aca jest niemalej ↪aca,
a funkcja regularyzacyjna ścísle rosn ↪aca. Tym samym, prawdziwe jest nast ↪epuj ↪ace stwierdzenie.

Jeżeli podstawowa funkcja skalaryzuj ↪aca s jest niemalej ↪aca po wspó lrz ↪ednych a regularyza-
cyjna funkcja s′ jest ścísle rosn ↪aca po wspó lrz ↪ednych, to przy dowolnej dodatniej wartości ε,
rozwi ↪azanie optymalne regularyzowanej skalaryzacji

max {s(f(x)) + εs′(f(x)) : x ∈ Q}

jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej. Zauważmy, że w
odróżnieniu od przypadku leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji, rozwi ↪azanie optymalne
regularyzowanej skalaryzacji nie musi być jednym z rozwi ↪azań optymalnych oryginalnej skala-
raryzacji.

Wykorzystuj ↪ac sum ↪e ocen jako funkcj ↪e regularyzacyjn ↪a dla najgorszej oceny otrzymujemy
regularyzowan ↪a skalaryzacj ↪e maksyminow ↪a postaci

max { min
i=1,...,m

yi + ε
m∑
i=1

yi : y ∈ A}

W przypadku wi ↪ekszej liczby ocen (dużego m) wartości funkcji regularyzuj ↪acej nie s ↪a tu na
ogól porównywalne z wartościami oryginalnej skalaryzacji. Dlatego wartość parametru ε jest tu
zwykle ustalana jako iloraz %/m, gdzie % jest arbitralnie ma l ↪a sta l ↪a dostosowan ↪a do arytmetyki.

Warunki s labej monotoniczności skalaryzacji maksyminowej i ścis lej monotoniczności sumy
pozostaj ↪a zachowane przy zastosowaniu dowolnych ścísle rosn ↪acych funkcji osi ↪agni ↪ecia. Dlatego
prawdziwe jest ogólniejsze stwierdzenie obejmuj ↪ace regularyzacje maksyminowych skalaryzacji
funkcji osi ↪agni ↪ecia.

Dla dowolnych ścísle rosn ↪acych funkcji osi ↪agni ↪ecia si, każde rozwi ↪azanie optymalne regula-
ryzowanej skalaryzacji maksyminowej

max { min
i=1,...,m

si(fi(x)) + ε
m∑
i=1

si(fi(x)) : x ∈ Q}

jest rozwi ↪azaniem efektywnym zadania optymalizacji wielokryterialnej.
W odróżnieniu od przypadku leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji maksyminowej,

rozwi ↪azanie optymalne regularyzowanej skalaryzacji maksyminowej nie musi być jednym z
rozwi ↪azań optymalnych oryginalnej skalararyzacji. Dlatego, nie stosuj ↪a si ↪e tu odpowiednie
stwierdzenia dotycz ↪ace możliwości generowania każdego rozwi ↪azania efektywnego przez skala-
ryzacje maksyminowe. Należy jednak podkreślić, że przy dostatecznie ma lych wartościach para-
metru ε, niezdominowane wektory ocen nieosi ↪agalne dla regularyzowanej skalaryzacji maksymi-
nowej s ↪a bliskie zdominowania w takim sensie, że mog ↪a być zast ↪apione osi ↪agalnymi wektorami
ocen o minimalnie mniejszej ocenie najgorszej przy znacznie wi ↪ekszej sumie wszystkich ocen.

2.7 Metody punktu odniesienia

Metody punktu odniesienia (MPO)  l ↪acz ↪a prostot ↪e i otwartość sterowania procesem analizy
interaktywnej ze ścis lym przestrzeganiem zasady niezdominowania generowanych rozwi ↪azań
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i zupe lnej parametryzacji zbioru niezdominowanego. Używaj ↪a one poziomów aspiracji jako
g lównych parametrów steruj ↪acych, ale interpretuj ↪a je zgodnie z zasadami modelu quasi-
zadowalaj ↪acego. Dok ladniej, model preferencji reprezentowany przez skalaryzacje używane w
metodach punktu odniesienia spe lnia nast ↪epuj ↪ace dwa postulaty:

P1. Relacja preferencji jest racjonaln ↪a relacj ↪a preferencji, czyli przestrzegana jest zasada nie-
zdominowania.

P2. Rozwi ↪azanie ze wszystkimi indywidualnymi ocenami yi równymi odpowiadaj ↪acym im po-
ziomom aspiracji jest preferowane w stosunku do rozwi ↪azania z przynajmniej jedn ↪a indy-
widualn ↪a ocen ↪a gorsz ↪a (mniejsz ↪a) od odpowiedniego poziomu aspiracji.

Metody punktu odniesienia s ↪a oparte na regularyzowanej skalaryzacji maksyminowej z funk-
cjami osi ↪agni ↪ecia uwzgl ↪edniaj ↪acymi poziomy aspiracji ai.

Klasyczna metoda punktu odniesienia polega na maksymalizacji skalaryzuj ↪acej funkcji
osi ↪agni ↪ecia

s(y) = min
i=1,...,m

si(ai, yi) + ε
m∑
i=1

si(ai, yi) (12)

z indywidualnymi funkcjami osi ↪agni ↪ecia postaci

si(ai, yi) =

{
βλi(yi − ai), jeśli yi ≥ ai
λi(yi − ai), jeśli yi < ai

(13)

gdzie λi s ↪a dodatnimi mnożnikami skaluj ↪acymi, a β ma lym parametrem dodatnim (0 < β < 1).

-
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Rys. 4: Indywidualna funkcja osi ↪agni ↪ecia klasycznej wersji MPO

Zauważmy, że indywidualne funkcje osi ↪agni ↪ecia (13) przesuwaj ↪a pocz ↪atek uk ladu
wspó lrz ↪ednych w przestrzeni ocen do wektora poziomów aspiracji. Tym samym, przypisuj ↪a miar ↪e
osi ↪agni ↪ecia 0 wartości oceny równej poziomowi aspiracji, ujemne miary osi ↪agni ↪ecia wartościom
oceny poniżej poziomu aspiracji i dodatnie miary wartościom oceny przekraczaj ↪acym poziom
aspiracji. Nast ↪epnie wszystkie oceny s ↪a przeskalowane za pomoc ↪a mnożników λi dla znormalizo-
wania ich zakresów zmienności. Dalej, wartości dodatnie wyrażaj ↪ace znormalizowane nadmiary
wartości ocen ponad poziomy aspiracji s ↪a pomniejszane przez czynnik β. Najcz ↪eściej przyjmuje
si ↪e β rz ↪edu 10−3. W konsekwencji przyrost wartości oceny ponad poziomem aspiracji powoduje
znacznie mniejszy przyrost wartości funkcji osi ↪agni ↪ecia niż w przypadku nieosi ↪agania poziomu
aspiracji.

Maksymalizacja skalaryzuj ↪acej funkcji (12) na zbiorze ocen osi ↪agalnych A wyznacza niezdo-
minowany wektor ocen y i generuj ↪ace go rozwi ↪azanie efektywne x. Wyznaczone rozwi ↪azanie
efektywne zależy od wartości dwóch grup parametrów: poziomów aspiracji ai i czynników ska-
luj ↪acych λi. Czynniki skaluj ↪ace określaj ↪a kierunek przechodz ↪acej przez punkt odniesienia a
prostej równych indywidualnych osi ↪agni ↪eć, wzd luż której dokonuje si ↪e maksymalizacja regula-
ryzowanej skalaryzacji maksyminowej. Ilustruje to rysunek 5.
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Rys. 5: Klasyczna MPO – przypadek nieosi ↪agalnego wektora aspiracji
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Rys. 6: Klasyczna MPO – przypadek osi ↪agalnego wektora aspiracji

Metoda punktu odniesienia nie traktuje wektora aspiracji jako bezwgl ↪ednego celu a jedy-
nie jako punkt odniesienia. Dlatego nawet w przypadku osi ↪agalnego wektora aspiracji MPO
wyznacza niezdominowany wektor ocen. Ilustruje to rysunek 6.
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Rys. 7: Klasyczna MPO w przypadku problemu dyskretnego

Jak pokazuje rysunek 7, w przypadku dyskretnych lub ogólnie niewypuk lych zadań optyma-
lizacji wielokryterialnej wektor niezdominowany wyznaczany przez MPO nie musi leżeć na linii
równych indywidualnych osi ↪agni ↪eć.

W implemetacjach metody punktu odniesienia wartości czynników skaluj ↪acych λi ustala si ↪e
zazwyczaj automatycznie na podstawie wst ↪epnej analizy problemu, na przyk lad odwrotności
różnic mi ↪edzy wspó lrz ↪ednymi wektorów utopii i nadiru λi = 1/(yui − yni ). Natomiast po-
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ziomy aspiracji ai pozostawia si ↪e jako parametry steruj ↪ace procesem analizy interaktywnej.
Parametr ε s luży jedynie do wprowadzenia sk ladnika regularyzacyjnego gwarantuj ↪acego efek-
tywność rozwi ↪azania w przypadku niejednoznaczności maksimum pierwszego sk ladnika funkcji
s(y). Zgodnie z zasadami regularyzowanej skalaryzacji maksyminowej wartość parametru re-
gularyzacji ε jest tu zwykle ustalana jako iloraz %/m, gdzie % jest arbitralnie ma l ↪a sta l ↪a, na
przyk lad % = 10−4.

Przedzia lami liniowe indywidualne funkcje osi ↪agni ↪ecia (13) s ↪a rosn ↪ace i wkl ↪es le. Dzi ↪eki temu
pozwalaj ↪a one na bardzo prost ↪a implementacj ↪e maksymalizacji skalaryzuj ↪acej funkcji osi ↪agni ↪ecia
MPO w postaci rozszerzenia programowania liniowego oryginalnego zadania optymalizacji wie-
lokryterialnej:

max v + ε
m∑
i=1

zi

v ≤ zi for i = 1, . . . ,m
zi ≤ βλi(yi − ai) for i = 1, . . . ,m
zi ≤ λi(yi − ai) for i = 1, . . . ,m
y ∈ A

gdzie zmienne zi wyrażaj ↪a wartości indywidualnych funkcji osi ↪agni ↪ecia, a zmienna v wyraża
minimum z tych wartości.

Zatem klasyczna MPO zapewnia efektywność obliczeniow ↪a skalaryzacji nie wprowadzaj ↪ac do
modelu istotnych utrudnień obliczeniowych. Dla zadań wielokryterialnego programowania linio-
wego odpowiednie zadanie skalaryzacji jest standardowym zadaniem programowania liniowego z
niewielk ↪a liczb ↪a (proporcjonaln ↪a do liczby funkcji oceny) dodatkowych zmiennych i nierówności.
Co wi ↪ecej, model optymalizacyjny skalaryzacji MPO wykorzystuje automatycznie oryginalny
model zadania wielokryterialnego bez konieczności jego analizy i przebudowy, a jedynie rozsze-
rza go o dodatkowe zmienne i zależności definiuj ↪ace skalaryzacj ↪e.

Ogólna metoda punktu odniesienia może być rozpatrywana w postaci leksykograficznej. Lek-
sykograficzna (ogólna) metoda punktu odniesienia polega na maksymalizacji leksykograficznej
regularyzacji skalaryzacji maksyminowej

lexmax {( min
i=1,...,m

si(ai, yi),
m∑
i=1

si(ai, yi)) : y ∈ A} (14)

z indywidualnymi funkcjami osi ↪agni ↪ecia si(ai, yi) ścísle rosn ↪acymi wzgl ↪edem yi i przyjmuj ↪acymi
ustalon ↪a wartość dla wartości ocen równych poziomom aspiracji

s1(a1, a1) = s2(a2, a2) = · · · = sm(am, am) (15)

Z w lasności leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji maksyminowej (6.5) wynika, że dla
dowolnych indywidualnych funkcji osi ↪agni ↪ecia, ścísle rosn ↪acych wzgl ↪edem yi, rozwi ↪azanie opty-
malne zadania (14) jest niezdominowanym wektorem ocen. Ponadto, dla dowolnych funkcji
si(ai, yi) ścísle rosn ↪acych wzgl ↪edem yi i spe lniaj ↪acych warunek (15), relacja preferencji de-
finiowana przez spe lnia warunek interpretacji poziomów aspiracji zgodnie z modelem quasi-
zadowalaj ↪acym. Faktycznie, jeżeli wektor ocen y nie osi ↪aga co najmniej jednego poziomów
aspiracji, powiedzmy yk < ak, to

min
i=1,...,m

si(ai, yi) ≤ sk(ak, yk) < sk(ak, ak) = min
i=1,...,m

si(ai, ai)

Zatem

( min
i=1,...,m

si(ai, yi),
m∑
i=1

si(ai, yi)) <lex ( min
i=1,...,m

si(ai, ai),
m∑
i=1

si(ai, ai))
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co oznacza, że w leksykograficznej MPO wektor poziomów aspiracji a jest ścísle preferowany
w stosunku do wektora y. Tym samym, model preferencji leksykograficznej metody punktu
odniesienia spe lnia postulaty P1 i P2.

Ponadto, zgodnie z twierdzeniem 6.3, dowolny niezdominowany wektor ocen yo ∈ A jest
rozwi ↪azaniem optymalnym zadania (14) dla wektora aspiracji a = yo. Zatem dla dowolnego
niezdominowanego wektora ocen istnieje wektor poziomów aspiracji, przy kórym ten wektor
ocen jest rozwi ↪azaniem optymalnym odpowiedniego zadania leksykograficznej MPO. To oznacza,
że leksykograficzna metoda punktu odniesienia spe lnia zasad ↪e zupe lnej parametryzacji zbioru
niezdominowanego za pomoc ↪a poziomów aspiracji.

Indywidualne funkcje osi ↪agni ↪ecia klasycznej MPO (13) s ↪a przedzia lami liniowymi funkcjami
rosn ↪acymi (dzi ↪eki dodatnim wartościom λi) i przyjmuj ↪a wartość 0 dla ocen osi ↪agaj ↪acych poziomy
aspiracji (tzn. si(ai, ai) = 0). Spe lniaj ↪a one zatem formalne wymagania ogólnej metody punktu
osi ↪agni ↪ecia. Dlatego prawdziwe jest nast ↪epuj ↪ace stwierdzenie. Leksykograficzna metoda punktu
odniesienia (14) z przedzia lami liniowymi indywidualnymi funkcjami osi ↪agni ↪ecia (13) spe lnia
zasad ↪e niezdominowania rozwi ↪azań i efektywności obliczeniowej. Jednocześnie spe lniona jest
zasada zupe lnej parametryzacji zbioru niezdominowanego za pomoc ↪a poziomów aspiracji, które
gwarantuj ↪a intuicyjność i sterowalność procesu analizy interaktywnej.

Klasyczna MPO stosuje uproszczon ↪a jednopoziomow ↪a skalaryzuj ↪ac ↪a funkcj ↪e osi ↪agni ↪ecia
(12), która jako regularyzowana skalaryzacja maksyminowa zachowuje wszystkie podstawowe
w lasności leksykograficznej MPO z jednym tylko ograniczeniem. Zupe lność parametryzacji za
pomoc ↪a poziomów aspiracji jest spe lniona tylko asymptotycznie przy ε d ↪aż ↪acym do zera.

Zauważmy, że wymagania ogólnej metody punktu osi ↪agni ↪ecia spe lniaj ↪a uproszczone liniowe
funkcje osi ↪agni ↪ecia postaci

si(ai, yi) = λi(yi − ai) dla i = 1, 2, . . . ,m

z jednakowym traktowaniem niedoborów do poziomów aspiracji i nadwyżek ponad poziomy
aspiracji. Faktycznie, takie indywidualne funkcje osi ↪agni ↪ecia również zapewni ↪a wszystkie zasad-
nicze w lasności leksykograficznej MPO. Za lamanie wykresu indywidualnych funkcji osi ↪agni ↪ecia
(13) w poziomie aspiracji nie ma żadnego znaczenia z punktu widzenia maksymalizacji ska-
laryzacji maksyminowej. Umożliwia ono jednak w laściw ↪a reprezentacj ↪e poziomów aspiracji w
agregacji ważonej stanowi ↪acej sk ladnik regularyzacyjny. Dlatego nie stosuje si ↪e liniowych funkcji
osi ↪agni ↪ecia tylko przedzia lami liniowe funkcje (13).

2.8 Przedzia lowa metoda punktu odniesienia

W klasycznej metodzie punktu odniesienia podstawowymi parametrami steruj ↪acymi s ↪a poziomy
aspiracji, ale s ↪a w niej też wspó lczynniki skaluj ↪ace dodatkowo określaj ↪ace kierunek poszukiwań
rozwi ↪azania satysfakcjonuj ↪acego. Ze wzgl ↪edu na maksyminowy charakter skalaryzuj ↪acej funkcji
osi ↪agni ↪ecia wspó lczynniki skaluj ↪ace nie maj ↪a tu charakteru wag kompensacyjnych. Tym nie-
mniej, podobnie jak wagi s ↪a to parametry znacznie mniej intuicyjne od wartości ocen i ich
specjalny dobór (odmienny od automatycznego skalowania różnic ↪a mi ↪edzy utopi ↪a i nadirem)
może nastr ↪eczać trudności. Zamiast operować czynnikami skaluj ↪acymi można wprowadzić do
metody dodatkowe punkty odniesienia, które jako wyrażaj ↪ace wartości ocen s ↪a bardziej intu-
icyjne i  latwiejsze w doborze. Koncepcja ta leży u podstaw przedzia lowej (dwupunktowej)
metody punktu odniesienia używaj ↪acej jako parametrów steruj ↪acych oprócz poziomów aspiracji
także tzw. poziomów rezerwacji ri (ri < ai, i = 1, 2, . . . ,m) wyrażaj ↪acych wymagane minimalne
wartości ocen. Wprowadzenie wymaganych wartości ocen w postaci bezwzgl ↪ednych ograniczeń
mog loby doprowadzić do modelu sprzecznego. Określenie wymaganych wartości ocen w termi-
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nach poziomów rezerwacji wyraża mi ↪ekkie ograniczenia na poszczególne oceny. Odpowiada to
wprowadzeniu do modelu preferencji dodatkowego postulatu

P2a. Rozwi ↪azanie ze wszystkimi indywidualnymi ocenami yi równymi odpowiadaj ↪acym im po-
ziomom rezerwacji jest preferowane w stosunku do rozwi ↪azania z przynajmniej jedn ↪a in-
dywidualn ↪a ocen ↪a mniejsz ↪a od odpowiedniego poziomu rezerwacji.

Postulat P2a wyraża, że decydent woli oceny osi ↪agaj ↪ace wszystkie poziomy rezerwacji od tych,
które nie osi ↪agaj ↪a jednego lub wi ↪ecej poziomów rezerwacji. Postulat ten, analogicznie jak po-
stulat P2, może być zapisany w postaci warunku

(y 6= r i y 6≥ r) ⇒ r � y

który dopuszcza jako lepsze od wektora rezerwacji tylko te wektory, gdzie wszystkie oceny
osi ↪agn ↪e ly poziomy rezerwacji a niektóre przekraczaj ↪a.

Odpowiednikiem klasycznej metody punktu odniesienia jest podstawowa metoda prze-
dzia lowa oparta na regularyzowanej skalaryzacji maksyminowej z funkcjami osi ↪agni ↪ecia
uwzgl ↪edniaj ↪acymi poziomy aspiracji ai i poziomy rezerwacji ri.

Podstawowa przedzia lowa metoda punktu odniesienia (PMPO) polega na maksymalizacji
skalaryzuj ↪acej funkcji osi ↪agni ↪ecia

s(y) = min
i=1,...,m

si(ai, ri, yi) + ε
m∑
i=1

si(ai, ri, yi) (16)

z indywidualnymi funkcjami osi ↪agni ↪ecia postaci

si(ai, ri, yi) =


γ(yi − ri)/(ai − ri), jeśli yi ≤ ri

(yi − ri)/(ai − ri), jeśli ri < yi ≤ ai
β(yi − ai)/(ai − ri) + 1, jeśli yi > ai

(17)

gdzie β jest ma lym a γ dużym parametrem dodatnim (0 < β < 1 < γ).
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Rys. 8: Indywidualna funkcja osi ↪agni ↪ecia Przedzia lowej MPO

Indywidualne funkcje osi ↪agni ↪ecia mierz ↪a odchylenie wartości oceny yi od oczekiwań decy-
denta wyrażonych poziomem aspiracji ai i poziomem rezerwacji ri. Funkcje (17) s ↪a przedzia lami
liniowymi funkcjami rosn ↪acymi przypisuj ↪acymi wartość 1 dla oceny równej poziomowi aspira-
cji yi = ai i wartość 0 dla oceny równej poziomowi rezerwacji yi = ri. Wszystkie oceny s ↪a
przeskalowane za pomoc ↪a mnożników 1/(ai− ri) dla znormalizowania ich zmienności w zakresie
mi ↪edzy poziomem rezerwacji a poziomem aspiracji. Dalej, wartości wyrażaj ↪ace znormalizowane
nadmiary wartości ocen ponad poziomy aspiracji s ↪a pomniejszane przez czynnik β, a wartości
wyrażaj ↪ace niedobory do poziomów rezerwacji s ↪a powi ↪ekszane z czynnikiem γ. Najcz ↪eściej przyj-
muje si ↪e β rz ↪edu 10−3 i γ rz ↪edu 103. W konsekwencji przyrost wartości oceny ponad poziomem
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aspiracji powoduje znacznie mniejszy przyrost wartości funkcji osi ↪agni ↪ecia niż w przypadku nie-
osi ↪agania poziomu aspiracji, a przyrost wartości oceny pomi ↪edzy poziomem rezerwacji i aspiracji
powoduje znacznie mniejszy przyrost wartości funkcji osi ↪agni ↪ecia niż w przypadku nieosi ↪agania
poziomu rezerwacji.
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Rys. 9: Przedzia lowa MPO w przypadku problemu ci ↪aglego i dyskretnego

Maksymalizacja skalaryzuj ↪acej funkcji (16) na zbiorze ocen osi ↪agalnych A wyznacza niezdo-
minowany wektor ocen y i generuj ↪ace go rozwi ↪azanie efektywne x. Wyznaczone rozwi ↪azanie
efektywne zależy od wyboru dwóch punktów odniesienia określonych odpowiednio przez po-
ziomy aspiracji ai i poziomy rezerwacji ri. Prosta przechodz ↪aca przez oba punkty odniesienia
jest prost ↪a równych indywidualnych osi ↪agni ↪eć, wzd luż której dokonuje si ↪e maksymalizacja re-
gularyzowanej skalaryzacji maksyminowej. Ilustruje to rysunek 9. W przypadku dyskretnych
lub ogólnie niewypuk lych zadań optymalizacji wielokryterialnej wektor niezdominowany wyzna-
czany przez PMPO nie musi leżeć na prostej określonej przez punkty a i r, nawet gdy pewne
osi ↪agalne wektory ocen leż ↪a na tej prostej.

Stosowana w metodzie punktu odniesienia maksymalizacja regularyzowanej skalaryzacji
maksyminowej funkcji osi ↪agni ↪ecia gwarantuje wyznaczenie niezdominowanych wektorów ocen.
Ponadto dzi ↪eki wkl ↪es lości, funkcje osi ↪agni ↪ecia mog ↪a być wyrażone w postaci

si(ai, ri, yi) = min

{
γ
yi − ri
ai − ri

,
yi − ri
ai − ri

, β
yi − ai
ai − ri

+ 1

}
i maksymalizacja ca lej skalaryzuj ↪acej funkcji osi ↪agni ↪ecia przedzia lowej MPO może być wprowa-
dzona do oryginalnego modelu w postaci rozszerzenia programowania liniowego

max v + ε
m∑
i=1

zi

v ≤ zi for i = 1, . . . ,m
zi ≤ γ(yi − ri)/(ai − ri) for i = 1, . . . ,m
zi ≤ (yi − ri)/(ai − ri) for i = 1, . . . ,m
zi ≤ β(yi − ai)/(ai − ri) + 1 for i = 1, . . . ,m
y ∈ A

gdzie zmienne zi wyrażaj ↪a wartości indywidualnych funkcji osi ↪agni ↪ecia, a zmienna v wyraża
minimum z tych wartości.

Zatem przedzia lowa MPO zapewnia efektywność obliczeniow ↪a skalaryzacji nie wprowadzaj ↪ac
do modelu istotnych utrudnień obliczeniowych. Model optymalizacyjny skalaryzacji PMPO wy-
korzystuje automatycznie oryginalny model zadania wielokryterialnego bez konieczności jego
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analizy i przebudowy, a jedynie rozszerza go o niewielk ↪a liczb ↪e dodatkowych zmiennych i
zależności liniowych definiuj ↪acych skalaryzacj ↪e.

Maksymalizacja skalaryzuj ↪acej funkcji osi ↪agni ↪ecia (16) po y ∈ A może być rozpatrywana
jako implementacja dwupoziomowej optymalizacji leksykograficznej. Faktycznie przedzia lowa
metoda punktu odniesienia może być rozpatrywana w postaci leksykograficznej. Leksykogra-
ficzna przedzia lowa metoda punktu odniesienia polega na maksymalizacji leksykograficznej re-
gularyzacji skalaryzacji maksyminowej

lexmax {( min
i=1,...,m

si(ai, ri, yi),
m∑
i=1

si(ai, ri, yi)) : y ∈ A} (18)

z indywidualnymi funkcjami osi ↪agni ↪ecia si(ai, ri, yi) ścísle rosn ↪acymi wzgl ↪edem yi i przyj-
muj ↪acymi ustalone wartości dla ocen równych poziomom aspiracji i odpowiednio poziomom
rezerwacji

s1(a1, r1, r1) = · · · = sm(am, rm, rm) < s1(a1, r1, a1) = · · · = sm(am, rm, am) (19)

Z w lasności leksykograficznej regularyzacji skalaryzacji maksyminowej (6.5) wynika, że dla
dowolnych indywidualnych funkcji osi ↪agni ↪ecia, ścísle rosn ↪acych wzgl ↪edem yi, rozwi ↪azanie opty-
malne zadania (18) jest niezdominowanym wektorem ocen. Ponadto, dla dowolnych funkcji
si(ai, ri, yi) ścísle rosn ↪acych wzgl ↪edem yi i spe lniaj ↪acych warunek (19), relacja preferencji de-
finiowana przez leksykograficzn ↪a maksymalizacj ↪e (18) spe lnia warunki interpretacji poziomów
aspiracji i poziomów rezerwacji zgodnie z modelem quasi-zadowalaj ↪acym. To znaczy, model
preferencji leksykograficznej metody punktu odniesienia spe lnia postulaty P1, P2 i P2a.

Ponadto, zgodnie z twierdzeniem 6.3, dowolny niezdominowany wektor ocen yo ∈ A jest
rozwi ↪azaniem optymalnym zadania (18) w przypadku przyj ↪ecia tego wektora jako aspiracji a =
yo lub rezerwacji r = yo. Zatem dla dowolnego niezdominowanego wektora ocen istniej ↪a wektory
poziomów aspiracji i rezerwacji, przy kórych ten wektor ocen jest rozwi ↪azaniem optymalnym
odpowiedniego zadania leksykograficznej PMPO. To oznacza, że leksykograficzna przedzia lowa
metoda punktu odniesienia spe lnia zasad ↪e zupe lnej parametryzacji zbioru niezdominowanego za
pomoc ↪a poziomów aspiracji lub rezerwacji.

Indywidualne funkcje osi ↪agni ↪ecia PMPO (17) s ↪a przedzia lami liniowymi funkcjami rosn ↪acymi
i przyjmuj ↪a wartość 0 dla ocen osi ↪agaj ↪acych poziomy rezerwacji (tzn. si(ai, ri, ri) = 0) oraz
wartość 1 dla ocen osi ↪agaj ↪acych poziomy aspiracji (tzn. si(ai, ri, ai) = 1). Spe lniaj ↪a one
zatem formalne wymagania leksykograficznej metody przedzia lowej. Dlatego prawdziwe jest
nast ↪epuj ↪ace stwierdzenie.

Leksykograficzna przedzia lowa metoda punktu odniesienia (18) z przedzia lami liniowymi
indywidualnymi funkcjami osi ↪agni ↪ecia (17) spe lnia zasad ↪e niezdominowania rozwi ↪azań i efek-
tywności obliczeniowej. Jednocześnie spe lniona jest zasada zupe lnej parametryzacji zbioru nie-
zdominowanego za pomoc ↪a poziomów aspiracji lub rezerwacji, które gwarantuj ↪a intuicyjność i
sterowalność procesu analizy interaktywnej.

Podstawowa PMPO stosuje uproszczon ↪a jednopoziomow ↪a skalaryzuj ↪ac ↪a funkcj ↪e osi ↪agni ↪ecia
(16), która jako regularyzowana skalaryzacja maksyminowa zachowuje wszystkie podstawowe
w lasności leksykograficznej PMPO z jednym tylko ograniczeniem. Zupe lność parametryzacji za
pomoc ↪a poziomów aspiracji jest spe lniona tylko asymptotycznie przy ε d ↪aż ↪acym do zera.
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3 Model aukcyjny oparty na MPO

3.1 Wielokryterialne koncepcje w modelach aukcyjnych

Aukcja jest definiowana zbiorem predefiniowanych regu l określaj ↪acych jak oferty b ↪ed ↪a zg laszane
oraz jak zwyci ↪ezca aukcji i p latność (cena) b ↪ed ↪a wyznaczone na podstawie ofert [37]. Na pod-
stawie ofert zg laszanych przez uczestników rynku określana jest alokacja zasobu i ceny. W
transakcjach elektronicznego handlu aukcje s ↪a prowadzone przez programowe agenty, które ne-
gocjuj ↪a w imieniu kupuj ↪acych i sprzedaj ↪acych [2, 4, 10]. Mog ↪a być realizowane różne typy aukcji
(protoko lów aukcji): aukcja angielska, aukcja pierwszej ceny, aukcja holenderska, aukcja Vic-
kreya i inne [15]. Aukcje (przetargi) zamówień (w szczególności zamówień publicznych) s ↪a tzw.
aukcjami odwrotnymi. Nazwa dotyczy odwrócenia typowych roli kupuj ↪acych i sprzedaj ↪acych.
W aukcji prostej kupuj ↪acy konkuruj ↪a aby otrzymać pewne dobro lub us lug ↪e, w rezultacie tej
konkurencji cena rośnie podczas aukcji. W aukcji odwrotnej sprzedawcy (dostawcy) konku-
ruj ↪a aby zaopatrzyć kupuj ↪acego w swoje dobra lub us lugi. Jako wynik takiej konkurencji, cena
zwykle spada podczas aukcji. Aukcja odwrotna jest strategi ↪a używan ↪a do realizacja zaopatrze-
nia przez różne firmy, a w przypadku zamówień publicznych w zasadzie wymagan ↪a w postaci
jednokrokowej (przetargu).

Kluczowym wyzwaniem dla systemów wyboru zamówień jest pokonanie ograniczenia stan-
dardowej aukcji/przetargu do pojedynczego atrybutu reprezentuj ↪acego zwykle koszt. W re-
zultacie wieloatrybutowe aukcje odwrotne sta ly si ↪e przedmiotem intensywnych badań. Aukcje
wieloatrybutowe pozwalaj ↪a na negocjacje w oparciu o wiele atrybutów nie ograniczaj ↪ac si ↪e do
ceny. Na przyk lad mog ↪a to być warunki dostawy. gwarancje lub po prostu jakość towaru
albo reputacja dostawcy [30]. Zwykle kupuj ↪acy ujawniaj ↪a swoje preferencje na kupowane to-
wary/us lugi a sprzedaj ↪acy wykorzystuj ↪a t ↪a informacj ↪e konkuruj ↪ac na poziomie wielu atrybutów.
Aukcje wieloatrybutowe wymagaj ↪a określenia szeregu kluczowych sk ladowych procesu [4]: model
preferencji pozwaj ↪acy kupuj ↪acemu wyrazić swoje preferencje, model agregacji wielokryterialnej
pozwaj ↪acy kupuj ↪acemy wybrać najlepsz ↪a ofert ↪e. Preferencje kupuj ↪acego s ↪a wyrażane przez zde-
finiowanie zbioru atrybutów, ich dziedzin i kryteriów, które s ↪a funkcjami przypisuj ↪acymi oceny
liczbowe wszystkicm możliwym wartościom poszczególnych atrybutów. Wi ↪ekszość wielokryte-
rialnych modeli agregacji wykorzystywanych w wieloatrybutowych aukcjach bazuje na agrega-
cji ważonej sumy [5, 6, 17, 31]. Ta najprostsza agregacja ma jedna wiele wad wskazywanych
wcześniej. Z punktu widzenia realizacji aukcji kluczowym problemem jest jej pe lna kompensa-
cyjność pozwaj ↪aca bardzo z ly wynik danego atrybutu w ofercie w pe lni zrekompensować dobrymi
wartościami innych atrybutów. Ponadto, jak wskazywane we wcześniej pewne niezdominowane
oferty nie mog ↪a być nigdy najlepszymi w sensie agregacji ważonej, a to jest poważn ↪a wad ↪a pro-
cesu aukcyjnego, jako że oznacza odrzucanie pewnych ofert jedynie z przyczyn technicznych.
W celu pokonania tej wady Bellosta et al. [3] zaproponowali użycie modelu wielokryterialnego
opartego na metodzie punktu odniesienia (MPO). Zosta ly zaproponowany kompletny mecha-
nizm aukcji odwrotnej oparty na modelu MPO, gdzie kupuj ↪acy specyfikuje wymagane wartości
poszczególnych atrybutów.

W każdej rundzie aukcji odwrotnej, kupuj ↪acy zbiera oferty, wybiera najlepsz ↪a ofert ↪e jako
punkt odniesienia dla nast ↪epnej rundy i formu luje odpowiedni ↪a kontrpropozycj ↪e. Kontrpropo-
zycja jest oparta na zasadzie przebijania ofert, co oznacza konieczność przebicia najlepszej oferty
z poprzedniej rundy przez oferty dopuszczane w kolejnej rundzie. W standardowym przypadku
aukcji jednoatrybutowej (cena), ta zasada może być prosto implementowana przez komunikowa-
nie sprzedaj ↪acym najlepszej oferty (ceny) z poprzedniej rundy poprawionej o minimaln ↪a różnic ↪e
∆. Sprzedaj ↪acy s ↪a w tedy proszeni o przesy lanie nowych ofert co najmniej tak samo dobrych
jak komunikowana wartość. Ten sam schemat może być stosowany do aukcji wieloatrybuto-
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wych z modelem preferencji określonym funkcj ↪a skalaryzuj ↪ac ↪a, wymaga to jednak ujawnienia
sprzedaj ↪acym funkcji skalaryzuj ↪acej czyli dok ladnych preferencji kupuj ↪acego. Jak pokazano w
[3] mechanizm aukcji oparty na MPO pozwala spe lniać zasad ↪e przebijania ofert bez ujawniania
pe lnego modelu preferencji kupuj ↪acego. Jest to osi ↪agane przez określanie poziomów rezerwacji
dla poszczególnych atrybutów na poziomie najlepszej oferty z odpowiednimi poprawkami ∆ i
komunikowanie sprzedaj ↪acym jako minimalnych wymagań.

3.2 WOWA rozszerzenie aukcji MPO

Niech Θ(a1, . . . , am) = (θ1(a), θ2(a), . . . , θm(a)) oznacza wektor otrzymany z a w wyniku posor-
towania jego wspó lrz ↪ednych od najgorszej do najlepszej (w niemalej ↪acym porz ↪adku). To znaczy,
istnieje permutacja τ taka, że θi(a) = aτ(i) dla wszystkich i oraz θ1(a) ≥ θ2(a) ≥ . . . ≥ θm(a).
Standardowa maksyminimalizacja polega na maksymalizacji θm(a) ignoruj ↪ac wartości θi(a) dla
i ≤ m − 1. Dla uwzgl ↪ednienia pozosta lych wartości rozważa si ↪e ważon ↪a kombinacj ↪e, co prowa-
dzi do tzw. uporz ↪adkowanych średnich ważonych (Ordered Weighted Averaging – OWA) [38].
W OWA wagi s ↪a przypisane do konkretnych pozycji uporz ↪adkowane wektora osi ↪agni ↪ecia a nie
do poszczeólnych funkcji osi ↪agni ↪ecia (atrybutów). Z agregacj ↪a OWA otrzymuje si ↪e nast ↪epuj ↪acy
model metody MPO:

max{
m∑
i=1

wiθi(a) : ai = si(fi(x)) ∀ i, x ∈ Q } (20)

gdzie w1 < w2 < . . . < wm dodatnie ścísle rosn ↪ace wagi. Standard model MPO ze skalaryzuj ↪ac ↪a
funkcj ↪a (16) może być wyrażona w jako OWA MPO model (20) z wagami w1 = . . . = wm−1 =
ε/m and wm = 1 + ε/m czyli ścísle rosn ↪acymi w przypadku m = 2. Dla m > 2 standardowa
MPO pomija różnice w ważeniu najwi ↪ekszej wartości osi ↪agni ↪ecia, drugiej najwi ↪ekszej itd. (w1 =
. . . = wm−1 = ε/m). Model OWA MPO (20) różnicować te wagi za pomoc ↪a rosn ↪acych ci ↪agów
(np. geometrycznych).

OWA MPO model umożliwia wprowadzenie do MPO wspó lczynników ważności po-
szczególnych atrybutów przez reskalowanie odpowiednio ich miar w rozk ladzie osi ↪agni ↪eć zgod-
nie z definicj ↪a tzw. skalowanych OWA (Weighted OWA – WOWA) [33]. Niech w =
(w1, . . . , wm) bedzie wektorem preferecyjnych (OWA) wag i niech p = (p1, . . . , pm) oznacza
vektor wspó lczynników ważności (pi ≥ 0 dla i = 1, 2, . . . ,m i

∑m
i=1 pi = 1). WOWA aggregacja

osi ↪agni ↪eć a = (a1, . . . , am) jest zdefiniowana jako:

Aw,p(a) =
m∑
i=1

ωiθi(a), ωi = w∗(
∑
k≤i

pτ(k))− w∗(
∑
k<i

pτ(k)) (21)

gdzie w∗ jest rosn ↪ac ↪a funkcj ↪a interpoluj ↪ac ↪a punkty ( i
m ,
∑
k≤iwk) razem z (0.0), a τ oznacza

permutacj ↪e porz ↪adkuj ↪ac ↪a wektora a (tzn. aτ(i) = θi(a)). Agregacja WOWA obejmuje jako
szczególny przypadek (wi = 1/m dla i = 1, 2, . . . ,m) standardow ↪a średni ↪a ważon ↪a z wagami pi.
Funkcja w∗ może być zdefiniowana przez odpowiedni ↪a funkcj ↪e generuj ↪ac ↪a

g(ξ) = mwi for (i− 1)/m < ξ ≤ i/m, i = 1, 2, . . . ,m (22)

wzorem w∗(α) =
∫ α
0 g(ξ) dξ.

Wprowadzenie w ↪ez lów αi =
∑
k≤i pτ(k) and α0 = 0 pozwala wyrazić

ωi =

∫ αi

0
g(ξ) dξ −

∫ αi−1

0
g(ξ) dξ =

∫ αi

αi−1

g(ξ) dξ
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Dlatego, agregacja WOWA być wyrażona z prostsz ↪a formu l ↪a gdzie wagi preferencyjne wi s ↪a
stosowane do odpowiednich średnich kwantylowych zgodnie z rozk ladem defiowanym przez
wspó lczynniki ważności pi [29]:

Aw,p(a) =
m∑
i=1

wim

∫ i
m

i−1
m

F (−1)
a (ξ) dξ (23)

gdzie F
(−1)
a jest funkcj ↪a schodkow ↪a F

(−1)
a (ξ) = θi(a) for βi−1 < ξ ≤ βi. Matematycznie to

może być sformalizowane nast ↪epuj ↪aco. Najpierw, wprowadzana jest dystrybuanta (cdf) Fa(d) =∑m
i=1 piδi(d), gdzie δi(d) = 1 jeśli ai ≤ d i 0 w przeciwnym przypadku. Nast ↪epnie, wprowadza

si ↪e funkcj ↪e kwantylow ↪a F
(−1)
a = inf {η : Fa(η) ≥ ξ} for 0 < ξ ≤ 1 jako odwrotność Fa, tzn.,

F
(−1)
a (ξ) = inf {η : Fa(η) ≥ ξ} for 0 < ξ ≤ 1, i ostatecznie F

(−1)
a (ξ) = F

(−1)
a (1− ξ).

Finalnie otrzymuje si ↪e nast ↪epuj ↪acy model [25] dla WOWA MPO z przedzia”mi liniowymi
funkcjami osi ↪agni ↪ecia (17):

max
m∑
k=1

w′kzk s.t. zk = ktk −m
m∑
i=1

pidik ∀ k

x ∈ Q, yi = fi(x) ∀ i
ai ≥ tk − dik, dik ≥ 0 ∀ i, k
ai ≤ γ(yi − rri )/(rai − rri ) ∀ i
ai ≤ (yi − rri )/(rai − rri ) ∀ i
ai ≤ α(yi − rai )/(rai − rri ) + 1 ∀ i

(24)

Umożliwia to implemetacj ↪e WOWA MPO za pomoc ↪a programowania liniowego. Jednakźe sto-
suj ↪ac WOWA MPO do wyznaczania najlepszej oferty możliwe jest odwo lanie do bezpośredniego
wzoru (21) z predefiniowan ↪a przedzia lami liniow ↪a funkcj ↪a w

∗.
Agregacja WOWA z dodatnimi wagami jest ścísle rosn ↪aca [25]. Dlatego, podobnie do aukcji

opartej nastandardowej MPO [3], aukcja oparta na WOWA MPO spe lnia zasad ↪e przebijania
ofert bez ujawniania preferencji kupuj ↪acego.
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