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Streszczenie: Obok efektywnosci catego systemu, istotnym
czynnikiem oceny decyzji jest minimalizacja nieréwnosci (roz-
bieznosci), czyli sprawiedliwe traktowanie wszystkich kon-
kurujacych uzytkownikéw. Oparty na koncepcji sprawie-
dliwosci Rawlsa model minimaksymalizacji leksykograficz-
nej stanowi regularyzacje¢ standardowej minimaksymalizacji
uwzgedniajaca oprocz minimalizacji najwigkszej (najgorszej)
oceny rowniez minimalizacje drugiej najwigkszej oceny (pod
warunkiem minimalnych wartosci najwigkszych ocen), mini-
malizacje trzeciej najwickszej (pod warunkiem minimalnych
warto$ci dwdch najwigkszych ocen), itd. Celem niniejszej
pracy jest weryfikacja mozliwosci skutecznego wykorzystania
metodologii optymalizacji skumulowanych uporzadkowanych
ocen do bezposrednich metod implementacji minimaksymali-
zacji leksykograficzne;j.

Stowa kluczowe: minimaksymalizacja leksykograficzna, efek-
tywnos¢, sprawiedliwosé, porzadkowa Srednia wazona.

1. ZAGADNIENIE MINIMAKSYMALIZACJI
LEKSYKOGRAFICZNE]

Wiele zagadnienn optymalnego projektowania lub ste-
rowania systemem moze by¢ formutowanych w po-
staci zagadnieri optymalizacji wielokryterialnej, gdzie
poszczegdlne funkcje oceny wyrazaja w jednolitej skali
indywidualne oceny réznych uzytkownikow systemu i
poszukuje si¢ rozwiazania mozliwie najbardziej zadowa-
lajacego wszystkich uzytkownikéw. Obok efektywnosci
catego systemu, istotnym czynnikiem oceny decyzji jest
minimalizacja nieréwnoSci (rozbieznoSci), czyli spra-
wiedliwe (bezstronne i réwne) traktowanie wszystkich
konkurujacych uzytkownikéw (ang. fairness, equity)
[9, 10, 15]. Tego typu modele wielokryterialne z jedno-
litymi (homogenicznymi) ocenami pojawiaja si¢ w wielu
innych zagadnieniach, jak na przyktad w licznych proble-
mach dynamicznych, gdzie poszczegélne funkcje oceny
reprezentuja t¢ sama ocene w odniesieniu do réznych
momentéw czasu [8]. W problemach stochastycz-
nych jednolite oceny moga reprezentowac rézne mozliwe
warto$ci niedeterministycznej pojedynczej oceny ([14] i
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literatura tam cytowana). Ponadto, wiele technik mo-
delowania problemdéw decyzyjnych wprowadza najpierw
oceny jednolite, a nastgpnie dokonuje ich (bezstron-
nej) agregacji, jak na przyklad, agregacja relacji przy-
naleznosci do zbioru rozmytego.

Dla ustalenia uwagi bedziemy przyjmowaé, ze funk-
cje oceny wyrazaja negatywne wtasnosci systemu takie
jak opdZnienia realizacji ustugi, czas reakcji itp., czyli
podlegaja minimalizacji. W takim przypadku pewne
wymagania sprawiedliwoSci moga zostaé osiagnigte
przez minimaksymalizacjg, polegajaca na minimalizacji
najwiekszej (najgorszej) oceny:

min{j:r{lé?(m fix) :xeQ}

Faktycznie w przypadku bardzo prostego zbioru
dopuszczalnego okre§lonego jednym réwnaniem bi-
lansujacym rozwiazanie zadania minimaksymalizacji
min{max;—1,._mY; Z}”Zlyj < b } gwarantuje
petna réwno$¢ wynikéw 41 = 42 = ... = Ym. W
og6lnym przypadku dla bardziej ztozonych ograniczen
to nie jest juz prawda, a co gorsza, istnieje na ogét wiele
rozwigzan zadania minimaksymalizacji i wigkszo§¢
z nich jest zdominowana. Koncepcja optymalizacji
minimaksowej moze by¢ rozciagni¢ta na minimalizacje
drugich co do wielko$ci wspétrzednych wektoréw ocen,
trzecich co do wielko&ci itd. Prowadzi to do koncepcji
minimaksymalizacji leksykograficznej, czyli minima-
lizacji leksykograficznej wektoréw ze wspétrzednymi
uporzadkowanymi nierosnaco (optymalizacji ocen
uporzadkowanych od najgorszej do najlepszej). Niech
(@) = (aqy,agy),. .-, a4y)) oznacza wektor otrzymany
z a w wyniku posortowania jego wspolrzednych od
najgorszej do najlepszej (w niemalejacym porzadku). To
ZNaczy, a1y > G2y = ... = Gy 1 istnieje permutacja
7 zbioru M taka, ze agy = ar; dlaj = 1,...,m.
Relacja nieréwnosci leksykograficznej jest porzadkiem
liniowym 1 dlatego mozliwe jest wyznaczenie naj-
lepszego uporzadkowanego wektora ocen w sensie
tej relacji.  Stosujac porzadek leksykograficzny do
uporzadkowanych wektoréw ocen (y) otrzymujemy
zadanie minimaksymalizacji leksykograficznej:

lex min {(61(f(x)),...,0,(f(x))) : x € Q},



gdzie 0;(y) = yy;)-

Model minimaksymalizacji leksykograficznej sta-
nowi regularyzacj¢ standardowej minimaksymalizacji
uwzgedniajaca oprécz minimalizacji najwiekszej oceny
réwniez minimalizacj¢ drugiej najwigkszej oceny (pod
warunkiem minimalnych warto$ci najwigkszych ocen),
minimalizacj¢ trzeciej najwigkszej (pod warunkiem mi-
nimalnych warto§ci dwéch najwigkszych ocen), itd.
Model minimaksymalizacji leksykograficznej stanowi
formalizacje koncepcji sprawiedliwo$ci wprowadzonej
przez Rawlsa [20]. Jest on tez jedyna konsekwentna re-
gularyzacja standardowego kryterium minimaksymaliza-
cji zgodna z aksjomatami rozszerzania i zaw¢zania zbioru
ocen [12, 7].

Minimaksymalizacja leksykograficzna byla najpierw
analizowana w teorii gier jako koncepcja wyboru opty-
malnej (minimaksowej) strategii wykorzystujacej dodat-
kowo zla (nie optymalna) gr¢ przeciwnika [5] i osta-
tecznie sformalizowana jako jadro (nucleolus) gry [19].
Koncepcja ta byta tez rozpatrywana w teorii aproksy-
macji jednostajnej [21] jako dodatkowe uSciSlenie wy-
boru elementu aproksymujacego w oparciu o drugie co
do wielkoSci odchylenia, i dalsze. Podobne znaczenie
ma wykorzystanie minimaksymalizacji leksykograficz-
nej dla uscislania operatora przecigcia zbioréw rozmy-
tych [6]. W zagadnieniach optymalizacji minimaksyma-
lizacja leksykograficzna byta najpierw rozpatrywana w
odniesieniu do programowania liniowego [1, 11]. W za-
daniach programowania liniowego, podobnie jak w grach
macierzowych zbiér dopuszczalny jest wieloSciennym
zbiorem wypuklym a oceny sa funkcjami liniowymi. W
takim przypadku zawsze istnieje blokujaca (dominujaca)
funkcja oceny, stala (przyjmujaca warto$§¢ optymalna)
na calym zbiorze rozwiazan optymalnych zadania mini-
maksowego. Dlatego leksykograficzne rozwiazanie mini-
maksowe odpowiedniego zadania moze by¢ wyznaczone
przez sekwencyjna optymalizacj¢ minimaksowa z elimi-
nacja blokujacych funcji oceny. Umozliwia to zastosowa-
nie minimaksymalizacji leksykograficznej do wieloeta-
powego (dynamicznego) zagadnienia rozdziatu zasobéw
[8] i do zagadnien projektowania sieci telekomunikacyj-
nych [2, 18].

Minimaksymalizacja leksykograficzna byta tez rozpa-
trywana w modelach dyskretnych [3, 7, 4], w tym w
zagadnieniach lokalizacyjnych [13]. W modelach dys-
kretnych brak wypukloSci zbioru dopuszczalnego powo-
duje, Ze nie ma gwarancji istnienia oceny blokujacej
[12], co wyklucza stosowanie metodologii opartej na
stopniowej eliminacji ocen blokujacych. Celem niniej-
szej pracy jest weryfikacja mozliwosci skutecznego wy-
korzystania rozwinigtej wcze$niej metodologii optyma-
lizacji skumulowanych uporzadkowanych ocen [15] do
bezposrednich metod implementacji minimaksymalizacji
leksykograficznej. Zauwazmy, ze najnowowsze wyniki
[17, 16] pokazuja mozliwosci bezposredniego wyrazenia
w terminach programowania liniowego (konstrukcji z
prostymi dodatkowymi nieréwno$ciami liniowymi) sumy
ustalonej liczby najgorszych ocen i co za tym idzie usta-
lonej sekwencji funkcji liniowych do leksykograficzne;j
optymalizacji dla realizacji minimaksymalizacji leksyko-
graficznej.
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2. MODELE BEZPOSREDNIE

2.1. Uporzadkowane oceny

Uporzadkowane oceny wykorzystywane w minimak-
symalizacji leksykograficznej bezposrednio z definicji
mozna wyrazi¢ za pomoca zmiennych dyskretnych [22]:

min t,

p-o.

Y(k)
tr —y; > —Czj, z1i; € {0,1} V)

szjgkfl

Jj=1

gdzie C' jest dostatecznie duza stala, ktéra pozwala wy-
musza¢ nieréwnos¢ ¢, > y; dla z;; = 0 jednocze$nie
ignorujac ja dla zz; = 1. Dla k = 1 wszystkie zmienne
binarne z;; sa réwne 0 co prowadzi do standardowego
sformutowania minimaksymalizacji. Dla & > 1 wszyst-
kie m zmiennych binarnych zj; jest istotna cze$cia mo-
delu, co prowadzi do zlozonych zadari obliczeniowych.

Rozwazmy skumulowane kryteria 0y, (y) = S2F_, Yy
wyrazajace odpowiednio najgorsza (najwigksza) wartos¢
oceny, sum¢ dwdch najgorszych ocen, sume trzech naj-
gorszych ocen, itd. Przy stosowaniu leksykograficz-
nej optymalizacji taka kumulacja ocen nie wptywa na
rozwiazanie zadania, czyli minimaksymalizacja leksyko-
graficzna jest rownowazna zadaniu

0, (F(x))) : x € Q},

gdzie 0, (y) = Zle Y@y Pozwala to istotnie uprocic
problem dzigki bezposredniemu wyrazeniu skumulowa-
nych uporzadkowanych ocen za pomoca zaleznosci pro-
gramowania liniowego (PL). Zauwazmy, ze dla do-
wolnego ustalonego wektora y, jego skumulowane
uporzadkowane wspétrzedne stanowia wartoSci opty-
malne nastepujacych zadan PL:

lex min {(0; (f(x)), ...

m
Ou(y) = max Y yuy
j=1

p.o. ZUkj =k
j=1
O0<uy; <ldlaj=1,...,m.

Powyzszy model jest zadaniem PL dla ustalonego da-
nego wektora ocen y, ale staje si¢ nieliniowym za-
daniem w typowym przypadku wektora ocen y repre-
zentujacego zmienne. Ta trudno$¢ moze by¢ poko-
nana, przez wykorzystanie dualnego modelu PL, gdzie
wektor ocen y wystepuje jako prawa strona ograniczefi
nieréwnosciowych:

min kt; + dej
j=1
te +dij >y, dgg >0 V.

Ocly) =

p-o.

lub w zwartym zapisie

0 (f(x)) = min {kt) + Z(fj(x) —tr)+:xEQ},

j=1



gdzie (.); stanowi nieujemna czg$é liczby, a ¢ jest
dodatkowa zmienna pomocnicza (nieograniczona co do
znaku). Tak okreslony model umozliwia dla dowolnego
zadania optymalizacji wprowadzenie minimaksymaliza-
cji leksykograficznej w postaci dodatkowych ograniczen
PL. Tak wigc w przypadku oryginalnego zadania PL
otrzymany model stanowi leksykograficzne zadanie PL.
Podejscie to nie wymaga jednak spetnienia zatozed wy-
puktosci. Moze by¢ zatem stosowane do modeli dyskret-
nych tworzac ustalony ciag zadan optymalizacji dyskret-
nej do rozwiazania.

lex min [tl + Zdlj, ceoymity, + dej]
j=1 j=1

X € Q.

p.o.

2.2. Uporzadkowane wartoSci

Dla pewnych szczeg6lnych zagadnieni optymalizacji dys-
kretnej (kombinatorycznej) mozliwe jest wykorzysta-
nie skoficzonosci zbioru wszystkich mozliwych wartosci
funkcji ocen f; (wynikajacej ze skoficzonej liczby
rozwiazan dopuszczalnych). Wektor uporzadkowanych
ocen okreSla rozktad wartoSci ocen wynikajacych z de-
cyzji x. W przypadku gdy istnieje skoficzony zbidr
mozliwych wartosci ocen (lub gdy mozemy si¢ ogra-
niczy¢ do odpowiedniej skoriczonej aproksymacji tego
zbioru, np. warto$ciami rozmytymi), mozna operowac
bezposrednim opisem rozktadu wartoSci przez krotnosSci
przyjmowania poszczegélnych wartoéci. Niech V =
{vi,ve,...,v.} (gdzie v1 > vy > .-+ > wv,) ozna-
cza zbiér wszystkich osiagalnych wartosci ocen, czyli
zbiér wszystkich mozliwych wartosci funkcji f; dla
X € Q. Mozemy wprowadzi¢ funkcje catkowite hy(y)
wyrazajace liczbe wystapien wartoSci vy w wektorze
y. Majac zdefiniowane funkcje hj;, mozemy wprowadzic¢
skumulowane funkcje rozktadu: hy(y) = Zle hi(y).
Funkcja hj, wyraza liczbe wspétrzednych wektora y
wigkszych lub réwnych vy. Poniewaz dazymy do mini-
malizacji ocen, to jesteSmy rowniez zainteresowani mini-
malizacja funkcji hj. Minimaksymalizacja leksykogra-
ficzna moze by¢ wtedy wyrazona jako standardowa mi-
nimalizacja leksykograficzna funkcji i, (f(x)):

lexmin {(h1(f(x)),...,h(f(x))) : x € Q}

Zauwazmy, ze analogiczne wyrazenie nie byloby
mozliwe dla funkcji hy, nie zawierajacych kumulacji, po-
niewaz nie mozna z gory ustalié, ktére tych funkcji po-
winny by¢ minimalizowane, a ktére maksymalizowane.
Niestety funkcje hy, podobnie jak hj, nie maja pro-
stej postaci analitycznej. Ta trudno$¢ moze by¢ poko-
nana przez dalsza kumulacj¢ funkcji z odpowiednimi
wspotczynnikami wagowymi. Operacje (dodatniego)
wazenia i kumulacji fukcji celu nie maja wptywu na wy-
nik odpowiedniej optymalizacji leksykograficznej. Dla-
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tego mozna wprowadzi¢ funkcje:

e
J

hi(y) (v = vig1)luly)

N
Il
N

(y5 — vr)y = max{y; — v, 0},

Jj=1

NE

<.
[
—

gdzie hy (y) = 0 dla dowolnego wektora ocen. Tak zde-
finiowane funkcje sa przedziatami liniowe i wypukte, co
gwarantuje ich tatwa implementacj¢ w zadaniach mini-
malizacji za pomoca zalezno$ci liniowych:

o=
j=1
hij > y; —vg, hiy >0 dlaj=1,...,m.

Dlatego zadanie minimalizacji leksykograficzne;j:

he(£(x))  x € Q)

stanowi alternatywny model obliczeniowy dla problemu
minimaksymalizacji leksykograficznej. Podobnie jak
model minimalizacji leksykograficznej skumulowanych
uporzadkowanych ocen, powyzszy model umozliwia dla
dowolnego zadania optymalizacji wprowadzenie mini-
maksymalizacji leksykograficznej w postaci dodatko-
wych nieréwnosci liniowych. Tak wigc w przypadku ory-
ginalnego zadania PL otrzymany model stanowi leksyko-
graficzne zadanie PL. Podejscie to nie wymaga jednak
spetnienia zalozet wypuklosci. Moze by¢ zatem stoso-
wane do zagadnien dyskretnych tworzac ustalony ciag

zadan optymalizacji dyskretnej do rozwiazania.
lex min [Z h2jvzh3ja- .
Jj=1 J

52 hed]
j=1 j=1
hij = fi(X) — vk, hiy =0V j,k
X € Q.

lex min {(hz(£(x)), ...

m

p.o.

3. EKSPERYMENTY OBLICZENIOWE

Przeprowadzone zostaly eksperymenty obliczeniowe dla
realizacji minimaksymalizacji leksykograficznej przy po-
mocy metod bezposrednich. Za punkt wyjscia wy-
brano dyskretny problem lokalizacyjny. Problem ten
mozna sformutowac nastgpujaco. Dany jest zbiér m
klientéw (jednostek przestrzennych) oraz zbiér n poten-
cjalnych lokalizacji obiektow. W szczegdlnosci moze
to by¢ podzbiér (lub caly zbiér) punktéw reprezen-
tujacych klientéw. Ponadto dana jest liczba p (p < n)
obiektow do lokalizacji. Decyzj¢ mozna tu opisaé po-
przez zmienne binarne z; (j = 1,2,...,n) rowne 1,
gdy ma by¢ uzyta j—ta lokalizacja, a 0 w przeciwnym
przypadku. Nastepnie zaklada sie, ze dla kazdego klienta
i=1,2,...,m jest zdefiniowana funkcja f;(x) rozloko-
wania obiektéw x = (1, z2, ..., ;). Jest ona miara sa-
tysfakcji i—tego klienta z danego rozlokowania obiektow.
W typowych sformulowaniach probleméw lokalizacyj-
nych funkcja ta jest zwykle zwiazana z odlegtoscia i dla-
tego jej mniejsza warto$¢ oznacza wyzsza satysfakcje



klienta, a wigc kazda funkcja f; jest minimalizowana.
Decyzje przydziatu sa modelowane przy uzyciu dodatko-
wych zmiennych decyzyjnych x’ij t=12,...,m;5 =
1,2,...,n) réwnych 1, gdy lokalizacja j—ta jest uzyta do
obstugi i—tego klienta, a 0 w przeciwnym przypadku.

min f(x) (H

p.o. ij =p )
j=1

Zz;jzl 1=1,2,....m 3)
j=1

zh. < ,m;j=1,2,...,n (4)

<y i=1,2,...
xj, vy € {0,1} i om;i=1,2,...,n (5

Poszczegdlne funkcje f; sa zapisane w postaci linio-
wej f; 2?21 dijry; dla i 1,2,...,m, gdzie
wspotczynnik d;; wyraza odleglo$¢ i-tego klienta od lo-
kalizacji j. Celem jest wyznaczenie lokalizacji dla mini-
maksymalizacji leksykograficznej wektora ocen f(x).

W zadaniach testowych za lokalizacje klientéw
przyjeto punkty na osi X o wspotrzednych bedacych wie-
lokrotnoscia liczby 5 generowanych jako liczby losowe
o rozktadzie jednostajnym z przedziatu [0, 100]. Wszyst-
kie eksperymenty zostaly przeprowadzone na kompute-
rze PC klasy Pentium 1V, 1.7 GHz z wykorzystaniem pa-
kietu CPLEX 6.0.

Tablica 1. Czasy obliczefi (w sekundach) algorytmu mi-
nimaksymalizacji leksykograficznej z uporzadkowanymi
ocenami.

liczba liczba obiektéw (p)
klientéw (m) 1 2 3 5 7 10 15
2 0.0
5 0.1 0.0 0.0
10 02 03 03 03 01
15 09 21 18 23 18 05
20 3.2 83 11.0 16.2 15.7 232 0.5
25 10.2 29.4 46.5 52.7 - — 10.2

Tablica 2. Czasy obliczefi (w sekundach) algorytmu mi-
nimaksymalizacji leksykograficznej z uporzadkowanymi
wartos$ciami.

liczba liczba obiektéw (p)
klientéw (m) 1 2 3 5 7 10 15

2 0.0

5 0.0 0.1 0.0

10 01 01 0.0 01 0.0

15 04 02 01 01 01 0.0

20 1.0 06 04 02 02 0.0 0.0

25 1.8 15 1.7 08 06 01 0.1

W celu zbadania efektywnos$ci obliczeniowej algo-
rytméw minimaksymalizacji leksykograficznej dla pro-
blemu (1)—(5) przeprowadzona zostata seria testéw dla
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réznych jego rozmiaréw. Wyniki przedstawione w
tab. 1 i 2 reprezentuja Srednie czasy obliczen 10 lo-
sowych zadaid. Znak ’-’ oznacza, ze przekroczony
zostal maksymalny czas wykonania jednego kroku al-
gorytmu (ustalony na poziomie 60s). Zauwazmy,
ze algorytm uporzadkowanych wartosci charakteryzuje
si¢ znacznie krétszymi czasami obliczefi niz algorytm
uporzadkowanych ocen, co staje si¢ szczegllnie wi-
doczne wraz ze wzrostem liczby klientéw. Faktycz-
nie liczba krokéw algorytmu uporzadkowanych wartoSci
nie zalezy od liczby klientéw tylko od liczby réznych
warto$ci odlegtosci, a ta jest stala (nie przekracza
20 w generowanych przyktadach). Co wigcej, algo-
rytm uporzadkowanych wartoSci wymaga coraz mniej-
szej liczby zadan (krokéw) przy wigkszej liczbie loka-
lizowanych obiektéw, jako Ze najwicksza mozliwa od-
leglo$¢ w generowanych eksperymentach nie przekracza
warto$ci 100/p.

Tablica 3. Czasy obliczeft (w sekundach) poszczegdl-
nych krokéw algorytmu (m = 25).

uporzadkowane uporzadkowane

numer oceny wartosci
kroku p=1 p=3 p=5 p=1 p=3 p=5

1 0.1 0.6 1.0 0.0 1.4 0.6

2 0.2 1.4 3.0 0.2 0.1 0.1

3 0.2 1.3 2.8 0.0 0.1 0.1

4 0.3 1.7 1.8 0.2 0.0 0.0

5 0.2 2.1 2.1 0.1 0.1

6 0.3 1.8 1.8 0.1 0.0

7 0.2 1.8 2.5 0.1

8 0.3 1.8 2.1 0.1

9 0.3 2.0 1.9 0.1

10 0.3 2.1 3.1 0.0

11 0.4 1.8 2.8 0.1

12 0.3 2.0 2.6 0.0

13 04 2.1 3.3 0.1

14 0.3 2.2 3.0 0.1

15 0.5 2.2 3.2 0.1

16 04 2.5 3.0 0.1

17 0.3 2.6 3.3 0.1

18 0.5 2.3 1.7 0.2

19 0.5 2.3 2.1 0.1

20 0.5 2.2 1.0 0.0

21 0.6 2.0 1.2

22 0.6 1.8 0.9

23 0.9 1.3 0.7

24 0.7 1.3 0.8

25 0.9 1.3 1.0

Przeprowadzone zostaty takze testy pokazujace wptyw
wprowadzania do modelu dodatkowych ograniczen li-
niowych w kolejnych krokach algorytméw, tj. pod-
czas wyznaczania kolejnych wartoci 6, i odpowiednio
hj. Tab.31i4 zawieraja czasy obliczen pojedynczych
krokéw algorytméw bedace Srednia z 10 losowych zadan.
Zauwazmy, ze algorytm uporzadkowanych wartosci ge-
neruje zadania rozwiazywane zwykle znacznie szybciej
niz odpowiednie zadania algorytmu uporzadkowanych
ocen, pomimo podobnej struktury obu typéw zadan.



Tablica 4. Czasy obliczeri (w sekundach) poszczegdl-
nych krokéw algorytmu (m = 20).

uporzadkowane uporzadkowane

numer oceny wartoci
kroku p=1 p=3 p=5 p=1 p=3 p=5

1 0.1 0.1 0.3 0.1 0.2 0.1

2 0.1 0.4 0.9 0.0 0.1 0.1

3 0.1 0.4 1.0 0.0 0.0 0.0

4 0.1 0.5 0.9 0.0 0.0 0.0

5 0.1 0.6 1.1 0.1 0.1

6 0.1 0.6 1.0 0.0 0.0

7 0.2 0.6 1.0 0.1

8 0.1 0.7 1.1 0.0

9 0.1 0.7 1.0 0.0

10 0.2 0.6 0.9 0.1

11 0.1 0.7 1.0 0.0

12 0.2 0.6 0.9 0.0

13 0.2 0.7 1.0 0.1

14 0.1 0.8 0.9 0.0

15 0.2 0.6 0.8 0.1

16 0.2 0.6 0.6 0.1

17 0.2 0.5 0.5 0.0

18 0.3 04 0.4 0.1

19 0.2 0.5 0.5 0.0

20 0.3 0.4 0.4 0.1

Ma to dodatkowe znaczenie dla efektywnos$ci catego
procesu minimaksymalizacji leksykograficznej (por.
tab. 2), powigkszajac efekt wymagania przez al-
gorytm uporzadkowanych warto$§ci mniejszej liczby
zadan (krokéw) przy wigkszej liczbie lokalizowanych
obiektéw. JednoczeS$nie wskazuje to na potencjalng
atrakcyjno$¢ algorytmu uporzadkowanych wartosci na-
wet w przypadku zadari o bardzo duzej liczbie r6znych
mozliwych wartosci wynikowych.

DIRECT METHODS FOR LEXICOGRAPHIC
MIN-MAX OPTIMIZATION

Abstract: The approach called the Lexicographix Min-Max or
the Min-Max Fairness (MMF) problem depends on searching
for solutions minimal according to the lex-max order. MMF
is a refinement (regularization) of the standard min-max opti-
mization, but in the former, in addition to the largest outcome,
we minimize also the second largest outcome (provided that the
largest one remains as small as possible), minimize the third lar-
gest (provided that the two largest remain as small as possible),
and so on. The (point-wise) ordering of outcomes causes that
the lexicographic min-max problem is, in general, hard to im-
plement. Nevertheless, for convex problems it is possible to use
iterative algorithms solving a sequence of properly defined min-
max problems by eliminating some blocking criteria. In gene-
ral, it may not exist any blocking criterion allowing for iterative
min-max processing. In this paper we discuss two optimization
models allowing to form lexicographic sequential procedures
for various nonconvex (possibly discrete) MMF problems. Both
the approaches are based on some LP expansion of the original
model thus they remain relatively simple computationally.
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