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Przedmowa

Praktyczne problemy decyzyjne sa na tyle zlozone, ze nie moga by¢ modelo-
wane przy uzyciu tradycyjnych technik programowania matematycznego z jedna
skalarna funkcja celu. Powoduje to rosnace zainteresowanie wielokryterialnym
programowaniem matematycznym (optymalizacja wektorowa). Wiele réznych me-
tod analizy wielokryterialnych probleméw decyzyjnych zostalo zaproponowanych
w literaturze. Dokonany w ciagu ostatnich lat postep w technologii komputero-
wej umozliwia implementacje nawet bardzo zlozonych technik optymalizacji wie-
lokryterialnej, wymagajacych rozwiazywania wielu pomocniczych zadan jednokry-
terialnych. Co wiecej, systemy komputerowe o duzej mocy obliczeniowej staly sie
narzedziami bezposrednio uzywanymi przez decydentéw. Dlatego w ostatnich la-
tach zarysowal sie¢ w badaniach operacyjnych trend rozwoju szerzej pojmowanej
analizy decyzji (por. Geoffrion, 1992). W polaczeniu z nowoczesnymi metodami
informatyki prowadzi to do rozwoju interaktywnych systeméw wspomagania decy-
zji, gdzie matematyczne modele i metody jedynie wspieraja proces analizy decyzji
dokonywanej przez decydenta. Techniki optymalizacji stanowia jadro obliczeniowe
tych systeméw. Sa one jednak tylko czescia catego systemu informatycznego i za-
zwyczaj nie sa bezposrednio widoczne dla decydenta.

Niniejsza praca dotyczy analizy probleméw wielokryterialnego programowania
liniowego i dyskretnego. Wiekszo$¢ wielokryterialnych probleméw decyzyjnych, a
w szczegolnodcei decyzyjnych probleméw zarzadzania, moze by¢ sformulowana w
postaci odpowiednich zagadnien programowania liniowego i dyskretnego. Ponadto
wiele przedstawionych tu wynikéw dotyczy dowolnych zadan optymalizacji wielo-
kryterialnej, a ograniczenie do zadan liniowych i dyskretnych jest spowodowane
jedynie przeprowadzona analiza mozliwosci efektywnej implementacji odpowied-
nich metod i algorytméw. Zgodnie z biezacym trendem rozwoju badan operacyj-
nych, optymalizacja wielokryterialna jest tu traktowana jako narzedzie stosowane
W szerzej pojmowanym procesie rozwigzywania problemu decyzyjnego, czyli jako
technika do wykorzystania w systemie wspomagania decyzji. Dlatego w pracy
skoncentrowano sie na interaktywnych technikach optymalizacji wielokryterialnej,
pozwalajacych modelowaé rézne preferencje decydenta. Co wiecej, zajeto sie otwar-
tymi technikami interaktywnymi, nie narzucajacymi decydentowi zadnego sztyw-
nego scenariusza analizy problemu decyzyjnego i dopuszczajacymi mozliwo$é mo-
dyfikacji jego preferencji w trakcie analizy, w wyniku poznawania specyfiki prob-
lemu decyzyjnego (Wierzbicki, 1993). Dlatego tez praca ta jest po$wiecona analizie
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8 Przedmowa

réznych technik interaktywnych z punktu widzenia reprezentowanych przez nie mo-
deli preferencji i ich przydatnosci w praktycznych systemach wspomagania decyzji.

W rozdziale 1 zdefiniowane sa rozwazane problemy wielokryterialne i wprowa-
dzane podstawowe pojecia wykorzystywane w tej pracy. Najwazniejszym z nich
jest racjonalna relacja preferencji. Rozwiazania efektywne sa zdefiniowane jako
elementy minimalne dla réznych racjonalnych relacji preferencji. Techniki interak-
tywne analizy probleméw wielokryterialnych sa definiowane przez parametryczne
racjonalne relacje preferencji (parametryczne skalaryzacje). Wiele twierdzen za-
wartych w tym rozdziale dotyczy znanych faktéw z teorii programowania wielo-
kryterialnego, jednakze sa one dowodzone ze wzgledu na odmienne sformutowania
oparte na pojeciu racjonalnej relacji preferencji.

Rozdzial 2 dotyczy programowania celowego, ktére jest najpowszechniej stoso-
wang technika analizy wielokryterialnych probleméw decyzyjnych (White, 1990).
Jest to historycznie najstarsza technika uzywajaca poziomoéw aspiracji jako para-
metréw sterujacych. Najczesciej wykorzystywanym modelem programowania celo-
wego jest leksykograficzne liniowe programowanie celowe, pozwalajace na okreslanie
hierarchii priorytetéw poszczegélnych pozioméw aspiracji. Najwazniejszym wyni-
kiem zawartym w tym rozdziale jest symetryczna teoria dualnosci dla liniowych
leksykograficznych zadan programowania celowego (podrozdziat 2.2). W prezen-
towane]j teorii zadanie dualne do zadania programowania celowego jest zadaniem
programowania celowego i zachowane sa wszystkie podstawowe zaleznosci teorii
dualnosci programowania liniowego, lacznie z wlasnoscia punktu siodtowego. Teo-
ria ta pozwala na wyprowadzenie poprawnego dualnego algorytmu rozwiazywania
leksykograficznych zadan liniowego programowania celowego (podrozdziat 2.3). W
podrozdziale 2.4 pokazano niezgodno$¢ modelu preferencji programowania celowego
z modelem racjonalnych relacji preferencji i wynikajace z tego konsekwencje.

Rozdziat 3 jest poswiecony metodom punktu referencyjnego (Wierzbicki, 1977;
1982). W pierwszym podrozdziale sformulowano w terminach relacji preferencji
tzw. quasi—zadowalajacy model procesu decyzyjnego, lezacy u podstaw metod
punktu referencyjnego. Pozwala to wykazaé, ze metody punktu referencyjnego,
uzywajac podobnie jak programowanie celowe pozioméw aspiracji jako gtéwnych
parametréw sterujacych, zachowuja zgodno$¢ z modelem racjonalnych relacji pre-
ferencji. W podrozdziale 3.2 zaprezentowano system DINAS dla analizy wielokry-
terialnych zagadnien transportowo—lokalizacyjnych. System ten stanowi pierwsza
implementacje metod punktu referencyjnego do wielokryterialnych zadan progra-
mowania dyskretnego. Kolejne dwa podrozdzialy wprowadzaja metody punktu
referencyjnego (odpowiednio standardowa i przedzialowa) wykorzystujace techniki
programowania celowego. Umozliwia to dokladniejsze poréwnanie metod punktu
referencyjnego z programowaniem celowym. Co istotniejsze, pozwala to na wprowa-
dzenie hierarchii priorytetéw poziomoéw aspiracji do metod punktu referencyjnego
i na Scislejsza realizacje quasi—zadowalajacego modelu procesu decyzyjnego.

Oparcie pojecia rozwiazania zadania wielokryterialnego na pojeciu racjonalnej
relacji preferencji pozwala na rozwazanie rozwigzan zgodnych z pewnymi dodat-
kowymi wiasnosciami relacji preferencji. W rozdziale 4 oméwione sa modele pre-
ferencji uwzgledniajace elementy réwnosci kryteriéw. Rozwinieta zostala teoria
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symetrycznie efektywnych i wyréwnujaco efektywnych rozwiazan zagadnien wielo-
kryterialnych, jako rozwiazan minimalnych w sensie relacji preferencji anonimowo
racjonalnych i odpowiednio wyréwnujaco racjonalnych. Wyprowadzone zostaly tez
odpowiednie wersje metod punktu referencyjnego przyjmujace postaé¢ interaktyw-
nych technik referencyjnej dystrybucji ocen. Ponadto w podrozdziale 4.3 poka-
zano, jak koncepcja wyréwnujaco racjonalnej relacji preferencji moze by¢ wykorzy-
stana do konstrukcji metody punktu referencyjnego $cisle implementujacej quasi—
zadowalajacy model procesu decyzyjnego dla standardowych zadan optymalizacji
wielokryterialne;j.

Niniejsza praca stanowi podsumowanie najwazniejszych wynikéw uzyskanych
przez autora w czasie kilku lat prac badawczych nad optymalizacja wielokryte-
rialng i jej wykorzystaniem w systemach wspomagania decyzji. Badania te byly
w wiekszosci prowadzone w Instytucie Informatyki Uniwersytetu Warszawskiego.
Czeé¢ wynikow powstala jednak w trakcie stazy autora w College of Business,
Marshall University (Huntington, USA) oraz w Service de Mathématiques de la
Gestion, Université Libre de Bruxelles (Bruksela, Belgia). Ponadto prace nad me-
todologia i implementacja omawianego w podrozdziale 3.2 systemu DINAS bytly
czedciowo finansowane przez International Institute for Applied Systems Analysis
(Laxenburg, Austria) w ramach projektu Methodology of Decision Analysis.
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

1.1 Wielokryterialne programowanie liniowe dys-
kretne

Efektywne zarzadzanie wymaga czestego podejmowania zlozonych decyzji, czyli
rozwigzywania problemow decyzyjnych. Moze to by¢ na przyktad problem ustalenia
wielkosci produkcji poszczegdlnych asortymentéw towardw, rozdzielenia srodkow
na poszczegdlne inwestycje itp. Problemy decyzyjne opisuje sie matematycznie,
wprowadzajac zmienne decyzyjne. Na przyklad, planujac dzialalnosé zaktadu wy-
twarzajacego n réznych produktéw, okreslamy zmienna x; jako wielkos¢ produk-

¢ji j—tego asortymentu (j = 1,2,...,n). Podobnie, rozwazajac rozdzial zasobéw
na n inwestycji, mozemy okredli¢ zmienna decyzyjna x; jako kwote przeznaczona
na realizacje j—tej inwestycji (j = 1,2,...,n). Ogdlnie, mozemy wyrédznié¢ prze-

strzen decyzji X, ktorej elementy jednoznacznie opisuja podjete decyzje. Nasze
rozwazania ograniczamy tu do przypadku skoriczenie wymiarowych rzeczywistych
przestrzeni decyzji X = R". Oczywiscie, zmienne decyzyjne nie moga przyjmowac
wartosci dowolnych. W praktycznych problemach wystepuja pewne ograniczenia
na zmienne decyzyjne, wynikajace na przykiad z okreslonych mozliwosci technolo-
gicznych i surowcowych w przypadku produkcji czy tez z okredlonego budzetu w
przypadku rozdziatlu srodkéw. Ogdlnie mozemy powiedzieé, ze wektor zmiennych
decyzyjnych x powinien naleze¢ do pewnego ustalonego zbioru decyzji dopuszczal-
nych Q C X. Zbiér @) bedziemy dalej nazywac zbiorem dopuszczalnym, a nalezace
do niego wektory zmiennych decyzyjnych x € Q wektorami (rozwigzaniami) do-
puszczalnyms.

W problemach decyzyjnych wystepuja pewne miary jakosci podejmowanych
decyzji. Matematycznie miary jakosci decyzji wyraza sie za pomoca funkcji
fi + X — R, nazywanych funkcjami oceny. Przykladem funkcji oceny moze
by¢ funkcja wyrazajaca zysk, jaki przyniesie dany profil produkcji (dany wek-
tor x) badZ tez wysoko$¢ kosztéw zwiazanych z dana produkcja. Istnieje zatem
przeksztalcenie (funkcja wektorowa) £ = (f1, fa,..., fm) Drzestrzeni decyzji X w

13



14 ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE

przestrzen, ocen Y = R™. W naturalny sposéb pojawia sie tu problem wyboru
najlepszej decyzji. Zakladamy, ze wybdr ten bierze pod uwage tylko odpowied-
nie wektory ocen i decyzje o jednakowych wektorach ocen sa jednakowo dobre.
Tym samym problem wyznaczenia najlepszej decyzji mozemy ograniczy¢ do za-
gadnienia wyboru najlepszego wektora ocen w zbiorze osiggalnych wektoréw ocen
A={yeY:y=1£f(x), xe€ Q} Bezzmniejszania ogdlnosci rozwazan mozemy
zalozy¢, ze dla kazdej indywidualnej oceny f; mniejsza warto$¢ oceny oznacza lepsza
ocene decyzji.

Z kazdym problemem decyzyjnym zwiazany jest pewien model preferencji. Mo-
del taki ustala, ze dla pewnych par wektoréw ocen okreslone jest, ktéry z nich jest
lepszy. Wyrazane jest to za pomoca relacji scistej preferencji

y <y” &y jest lepszy niz y”

Podobnie, dla pewnych par wektoréw ocen mozna stwierdzi¢, ze sa one jednakowo
dobre. Wyraza sie to za pomoca relacji indyferencyi

y' =2y” & y' jest tak samo dobry jak y”
Dla pewnych par wektoréw ocen mozna stwierdzi¢ jedynie, ze jeden z nich jest nie
gorszy od drugiego. Zapisuje sie to za pomoca relacji stabej preferencyi

y' 2y"” &y’ jest nie jest gorszy niz y”
W ogélnym przypadku model preferencji moze nie by¢ spdjny (zupehly). To znaczy,
moga istnie¢ pary nieporéwnywalnych wektoréow ocen, dla ktorych nie zachodzi
zadna z relacji <, X, =.

Model preferencji jest kompletnie okreslony przez relacje stabej preferencji <
(por. Roy, 1990; Vincke, 1992). Relacje $cistej preferencji i indyferencji sa induko-
wane przez relacje stabej preferencji wedtug nastepujacych wzordéw

yl < y/l o (y/ j yll i yl/ ﬁ y/) (1.1)
yl o y// o (y/ j y// i y// j y/)
Dlatego w dalszych rozwazaniach bedziemy utozsamia¢ model preferencji z relacja
(stabej) preferencji <. To znaczy, przez relacje preferencji < bedziemy rozumieé
uklad relacji <, < i = spehliajacych warunki (1.1)—(1.2).

Nasze rozwazania ograniczamy do tzw. racjonalnych modeli preferencji, w

ktorych zakladamy, ze relacja preferencji jest:

o zwrotna
yy dlayeY (1.3)

e przechodnia (tranzytywna)
(y/ j y/l i yl/ j y/l/) = y/ j y/// dla }II7 yl/, y/l/ 6 Y (1.4)
e oraz $cisle monotoniczna
y—ece; <y dlayeY, >0, i=12,...,m (1.5)

gdzie e; oznacza i—ty wektor jednostkowy w przestrzeni ocen Y.
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Zauwazmy, ze relacja indyferencji dla dowolnej zwrotnej i przechodniej relacji
preferencji spelia warunki zwrotnosci i przechodniosci oraz symetrii
/

y/ o~ y// o= y// o~ y

czyli jest relacja rownowaznosci.

Definicja 1.1 Relacje preferencji = nazywamy racjonalng relacja preferencyi,
jezeli spetnione sq warunki (1.3)-(1.5).

Racjonalna relacja preferencji jest scisle monotonicznym preporzadkiem (czes-
ciowym). W ogélnym przypadku moze ona nie byé preporzadkiem liniowym, po-
niewaz moze nie speliaé¢ warunku spdjnosci (zupetnosci)

dla dowolnych y',y" €, y <y" lub y’" =y (1.6)

Dopuszczenie niespdjnosci relacji preferencji moze by¢ dyskusyjne. Gdy relacja
preferencji opisuje preferencje fizycznego decydenta, nieporownywalno$¢ pewnych
wektoréw ocen jest raczej zwigzana z niedostateczng znajomoscia problemu decy-
zyjnego i mozna argumentowac, ze przy idealnej znajomosci problemu decyzyjnego
wszystkie wektory ocen sa porownywalne. Dlatego wiele podejsé do modelowania
probleméw decyzyjnych zaklada spdjnosé relacji preferencji (por. Sawaragi i inni,
1985). Matematycznie jest to zwykle formalizowane przez przyjecie relacji scistej
preferencji < jako podstawowej relacji definiujacej model preferencji i okreslenie
relacji indyferencji oraz stabej preferencji za pomoca wzoréw

y =y e Y AY' 1 y'AY)
yl j y// <:> (y/ < y// 1ub y/ g y//)

W dalszych rozwazaniach dopuszczamy mozliwo$é niespdjnosci racjonalnej relacji
preferencji, ale nie traktujemy braku spéjnosci jako zalozenia istotnego.

W przypadku spdjnej racjonalnej relacji preferencji rozwiazanie problemu de-
cyzyjnego polega na wyznaczeniu dopuszczalnego wektora zmiennych decyzyjnych
z najmniejszym (w sensie danej relacji) wektorem ocen, czyli wektora x° € Q ta-
kiego, ze f (XO) <y dla kazdego y € A. W ogélnym przypadku, dopuszczajacym
niespdjnoé¢ racjonalnej relacji preferencji, rozwiazanie problemu decyzyjnego wy-
maga wyznaczenia dopuszczalnego wektora zmiennych decyzyjnych z minimalnym
(w sensie danej relacji) wektorem ocen, czyli wektora x € @ takiego, ze nie ist-
nieje y € A speliajacy zalezno$é¢ y < f(xo). Zauwazmy, ze w przypadku niespdjnej
relacji preferencji rézne minimalne wektory ocen moga by¢ nieporéwnywalne.

Tradycyjne programowanie matematyczne wymaga wprowadzenia pojedynczej
skalarnej funkcji celu v : Y — R wartosciujacej poszczegolne wektory ocen y i — co
za tym idzie — wektory decyzji x. Rozwiazanie problemu decyzyjnego jest wtedy
sprowadzane do wyznaczenia rozwigzania optymalnego zadania

min {U(fl(x)a fZ(X)v AR fm(x)) P XeE Q}
Podejscie to oznacza przyjecie zalozenia, ze relacja preferencji moze by¢ opisana za
pomoca funkcji uzytecznosci v (Fishburn, 1970; Keeney i Raiffa, 1976) spetniajacej
zaleznosci
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y 2y" e o) <ey”)
Zeby to bylo mozliwe, relacja preferencji < musi by¢ spéjna i speliaé¢ pewne
dodatkowe wymagania. W szczegdlnoséci przy naturalnym zalozeniu, ze funkcja
uzytecznosci jest ciagla, racjonalna relacja preferencji musi spelnia¢ warunek

"

y <y’ ' <y" = y'=2ty'+(1—t)y” dla pewnegot e (0,1)

Warunku tego nie spelnia na przyklad relacja porzadku leksykograficznego. Zau-
wazmy, ze zasadnicza trudnos¢ w rozwiazywaniu wielokryterialnych probleméw
decyzyjnych wynika z niemoznosci ustalenia a priori pojedynczego zagregowa-
nego wskaznika jakosci, podczas gdy funkcja uzytecznosci jest wlasnie takim
wskaznikiem. Trudnosci ze stosowaniem modeli funkcji uzyteczno$ci powoduja
rosnace zainteresowanie wielokryterialnym programowaniem matematycznym (op-
tymalizacja wektorowa) nie wykorzystujacym modeli funkeji uzytecznosci. Zna-
lazto to odbicie w licznych monografiach i artykutach przegladowych (Nykowski,
1977; Stadler, 1979; Hwang i Masud, 1979; Krawczyk, 1980; Ameljanczyk, 1980;
Konarzewska—Gubata, 1980; Rietveld, 1980; Hwang i Yoon, 1981; Podinowski i
Nogin, 1982; Chankong i Haimes, 1983; Stowinski, 1984; Yu, 1985; Sawaragi i inni,
1985; Steuer, 1986; Galas i inni, 1987; Luc, 1989; Bogetoft i Pruzan, 1991; Korho-
nen, 1992; Ringuest, 1992; Stewart, 1992; Vincke, 1992; Kaliszewski, 1994; Steuer
i inni, 1996).

Model wielokryterialnego programowania matematycznego pozwala rozpatry-
waé oryginalny uktad funkcji oceny f; (i = 1,2,...,m) jako funkcje celu wektoro-
wego zadania optymalizacji

min {(f1(x), fa(x),. -, fm(x)) = x € @}

Najczesciej stosowanym dzialem programowania matematycznego jest progra-
mowanie liniowe (PL), gdzie optymalizowana jest liniowa funkcja celu na zbiorze
dopuszczalnym okreslonym ukladem réwnan i nieréwnosci liniowych. Podobnie
modele liniowe dominuja zastosowania wielokryterialnego programowania mate-
matycznego (por. White, 1990). W wielokryterialnym zadaniu programowania
liniowego (WPL) zbiér dopuszczalny @ jest zbiorem rozwiazan ukladu ograniczen

n
S az; Ok by dlak=1,2,...,1
j=1
gdzie Qi oznacza jedna z relacji <, = lub >. Funkcje oceny maja postaé
n
fi(X):ZCijIj dlai:1,2,...,m
j=1
Wspélczynniki ¢;;, ar; oraz b; stanowia dane zadania. Wspétczynniki funkcji oceny
¢i;j tworza macierz C = (¢jj)i=1,...,m;j=1,....n. Podobnie wspdlczynniki ay; tworza
macierz A = (agj)k=1,..1;j=1,..n, & Wspolczynniki by, wektor (kolumne) prawych
stron b = (by,ba,...,b)T. Pozwala to na uproszczony macierzowy zapis zadania
WPL w postaci

min {Cx : Ax=b} lub min {Cx : Ax=b, x=0}
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gdzie Z oznacza nieréwnoéci > na wszystkich wspohrzednych odpowiednich wek-
torow. Dokladniej, stosujemy nastepujacy zapis nieréwnosci wektorowych w prze-
strzeni R"

P < ’ " .
X =X = z;<wj dlaj=12....n
XISX” PN X/#XH i X/éxu
x <x” & o <af dlaj=1,2,...,n

Modele programowania liniowego maja bardzo rozlegle zastosowania. W wielu
przypadkach sa one jednak modelami przyblizonymi, poniewaz nie uwzgledniaja
pewnych zalezno$ci lub zbytnio je upraszczaja. Dodatkowe mozliwosci daje prog-
ramowanie liniowe dyskretne (PLD), gdzie wprowadza sie do rozwazai zmienne
decyzyjne przyjmujace jedynie wartosci ze zbioru liczb catkowitych (oznaczanego
dalej przez Z). Najprostszym zastosowaniem tych zmiennych jest wyrazanie iloci
débr niepodzielnych, takich jak pojazdy, fabryki itp. Co wiecej, catkowitoliczbowe
(dyskretne) zmienne decyzyjne daja mozliwosé prostego zapisu szeregu zaleznosci
logicznych i kombinatorycznych (por. Williams, 1993). Dotyczy to w szczegdlnosci
sytuacji, gdzie trzeba dokona¢ wyboru jednego z kilku wariantéw. Techniki prog-
ramowania liniowego rozszerzone o dyskretne zmienne decyzyjne pozwalaja mo-
delowaé wiekszos$¢ probleméw decyzyjnych wywodzacych sie z zarzadzania i wielu
innych dziedzin. Dlatego nasze rozwazania dotyczace wielokryterialnego progra-
mowania matematycznego w zastosowaniach do rozwiazywania probleméw decy-
zyjnych koncentrujemy na wielokryterialnych zadaniach programowania liniowego
dyskretnego (WPLD), czyli zadaniach WPL, gdzie pewna czes$é¢ zmiennych decyzyj-
nych (w szczegblnosci wszystkie) przyjmuje tylko wartosci catkowite. Zdania WPL
bedziemy traktowaé jako szczegdlny (prostszy) przypadek zadaii WPLD. Wiele
przedstawionych w tej pracy wynikéw moze jednak mieé¢ zastosowanie do innych
klas zadan wielokryterialnych.

Przyklad 1.1. Rozwazmy problem decyzyjny polegajacy na wyborze inicjatyw
gospodarczych, ktére beda sfinansowane w ramach dostepnego budzetu b. Roz-
patrujemy n mozliwych inicjatyw, dla ktérych sa znane wysokoéci nakladow k;
(j = 1,2,...,n), wielkosci przewidywanych dochodéw d; (j = 1,2,...,n) oraz
wielkosci zatrudnienia p; (j = 1,2,...,n). JesteSmy zainteresowani takim wyko-
rzystaniem budzetu, aby maksymalizowaé¢ dochéd i zatrudnienie.

W rozwazanym problemie decyzje mozna opisa¢ przez zmienne binarne x;
(j=1,2,...,n) réwne 1, gdy ma byé wybrana j—ta inicjatywa, a 0 w przeciwnym
przypadku. Zmienne decyzyjne x; musza spelnia¢ ograniczenie Z?Zl kjz; < b.
Przewidywany dochdd wyraza sie wzorem Z?=1 d;jx;, a wielkodé zatrudnienia wzo-
rem z;-lzl p;jx;. Rozwazany problem decyzyjny mozemy zatem zapisa¢ w postaci
nastepujacego zadania WPLD z dwoma funkcjami oceny

min {(72 djxj,fz piT;) Z kje; <b, x; €{0,1} dlaj=12,...,n}
j=1 j=1 j=1

O
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1.2 Rozwiazania efektywne

Rozpatrzmy problem decyzyjny zdefiniowany jako zagadnienie wielokryterial-
nego programowania matematycznego z m skalarnymi funkcjami oceny

min {f(x) : x€ Q} (1.7
gdzie
f=(f1,---, fm) jest funkcja (wektorowa) przeksztalcajaca przestrzen decyzji
(realizacji) X = R™ w przestrzen ocen Y = R™;
poszczegdlne wspdlrzedne f; reprezentuja skalarne funkcje

oceny;
I={1,2,...,m} jest zbiorem indekséw ocen,

QCX oznacza zbiér dopuszczalny,

xeX oznacza wektor zmiennych decyzyjnych.

Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu wektorowi zmiennych decyzyjnych x € @Q
wektor ocen y = f(x), ktéry mierzy jakos$¢ decyzji x z punktu widzenia ustalonego
uktadu funkcji oceny fi,..., fin. Obraz zbioru dopuszczalnego @) dla funkcji f
stanowi zbidr osiagalnych wektorow ocen

A={yeY : y=1fx), xe@} (1.8)

Definicja 1.2 Zadanie wielokryterialne (1.7) nazywamy regularnym wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie jednokryterialne zadania

min {f;(x) : x € Q}, i=1,2,...,m (1.9)

majq rozwigzania optymalne.

Nawet nie znajac relacji preferencji (wiedzac jedynie, ze jest to racjonalna re-
lacja preferencji), mozemy stwierdzié, ze pewne wektory ocen nie moga by¢ mi-
nimalne w sensie danej relacji. Wynika to z faktu, ze pewne wektory ocen sa
gorsze od innych dla wszystkich racjonalnych relacji preferencji. Mozna to sforma-
lizowaé za pomoca relacji racjonalnej dominacji. Poniewaz model racjonalnych re-
lacji preferencji jest najogdlniejszym modelem preferencji rozwazanym w tej pracy,
to poza przypadkami mogacymi prowadzi¢ do niejasnosci, relacje racjonalnej do-
minacji bedziemy nazywaé po prostu relacjqg dominacyi.

Definicja 1.3 Mdwimy, ze wektor ocen 'y’ € Y (racjonalnie) dominuje y" € Y,
luby” jest (racjonalnie) dominowany przez'y' witedy i tylko wtedy, gdyy’ <y” dla
wszystkich racjonalnych relacji preferencyi.

Relacje racjonalnej dominacji bedziemy oznacza¢ symbolem <,. Dokladniej,
zapis y' <, y’ oznacza, ze wektor ocen y’ € Y racjonalnie dominuje y” € Y.
Analogicznie do relacji racjonalnej dominacji mozemy réwniez zdefiniowaé relacje
racjonalnej indyferencji 22, i stabej dominacji =<,..

Definicja 1.4 Mdwimy, ze wektor oceny’ € Y jest racjonalnie indyferentny zy” €
Y wtedy ¢ tylko wtedy, gdy y' = y" dla wszystkich racjonalnych relacji preferencyi.
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Definicja 1.5 Mdéwimy, ze wektor oceny’ € Y (racjonalnie) stabo dominuje y" €
Y lub y” jest (racjonalnie) stabo dominowany przez y' wtedy i tylko wtedy, gdy
y' 2y” dla wszystkich racjonalnych relacji preferencyi.

~

Zauwazmy, ze relacje racjonalnej dominacji <., indyferencji =, i stabej domi-
nacji =, spelmiaja warunki (1.1)—(1.2), czyli stanowia relacje preferencji <,.. Co
wiecej, jak tatwo sprawdzié, spelia ona warunki zwrotnosci (1.3), przechodniosci
(1.4) i Scistej monotonicznosci (1.5), czyli jest racjonalna relacja preferencji. Relacja
dominacji =<, jest najogdlniejsza racjonalna relacja preferencji i kazda racjonalna
relacja preferencji =< jest z nia zgodna w tym sensie, ze

y/ jr y/l = yl j y/l
Relacja racjonalnej dominacji <, moze by¢ wyrazona za pomoca nierownosci

wektorowej =, Zauwazmy, ze relacja = jest zwrotna i przechodnia. Ponadto praw-
dziwe sa dla niej zaleznosci

y/ < y// N (y/ é y// i y// 7@ y/)

y/ _ y// o (y/ =< y// i y// =< y/)
Zatem relacja = jest relacja preferencji z relacjami Scistej preferencji i indyferencji
okredlonymi odpowiednio jako < i =.

Twierdzenie 1.1 Dia dowolnych wektoréw ocen y’',y"” € Y

y/ <, y// PN y/ < y//
Dowdéd. Zauwazmy, ze relacja preferencji < zdefiniowana jako

y/ < y// o y/ = y//
jest racjonalna relacja preferencji. Zatem bezposrednio z definicji relacji dominacji
wynika, ze
Y=y = ¥y
Dla udowodnienia odwrotnej implikacji zalézmy, ze y’ = y”. Jezeli y’ = y”, to
na mocy zwrotnosci y’ <, y”. Pozostaje zatem przypadek, gdy y’ <y”. Jednakze,
korzystajac ze $cistej monotonicznosci i przechodniosci relacji =, otrzymujemy im-
likacj
p )¢ y/ < y// N y/ <, y//

Zatem ostatecznie ,

y é y// = y/ jr y// -
Whniosek 1.1 Wektor ocen 'y’ € Y dominuje y” € Y wtedy i tylko wtedy, gdy
yl S y//'

Whniosek 1.2 Dla kazdej racjonalnej relacji preferencji < prawdziwe sq nastepu-
jace implikacje Y < Y oy <y

y/ S y// = y/ < y//
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Relacja dominacji <4 moze by¢ ilustrowana za pomoca tzw. struktury domina-
cji (Yu, 1974; Sawaragi i inni, 1985), czyli przeksztalcenia przyporzadkowujacego
wektorom ocen y € Y zbiér dominowania D(y) okreslony jako zbiér kierunkéw
prowadzacych z y do wektoréw dominowanych przez y, rozszerzony o wektor zero-

WOWY
D(y)={de€Y : y=<qy+duU{0} (1.10)
Zgodnie z wnioskiem 1.1 struktura racjonalnej dominacji ma postaé
D(y)={deY : y<y+dlu{o}={deY : d=0}
czyli jest stala (nie zalezy od wektora ocen y) i jest zawsze réwna nieujemnemu

orthantowi. Rysunek 1.1 przedstawia D(y) zaczepiony w y, czyli zbiér y + D(y).

Y21

Rysunek 1.1:

Rys. 1.1. Struktura racjonalnej dominacji w R?

Relacja racjonalnej dominacji zazwyczaj nie spelia warunku spdjnosci (1.6) i
dlatego nie generuje preporzadku w zbiorze A (a jedynie czesciowy preporzadek).
Dlatego moze istnie¢ wiele wektoréw ocen minimalnych w sensie relacji racjonalnej
dominacji, z ktérych zaden nie jest najmniejszy. To znaczy, na ogdl nie istnieje
wektor ocen dominujacy wszystkie pozostale. Zatem relacja dominacji nie poz-
wala na jednoznaczne okreslenie najlepszego wektora ocen. Umozliwia ona jedynie
wyréznienie zbioru niezdominowanych wektoréw ocen Ay (elementy minimalne w

sensie relacji é) w odréznieniu od zdominowanych wektoréw ocen (pozostale wek-
tory ze zbioru A). Zdominowane wektory ocen odpowiadaja oczywiscie decyzjom
nieoptymalnym, poniewaz sa one gorsze od innych osiagalnych wektoréw ocen w
sensie kazdej racjonalnej relacji preferencji.

Definicja 1.6 Wektor ocen y € A nazywamy (racjonalnie) niezdominowanym
wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie istnieje y' € A taki, Zey' <, y.

Bezposrednio z definicji racjonalnej dominacji i wniosku 1.1 wynikaja nastepu-
jace charakterystyki niezdominowanych wektoréow ocen.
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Whiosek 1.3 Wektor ocen y° € A jest wektorem niezdominowanym wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje racjonalna relacja preferencyi <X taka, Ze dla Zadnego y € A nie
zachodzi y < y°.

Whniosek 1.4 Wektor ocen y° € A jest wektorem niezdominowanym wtedy i tylko
wtedy, gdy nie istnieje y € A taki, Zey <yO.

Twierdzenie 1.2 Jezeli zbidr osiggalnych wektoréw ocen A # () jest domkniety
i istnieje wektor y* € Y dominujacy wszystkie osiggalne wektory ocen'y € A, to
istnieje niezdominowany wektor ocen y° € A.

Dowdéd. Niech y’ € A bedzie dowolnym osiagalnym wektorem ocen. Rozpatrzmy
zbior A/ ={y €A : Y7, v <>, yi}. Zbiér A jest zawarty w zbiorze

m m

Yo={ye€eY : y >y dlai=1,2,...,m, Zyig vt

i=1 i=1
Zatem A’ jest ograniczonym zbiorem domknietym i zadanie min {} ", y; : y €
A’} ma rozwiazanie optymalne y¥ € A’. Co wiecej, dla kazdego y € A praw-
dziwa jest nieréwnosé > 1", y? < S i, czyli y¥ jest réwniez rozwigzaniem
optymalnym zadania

min {Z y +y €A} (1.11)
i=1

Zauwazmy, ze relacja preferencji definiowana przez minimalizacje (1.11) wyraza sie

WZorem m m
/ 1 / "
Y2y e Do u<>

=1 =1

i jest racjonalna relacja preferencji. Zatem, zgodnie z wnioskiem 1.3, y° jest nie-
zdominowanym wektorem ocen. |

Twierdzenie 1.3 Wektor ocen y° € A jest wektorem niezdominowanym wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje spojna racjonalna relacja preferencii = taka, ze y° <y
dla wszystkich 'y € A.

Dowdéd. Zalézmy, ze dla pewnej racjonalnej relacji preferencji y° < y dla wszyst-
kich y € A. Wtedy na mocy wniosku 1.3 y° jest niezdominowanym wektorem
ocen.
Niech y° € A bedzie niezdominowanym wektorem ocen. Okreslmy relacje
Y Zoy" & max (yi—yf) < max (yf —y]) lub
=1 m i=1,....m

m m
<i_r{{§?§m (i — o) = max (' —u)) i 2; y; < Z; yé')
i= i=

Dla tak okreélonej relacji y° <, y dla wszystkich y € A. Latwo sprawdzi¢, ze
relacja <, jest spdjna, zwrotna i przechodnia. Ponadto, odpowiednia relacja <,
przyjmuje postaé
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Y <oy" & max (yi—y))< max (y]—y) lub

i=1,....m 1,....m

m m
<if{{%§m (Wi — i) = max (yf —yf) i 2; vi < 2 yé’)
i= i=

[RRRE}

i spelia warunek $cistej monotonicznosei (1.5). Tym samym relacja <, jest racjo-
nalna relacja preferencji, co konczy dowdd twierdzenia. |

Pojecie niezdominowanych wektoréw ocen dotyczy elementéw przestrzeni ocen
Y. W wielokryterialnym problemie decyzyjnym interesuja nas raczej odpowiednie
wektory dopuszczalne w przestrzeni decyzji X.

Definicja 1.7 Wektor dopuszczalny x € Q nazywamy rozwigzaniem efektywnym
(Pareto—optymalnym, sprawnym) zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko
wtedy, gdy odpowiadajacy mu wektor ocen'y = f(x) jest wektorem niezdomino-
wanym.

Z wnioskéw 1.3 i 1.4 i twierdzenia 1.3 wynikaja nastepujace charakterystyki
rozwiazan efektywnych.

Whiosek 1.5 Wektor dopuszczalny x° € Q jest rozwigzaniem efektywnym zada-
nia wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje racjonalna relacja
preferencji = taka, Ze dla Zadnego x € Q nie zachodzi f(x) < f(xo).

Whiosek 1.6 Wektor dopuszczalny x° € Q jest rozwigzaniem efektywnym zadania
wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje spdjna racjonalna relacja
preferencji < taka, ze £(x°) < £(x) dla kazdego x € Q.

Whiosek 1.7 Wektor dopuszczalny x° € Q jest rozwigzaniem efektywnym zadania
wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje x € Q taki, ze £(x) <
£(x%).

Whiosek 1.8 Dla dowolnej permutacji T zbioru {1,2,...,m}, wektor x° € Q jest
rozwiazaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy
jest rozwigzaniem efektywnym zadania

min {(fT(l)(X)V f‘r(2)(x)a ) fT(m) (X)) P XE Q}

Whiosek 1.9 Dia dowolnych Scisle rosnacych funkejis; : R — R (i =1,2,...,m),
wektor x° € Q jest rozwiqzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest rozwigzaniem efektywnym zadania

min {(s1(f1 (%)), 52(f2(0); -, 8 (fin (%)) : x € Q)

Zauwazmy, ze zgodnie z wnioskami 1.8 i 1.9 efektywnos¢ rozwiazania nie zalezy
od kolejnosci uzytych funkcji oceny f; i od scisle monotonicznych zmian skal indy-
widualnych ocen.
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Stanowiace gléwny przedmiot naszych rozwazan zadania WPL i WPLD maja
domkniete zbiory rozwiazan dopuszczalnych @ i liniowe funkcje oceny f;. Zatem
domkniete sa odpowiednie zbiory ocen osiagalnych A. Co wiecej, w przypadku re-
gularnego zadania WPL lub WPLD zbidér @ jest niepusty oraz istnieja rozwiazania
optymalne X (i = 1,2,...,m) jednokryterialnych zadan (1.9). Stad A # 0 i
ACcY(y")={yeY :y =2 y*}, gdzie yf = fi(x') dlai = 1,2,...,m. Z twier-
dzenia 1.2 wynika wiec nastepujacy wniosek.

Whniosek 1.10 Regularne zadania WPL i WPLD majq rozwiqzania efektywne.

Whiosek 1.5 identyfikuje rozwiazania efektywne zadania wielokryterialnego jako
elementy minimalne racjonalnej relacji preferencji. Zgodnie z definicja 1.1 racjo-
tonicznosci na calej przestrzeni ocen Y. W przypadku konkretnego zadania wielo-
kryterialnego o ustalonym zbiorze dopuszczalnym @ i zbiorze ocen osiggalnych A

nie ma potrzeby rozpatrywania relacji preferencji okreslonych na calej przestrzeni
Y.

Twierdzenie 1.4 Jeseli A C Y(y*) = {y € Y : y = y*} dla pewnego y*
Y i istnieje relacja preferencji X spelniajaoca warunki zwrotnosci, przechodniosci
oraz Scistej monotonicznosci na zbiorze Y (y*) taka, Ze dla Zadnego x € Q nie
zachodzi f(x) < f (XO), to wektor x° € Q jest rozwigzaniem efektywnym zadania
wielokryterialnego (1.7).

Dowdéd. Przypuéémy, ze x° nie jest rozwiazaniem efektywnym. Na mocy wniosku

1.7 istnieje wtedy x € Q taki, ze f(x) < £(x"). Niech Iy = {i € I : fi(x) < fi(x°)}.
Zauwazmy, ze f(x) = £(x°) — Yo (fi(x) — fi(x°))e; oraz dla dowolnego J C Io
wektor ocen f(x”) — iy (fi(x) = fi(x%))e; nalezy do zbioru Y (y*). Zatem, dzieki
przechodniodci i $cistej monotonicznosci relacji < na zbiorze Y (y*), otrzymujemy
f(x) < f(x"), co przeczy zatozeniu twierdzenia. [

Twierdzenie 1.5 JeZeli istnieje relacja preferencji < spetniajaca na zbiorze ocen
osiqgalnych A warunek

ey y<y" = y <y’ (1.12)
taka, ze dla Zadnego x € Q nie zachodzi £(x) < £(x°), to wektor x° € Q jest
rozwigzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7).

Dowdéd. Przypuéémy, ze x° nie jest rozwiazaniem efektywnym. Na mocy wniosku

1.7 istnieje wtedy x € Q taki, ze f(x) < £(x°). Zatem, dzicki (1.12), f(x) < £(x°),
co przeczy zalozeniu twierdzenia. |

1.3 Techniki skalaryzacji

Zgodnie z wnioskiem 1.6 pojedyncze rozwiazania efektywne zadania wielokryte-
rialnego mozna wyznaczaé poszukujac w zbiorze ocen osiagalnych A wektorow naj-
mniejszych w sensie pewnej spéjnej racjonalnej relacji preferencji. W szczegdlnosci,
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mozna w tym celu rozwiazywaé skalaryzacje zadania wielokryterialnego, czyli za-
dania optymalizacji jednokryterialnej z funkcjq skalaryzujaca s : R™ — R

min {s(f1(x), f2(x),..., fm(x)) : x€Q} (1.13)
Minimalizacja funkcji skalaryzujacej s definiuje relacje preferencji
Y 2" e s(Y) <s(y") (1.14)

Zauwazmy, ze relacja < jest zawsze spdjna, zwrotna i przechodnia. Nastepujace
twierdzenie dostarcza prostego warunku dostatecznego na to, by rozwiazanie opty-
malne skalaryzowanego zadania (1.13) bylto rozwiazaniem efektywnym oryginalnego
zadania wielokryterialnego.

Twierdzenie 1.6 Jezeli funkcja skalaryzujaca s : R™ — R definiuje relacje prefe-
rencji S spelniajaca warunek Scistej monotonicznosci (1.5), to rozwigzanie opty-
malne zadania (1.13) jest rozwigzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego
(1.7).

Dowdéd. Dla dowolnej funkcji s : R™ — R relacja preferencji <, zdefiniowana wzo-
rem (1.14) jest zwrotna, przechodnia i spéjna. Jezeli relacja <, spelia warunek
Scislej monotonicznosci (1.5), to jest racjonalna relacja preferencji. Rozwiazanie
optymalne x° zadania (1.13) spelia warunek f(x°) <, f(x) dla kazdego x € Q.
Zatem na mocy wniosku 1.6 x° jest rozwigzaniem efektywnym zadania wielokryte-
rialnego (1.7). |

Twierdzenie 1.6 dotyczy sytuacji, gdy funkcja skalaryzujaca definiuje relacje
preferencji speliajaca warunek Scistej monotonicznosci na calej przestrzeni Y.
Odpowiednia skalaryzacja (1.13) pozwala nam wtedy wyznaczy¢ rozwiazanie efek-
tywne dla dowolnego zadania wielokryterialnego (1.7). W przypadku konkretnego
zadania wielokryterialnego moze wystarczac¢, ze funkcja skalaryzujaca definiuje re-
lacje preferencji speliajaca warunek $cistej monotonicznosci na pewnym zbiorze
DCY, czyli

y—ce; <y dlae>0, (y—ce),yeD, i=12,....m (1.15)

Twierdzenie 1.7 Jezieli istnieje y* € Y taki, 2e ACY(y*)={ye€Y :y = v}
oraz funkcja skalaryzujaca s : R™ — R definiuje relacje preferencji <5 spetniajaca
warunek $cistej monotonicznosci (1.15) na zbiorze Y (y*), to rozwigzanie optymalne
zadania (1.18) jest rozwigzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7).

Dowdéd. Dla dowolnej funkcji s : R™ — R relacja preferencji <, zdefiniowana
wzorem (1.14) jest zwrotna i przechodnia. Jezeli relacja <, spehia warunek $cislej
monotonicznosci (1.5) na zbiorze Y (y*), to spelnione sa zalozenia twierdzenia 1.4.
Zatem na mocy twierdzenia 1.4 x° jest rozwigzaniem efektywnym zadania wielo-
kryterialnego (1.7). |

Czesto funkcje skalaryzujace definiuja relacje preferencji nie spelniajace wa-
runku Scistej monotonicznosei (1.5), a jedynie warunek stabej monotonicznosci
y—ce; Xy dlae>0, i=1,2,....,m (1.16)

Sa to réwniez interesujace skalaryzacje, poniewaz jest dla nich prawdziwe nastepu-
jace twierdzenie.
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Twierdzenie 1.8 Jezeli funkcja skalaryzujaca s : R™ — R definiuje relacje pre-
ferencji <, spetniajaca warunek stabej monotonicznodei (1.16), to 2bidr rozwiqzan
optymalnych zadania (1.13) zawiera rozwigzanie efektywne zadania wielokryterial-
nego (1.7).

Dowéd. Niech x° € Q bedzie rozwiazaniem optymalnym zadania (1.13). Jezeli
x nie jest rozwiazaniem efektywnym, to istnieje x € Q taki, ze f(x) < f(xo). Na
mocy (stabej) monotonicznosci i przechodniosci relacji <, prawdziwa jest wtedy
nieréwnosé s(f(x)) < s(f(x")). Oznacza to, ze wektor X jest rozwiazaniem opty-
malnym zadania (1.13). Zatem nie istnieje wektor x € @ nie nalezacy do zbioru
rozwiazati optymalnych zadania (1.13) taki, ze f(x) < f(x"), co dowodzi praw-
dziwosé tezy twierdzenia. |

Whniosek 1.11 JezZeli funkcja skalaryzujaca s : R™ — R definiuje relacje prefe-
rencji =g spetniajacq warunek stabej monotonicznosci (1.16), to jednoznaczne w
przestrzeni ocen Y rozwigzanie optymalne zadania (1.13) jest rozwiqzaniem efek-
tywnym zadania wielokryterialnego (1.7).

Whiosek 1.12 Jezeli istnieje y* € Y taki, e ACY(y*)={yeY : y=y*}
oraz funkcja skalaryzujgca s : R™ — R definiuje relacje preferencji <5 spelniajacq
warunek stabej monotonicznosci na zbiorze Y (y*), to zbidr rozwiqzan optymal-
nych zadania (1.13) zawiera rozwiqzanie efektywne zadania wielokryterialnego (1.7)
i jednoznaczne w przestrzeni ocen Y rozwigzanie optymalne zadania (1.13) jest
rozwigzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7).

Zgodnie z twierdzeniem 1.8 zbidr rozwiazan optymalnych skalaryzacji (1.13)
definiujacej relacje preferencji spetniajacej jedynie warunek stabej monotonicznosci
zawiera rozwiazanie efektywne zadania wielokryterialnego (1.7). Moze on jednak
zawieraC rowniez pewne nieefektywne rozwiazania optymalne, a standardowe pro-
cedury obliczeniowe optymalizacji jednokryterialnej wyznaczaja na ogét tylko jedno
rozwiazanie optymalne (ktére moze by¢ nieefektywne). Dla praktycznego wykorzy-
stania tych skalaryzacji w systemie wspomagania decyzji potrzebne jest uscislenie
wyboru rozwiazania optymalnego tak, aby zagwarantowaé efektywnos¢ wyznaczo-
nego rozwiazania. Takie uscidlenie bedziemy dalej nazywaé regularyzacjg skalary-
zacji. Zauwazmy, ze skalaryzacja polegajaca na wyborze jednej ustalonej funkcji
oceny f; (j € I), czyli s(y) = yj;, spelnia zalozenia twierdzenia 1.8. Zatem dla
zadan optymalizacji jednokryterialnej

min {(f;(x) : x € Q}, jel (1.17)

prawdziwy jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 1.13 Zbidr rozwiqzarn optymalnych zadania (1.17) zawiera rozwigzanie
efektywne zadania wielokryterialnego (1.7), a jednoznaczne w przestrzeni ocen Y
rozwiqzanie optymalne zadania (1.17) jest rozwiqzaniem efektywnym zadania wie-
lokryterialnego (1.7).
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Szczegblnym przypadkiem skalaryzujacej funkcji celu spehliajacej zalozenia
twierdzenia 1.6 jest suma indywidualnych funkcji oceny, ktéra prowadzi do zadania
postaci

min {Z filx) : xe @} (1.18)

Whniosek 1.14 Rozwigzanie optymalne zadania (1.18) jest rozwiqzaniem efektyw-
nym zadania wielokryterialnego (1.7).

Powszechnie stosowana technika wyznaczania rozwiazan efektywnych jest me-
toda wazenia ocen oparta na skalaryzacji za pomoca liniowych kombinacji funkcji
oceny, czyli na wyznaczaniu rozwiazan optymalnych skalaryzacji postaci

m
min {> wifi(x) : x € Q} (1.19)
i=1
Poprawno$¢ takiego podejscia wynika z twierdzenia 1.9 i wniosku 1.14.

Whiosek 1.15 Dia dowolnych dodatnich wag w; (i = 1,2,...,m) rozwigzanie
optymalne zadania (1.19) jest rozwigzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego

(1.7).

Metoda wazenia ocen z odpowiednio dobieranymi wagami pozwala na wyznacze-
nie dowolnego rozwiazania efektywnego wielokryterialnego zadania programowania
liniowego. Prawdziwe jest bowiem nastepujace twierdzenie (por. Steuer, 1986).

Twierdzenie 1.9 Dia kazdego x° rozwigzania efektywnego zadania WPL istniejq
dodatnie wagi w; (i = 1,2,...,m) takie, e x° jest rozwiqzaniem optymalnym od-
powiedniego zadania (1.19).

Metoda wazenia ocen jest bardzo atrakcyjna skalaryzacja, poniewaz funkcja
skalaryzujaca jest tu liniowa i dlatego nie wprowadza zadnych utrudnien oblicze-
niowych do zadaii WPL i WPLD. To znaczy, skalaryzacja (1.19) zadania WPL
jest zadaniem programowania liniowego i odpowiednio skalaryzacja (1.19) zadania
WPLD jest zadaniem PLD. Niestety twierdzenie 1.9 dotyczy tylko wielokryterial-
nych zadan programowania liniowego i nie jest prawdziwe w przypadku ogdlnych
zadan optymalizacji wielokryterialnej. W szczegoélnoéci twierdzenie to nie jest praw-
dziwe w przypadku interesujacych nas zadain WPLD. Dokladniej, w przypadku
zadania WPLD moga istnie¢ rozwiazania efektywne, ktére nie sa rozwiazaniami
optymalnymi zadania

min {3} si(fi(x) : x € Q} (1.20)
i=1

dla zadnych $cisle rosnacych liniowych funkcji s; : R — R (1 = 1,2,...,m). Ilus-

truje to nastepujacy prosty przykiad.

Przyklad 1.2. Rozpatrzmy dwukryterialne zagadnienie optymalnego zatadunku

min {(3x1 422,209 +323) : x1+xetas=1, 2; >0, z;€Z dlaj=1,23}
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Zadanie to ma trzy rozwiazania dopuszczalne: (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1), z wekto-
rami ocen odpowiednio: (3,0), (2,2) i (0,3). Jak latwo sprawdzié, wszystkie trzy
wektory ocen sa niezdominowane i, co za tym idzie, wszystkie trzy rozwiazania do-
puszczalne sa efektywne. Pokazemy, ze (0,1,0) nie jest rozwiazaniem optymalnym
odpowiedniego zadania (1.20) dla zadnych $cisle rosnacych liniowych funkcji sq i
S92.

Przypusémy, ze (0,1,0) jest rozwiazaniem optymalnym zadania (1.20) dla pew-
nych funkcji

s1(y1) = a1y + B1, s2(y2) = awye + B2, 1,02 >0
Spetnione sa wtedy nierdwnosci

200 + P14+ 200+ B2 < P14 302+ B2
200 + 1+ 200+ B2 < 3ag + B+ B

Stad 4(a; + as) < 3(a1 + ag), co przeczy warunkowi aq,as > 0. Zatem (0,1,0)
nie jest rozwiazaniem optymalnym zadania (1.20) dla zadnych $cisle rosnacych
liniowych funkcji sq i so. O

Zadania programowania liniowego dyskretnego sa w ogélnym przypadku istotnie
trudniejsze od zadan programowania liniowego. Istnieje jednak obszerna klasa (jed-
nokryterialnych) zadain PLD, ktére moga by¢ rozwiazywane jak zwykle zadania PL.
Sa to tzw. zadania unimodularne, obejmujace miedzy innymi problem przydziatu i
szereg innych zagadnien optymalizacji na grafach (por. Nemhauser i Wolsey, 1988;
Walukiewicz, 1986). W zadaniach tych macierz A spelia warunek catkowitej uni-
modularnosci (wszystkie nieosobliwe kwadratowe podmacierze maja wyznaczniki
réwne 1 lub —1), co gwarantuje, ze dla dowolnego calkowitego wektora prawych
stron b wszystkie wierzcholki zbioru dopuszczalnego @ maja catkowite wspotrzedne.
Zbiér rozwiazan optymalnych zadania dyskretnego jest wtedy calkowicie zawarty w
zbiorze rozwiazan optymalnych ciaglej relaksacji zadania PLD (zadania PL otrzy-
manego przez pominiecie warunkéw catkowitoliczbowosci zmiennych) i kazde wierz-
chotkowe rozwiazanie optymalne zadania ciaglego jest jednoczesnie rozwiazaniem
optymalnym oryginalnego problemu dyskretnego. Oznacza to, ze w unimodu-
larnych jednokryterialnych zadaniach PLD mozna po prostu pominaé¢ warunki
catkowitoliczbowosci zmiennych i wyznacza¢ wierzchotkowe rozwiazania optymalne
(np. metoda sympleks) odpowiednich ciagtych zadan PL.

W przypadku zadan WPLD unimodularnos¢ modelu nie upraszcza tak bar-
dzo zadania jak w optymalizacji jednokryterialnej. Zbiér rozwiazan efektywnych
unimodularnego problemu WPLD moze nie by¢ zawarty w zbiorze rozwiazan
efektywnych ciaglej relaksacji tego zadania. Nawet w przypadku, gdy wszystkie
rozwiazania dopuszczalne problemu WPLD sa wierzchotkowymi rozwiazaniami do-
puszczalnymi ciaglej relaksacji, moze sie zdarzy¢, ze pewne rozwiazanie efektywne
zadania WPLD nie jest rozwiazaniem efektywnym odpowiedniego problemu WPL.
Wynika to z faktu, ze wierzcholek zbioru dopuszczalnego ) moze by¢ rozwiazaniem
efektywnym w zbiorze wszystkich wierzcholtkéw, ale nie by¢ rozwiazaniem efektyw-
nym w przypadku catego zbioru ). Taka sytuacje ilustruje przyklad 1.2. Za-
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uwazmy, ze zbiorem rozwigzan efektywnych ciaglej relaksacji problemu rozpatry-
wanego w przykladzie jest odcinek laczacy wierzchotki (1,0,0) i (0,0,1) (wraz z
tymi wierzcholkami). Rozwazane rozwiazanie efektywne problemu WPLD (0,1,0)
nie nalezy do zbioru rozwiazan efektywnych ciaglej relaksacji. Dlatego tez, inaczej
niz w programowaniu jednokryterialnym, unimodularne zadania WPLD nie moga
by¢ zastapione swoimi ciagltymi relaksacjami.

Minimalizacja funkcji skalaryzujacej w postaci sumy poszczegélnych funkeji
oceny (1.18) moze by¢ interpretowana jako wyznaczanie rozwiazania o najlepszej
$redniej ocenie. Podobnie mozna rozpatrywa¢ minimalizacje najgorszej oceny, czyli
skalaryzacje minimaksowq

min { max f;(x) : x € Q} (1.21)
K3

=1,..., m

Funkcja skalaryzujaca max;—1. , fi(x) nie jest funkcja liniowa. W przypadku
liniowych funkcji f; jest ona jednak wypukla funkcja kawatkami liniowsa i dlatego
minimalizacja (1.21) moze by¢ zapisana za pomoca zaleznosci liniowych

min z
pod warunkiem, ze x € Q)
filx) <z dlai=1,2,...,m

Tym samym skalaryzacja (1.21) zadania WPL jest zadaniem PL i odpowiednio ska-
laryzacja (1.21) zadania WPLD jest zadaniem PLD. Ponadto w przypadku zadari
WPL istnieje mozliwo$¢ implementacji metody sympleks z niejawna reprezentacja
minimaksowej funkcji celu bez wprowadzania dodatkowych nieréwnosci do ograni-
czen zadania (Ogryczak i Zorychta, 1994).
Relacja preferencji definiowana przez zadanie (1.21)
y<y" & max vy < max vy (1.22)
i=1,....m i=1,....m

nie spelia warunku $cistej monotonicznosci (1.5). Tym samym minimaksowa ska-
laryzacja (1.21) nie spelia zalozenl twierdzenia 1.6. Niemniej jednak jest to inte-
resujaca skalaryzacja, poniewaz prawdziwe sa dla niej nastepujace zaleznosci.

Twierdzenie 1.10 Zbidr rozwiqzari optymalnych zadania (1.21) zawiera rozwiq-
zanie efektywne zadania wielokryterialnego (1.7).

Dowdéd. Relacja preferencji (1.22) spelnia warunek stabej monotonicznosci (1.16).
Zatem na mocy twierdzenia 1.8 zbiér rozwiazaii optymalnych zadania (1.21) za-
wiera rozwigzanie efektywne zadania wielokryterialnego (1.7). |

Whniosek 1.16 Jednoznaczne w przestrzeni ocen'Y rozwiqzanie optymalne zadania
(1.21) jest rozwigzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7).

Skalaryzacje minimaksowa (1.21), podobnie jak skalaryzacje (1.18), mozna roz-
patrywaé¢ z wagami. Ogdlniej, mozemy wprowadzi¢ do skalaryzacji minimaksowej
funkcje s, : R — R (i = 1,2,...,m) skalujace oceny, czyli rozpatrywaé¢ zadanie
postaci .

min { max si(fi(x)) : xe @} (1.23)
i=1,.

.m
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Twierdzenie 1.11 Jezeli funkcje s; : R — R (i =1,2,...,m) sq $cisle rosnqce i
dla pewnego y° € Y spelniaja warunek
s1(91) = s2(y2) = -+ = sm(yp) (1.24)
to dla kazdego y € Y prawdziwa jest implikacja
yZy' =  max s(yf) < max s;(y) (1.25)
1=1,..., m 1=1,..., m

Dowéd. Jezeli y 7i y?, to istnieje indeks i taki, ze y; > y?. Zatem, korzystajac
z warunku (1.24) i faktu, ze funkcje s; sa $cisle rosnace, otrzymujemy

. max Sl(y?) = Sio (yv(,)o) < Sig (ylo) < max Sl(yl)
i=1,..., m i=1,....m [ ]

Whiosek 1.17 Jezeli funkcje s; : R — R (i =1,2,...,m) sq Scisle rosnagce i dla
pewnego y° € Y spelniaja warunek (1.24), to relacja preferencji = definiowana
przez zadanie (1.23) spetnia warunek

yZ:y' = y'<y (1.26)

Twierdzenie 1.12 Rozwigzanie efektywne x° zadania wielokryterialnego (1.7)

jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwigzaniem optymalnym zadania (1.23) z
funkcjami skalujgcymi postaci

si(y)) =y — fi(x®) dlai=1,2,....m (1.27)
Dowdéd. Funkcje s; okreslone wzorem (1.27) sa $cisle rosnace i spehiaja waru-
nek (1.24) dla y° = £(x°). Zatem spelione sa zalozenia twierdzenia 1.11. Jed-
noczeénie z efektywnosci wektora x° wynika, ze nie istnieje x € @ spelniajacy
nieréwnosé f(x) < f(x°) (por. wniosek 1.7). Stad na mocy twierdzenia 1.11
max;—1, m Si(fi(x%) < maxi—1._m si(fi(x)) dla kazdego x € Q takiego, ze
f(x) # f(x"). Zatem x° jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwiazaniem
optymalnym odpowiedniego zadania (1.23). ]

Twierdzenie 1.13 Jezeli dla wszystkich osiagalnych wektoréow ocen'y € Y praw-
dziwa jest nieréwnosé y* <y, to dla kaidego rozwigzania efektywnego x° zadania
wielokryterialnego (1.7) istnieja dodatnie wagi w; (i = 1,2,...,m) takie, ze x°
jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwigzaniem optymalnym zadania (1.23) z
funkcjami skalujacymi postaci

si(yi) =wi(y; —y!) dlai=1,2,....m (1.28)
Dowéd. Z zalozen twierdzenia wynika, ze mozna przyja¢ w; = 1/(fi(x°) — y}).
Przy tak okreslonych wagach w;, funkcje s; okreslone wzorem (1.28) sa $cisle ros-
nace i speliaja warunek (1.24) dla y? = f£(x°). Zatem spelione sa zalozenia
twierdzenia 1.11. Jednoczesnie z efektywnosci wektora x° wynika, ze nie istnieje
x € Q spehiajacy nieréwnosé f(x) < f(x°) (por. wniosek 1.7). Stad na mocy
twierdzenia 1.11 max;—1,_m si(fi(x%)) < max;—1, . si(fi(x)) dla kazdego x € Q
takiego, ze f(x) # f (XO). Zatem x° jest jednoznacznym w przestrzeni ocen rozwia-
zaniem optymalnym odpowiedniego zadania (1.23). ]
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Whiosek 1.18 Dla kazdego x° rozwigzania efektywnego zadania wielokryterial-
nego (1.7) istniejq $cisle rosnqce funkcje liniowe s; : R — R (i = 1,2,...,m)
takie, ze x° jest rozwiqzaniem optymalnym zadania (1.23).

Wprowadzajac skalaryzacje (1.13) zadania wielokryterialnego okreslamy w prze-
strzeni ocen Y spéjna, zwrotna i przechodnia relacje preferencji (1.14). Zgodnie
z twierdzeniem 1.6, jezeli relacja (1.14) spelmia warunek $cistej monotonicznosci,
to rozwiazanie optymalne skalaryzacji (1.13) jest rozwiazaniem efektywnym za-
dania wielokryterialnego. Istotna zaleta skalaryzacji (1.13) jest mozliwo$é wyko-
rzystania standardowych metod programowania matematycznego do wyznaczania
jej rozwiazania optymalnego. Zauwazmy, ze mozliwo$¢ praktycznego wyznaczenia
rozwiazania optymalnego (najmniejszego) dotyczy nie tylko skalaryzacji (1.13), ale
réwniez szeregu innych preporzadkéw liniowych. W skalaryzacji (1.13) dokonu-
jemy odwzorowania s : Y — R i poszukujemy elementu s(y) € R najmniejszego
w sensie porzadku okreslonego nieréwnoscia <. Réwnie dobrze mozna rozpatrywac
odwzorowania s : Y — RP iposzukiwaé wektora s(y) € RP najmniejszego w sensie
pewnego porzadku okreslonego na RP. Szczegdlnie czesto wykorzystuje sie w ta-
kim podejsciu porzadek leksykograficzny okreslony na przestrzeni RP relacja <.,
zdefiniowana nastepujaco

V' <jey V' & istnieje indeks r taki, ze v. < v} oraz v, = v} dlak <r

V <o V! &V < vV Iub v =v"

Relacja nieréwnoéci leksykograficznej <., jest zwrotna, przechodnia, spdjna i
antysymetryczna
(y/ j y// 1 y// j y/) = y/ — y//
Definiuje ona zatem porzadek liniowy.
Jako uogélnienie skalaryzacji (1.13) bedziemy rozpatrywaé skalaryzacje leksy-
kograficzne, czyli zadania postaci

lexmin {(s1(f(x)), s2(f(x)),...,s(f(x))) : x€ Q} (1.29)

Poniewaz wystepujacy w zapisie zadania (1.29) operator minimum leksykograficz-
nego jednoznacznie okredla, ze jest to skalaryzacja leksykograficzna, to tam, gdzie
nie bedzie to prowadzi¢ do niejasnosci, zadanie typu (1.29) bedziemy nazywaé
po prostu skalaryzacja wielokryterialnego zadania (1.7). Zadanie leksykograficzne
(1.29) okresla nastepujacy ciag zadaii skalarnych:

1. Wyznaczamy zbidér S; rozwigzan optymalnych zadania
P; : min {s;1(f(x)) : x € Q}
2. Dla k =2,3,...,p wyznaczamy zbiér Sy rozwiazan optymalnych zadania

Pr @ min {sx(f(x)) : x€Q, x€ Sk_1}

3. Kazdy element zbioru S, jest rozwigzaniem optymalnym zadania leksykogra-
ficznego (1.29).
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Najprostsza technika definiowania zbioréw Sj jest zapisywanie ich za pomoca
warunkow

si(f(x)) =2z dlat=1,2,....k (1.30)
gdzie z; jest wartoscia optymalna funkcji celu w zadaniu P;. Prowadzi ona do
tzw. podejscia sekwencyjnego, czyli rozwiazywania ciagu zadan o rosnacej liczbie
ograniczen. Podejscie sekwencyjne moze by¢ tatwo stosowane do dowolnych typow
probleméw (zaréwno liniowych, jak i nieliniowych) i implementowane z wykorzysta-
niem standardowych procedur optymalizacji jednokryterialnej odpowiedniego typu.
Przyklad prostego programu sterujacego implementujacego podejscie sekwencyjne
w pakiecie MPSX zostal przedstawiony w ksiazce Ogryczaka (1989, rozdzial 14).

Skalaryzacja leksykograficzna (1.29) definiuje relacje preferencji

y/ = y// g S(y/) Slex S(y”) (1'31)
Zauwazmy, ze relacja (1.31) jest zawsze spéjna, zwrotna i przechodnia. Nastepujace
twierdzenie dostarcza prostego warunku dostatecznego na to, by rozwiazanie opty-
malne skalaryzacji leksykograficznej (1.29) bylo rozwiazaniem efektywnym orygi-
nalnego zadania wielokryterialnego.

Twierdzenie 1.14 Jezeli skalaryzacja leksykograficzna (1.29) definiuje relacje
preferencyi (1.31) spetniajaca warunek Scistej monotonicznosci (1.5), to rozwigzanie
optymalne zadania (1.29) jest rozwigzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego
(1.7).

Dowdd. Dla dowolnej funkeji wektorowej s : R™ — RP relacja preferencji <
zdefiniowana wzorem (1.31) jest zwrotna, przechodnia i spéjna. Jezeli relacja <
spelia warunek $cistej monotonicznosci (1.5), to jest racjonalna relacja preferencji.
Rozwiazanie optymalne x° zadania (1.29) spelia warunek f(x°) < f(x) dla kazdego
X € (. Zatem na mocy wniosku 1.6 x° jest rozwiazaniem efektywnym zadania
wielokryterialnego (1.7). |

Najprostsza skalaryzacja leksykograficzna zadania wielokryterialnego (1.7) jest

zadanie .
lexmin {(f1(x), f2(x),..., fm(x)) : x € Q} (1.32)
czyli zadanie z ustalona hierarchia waznosci fukcji oceny.

Twierdzenie 1.15 Rozwiqzanie optymalne zadania leksykograficznego (1.32) jest

rozwigzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7).

Dowéd. Zadanie (1.32) definiuje relacje preferencji < okreslona wzorem
Y2y e ¥V Sy

Relacja ta jest zwrotna, przechodnia i spelnia warunek Scistej monotonicznosci

(1.5), czyli jest racjonalna relacja preferencji. Rozwiazanie optymalne x° zadania

(1.32) speia warunek f(x”) < f(x) dla kazdego x € Q. Zatem na mocy wniosku

1.6 x° jest rozwiazaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7). ]
Whiosek 1.19 Dia dowolnej permutacji T zbioru I = {1,2,...,m} rozwigzanie
optymalne zadania leksykograficznego

lexmin {(f;1)(x), fr2)(X), .-+, fram)(X)) + x € Q} (1.33)

jest rozwiqzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7).
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Twierdzenie 1.16 Dla dowolnej permutacji 7 zbioru I = {1,2,...,m} i dowol-
nego 1 < p < m, zbidr rozwiqzan optymalnych zadania
lexmin {(f‘r(l)(x)v f'r(2) (X)a ) fT(p) (X)) P XE Q} (134)

zawiera rozwiqzanie efektywne zadania wielokryterialnego (1.7), a jednoznaczne w
przestrzeni ocen Y rozwigzanie optymalne zadania (1.34) jest rozwiqzaniem efek-
tywnym zadania wielokryterialnego (1.7).

Dowdéd. Zadanie (1.34) definiuje relacje preferencji < okreslona wzorem

y 2y e (y;-(l)v Zl/;(z), e ay;-(p)) Slex (ylr/(l)» y‘/r/(2)7 e »ylfl(p))

Relacja ta jest zwrotna, przechodnia i spelnia warunek stabej monotonicznosci
(1.16).

Niech x° € @Q bedzie rozwiazaniem optymalnym zadania (1.34). Jezeli x° nie
jest rozwiazaniem efektywnym, to istnieje x € @ taki, ze f(x) < f(xo). Na mocy
stabej monotonicznosci i przechodniosci relacji < prawdziwa jest wtedy nieréwnosé

(fT(l) (X), fT(Q) (X)7 RN f'r(p) (X)) Slex (fT(l) (XO)7 f7(2) (XO)’ R fT(p) (XO))
Oznacza to, ze wektor x jest rozwiazaniem optymalnym zadania (1.34). Zatem nie
istnieje wektor x € @) nie nalezacy do zbioru rozwiazan optymalnych zadania (1.34)
taki, ze f(x) < f(x"), co dowodzi prawdziwosci tezy twierdzenia. |

Zauwazmy, ze rozwiazanie optymalne zadania leksykograficznego (1.33) jest
tez rozwiazaniem optymalnym zadania jednokryterialnego (1.17) z j = 7(1).
Dokladniej, zadanie optymalizacji jednokryterialnej (1.17) jest czesciowym zada-
niem leksykograficznym (1.34) z p = 1. Zadanie (1.33) jest zatem regularyzacja
leksykograficzna odpowiedniego zadania optymalizacji jednokryterialnej. Zgodnie
z wnioskiem 1.13 rozwiazujac zadanie jednokryterialne (1.17) mozna zawsze wy-
generowaé rozwiazanie efektywne problemu wielokryterialnego (1.7). Jezeli jednak
wybieramy jedno z rozwiazan optymalnych, to moze sie zdarzy¢, ze (w przypadku
niejednoznacznosci rozwiazai optymalnych) wybrane rozwiazanie optymalne zada-
nia (1.17) nie jest rozwiazaniem efektywnym zadania (1.7). Koncepcja optymaliza-
cji leksykograficznej moze by¢ wykorzystana do regularyzacji zadania jednokryte-
rialnego (1.17). Jedno zadanie (1.17) moze by¢ regularyzowane za pomoca réznych
zadan (1.33), odpowiadajacych réznym permutacjom pozostatych funkeji oceny.
Istnieje mozliwosé prostszej regularyzacji zadania optymalizacji jednokryterialnej
za pomoca dwupoziomowego zadania leksykograficznego

lexmin {(fio(x),z fix) : xeQ}, dgel (1.35)

Twierdzenie 1.17 Rozwiqzanie optymalne (dwupoziomowego) zadania leksyko-
graficznego (1.85) jest rozwiqzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7).

Dowdéd. Relacja preferencji odpowiadajaca (1.35) ma postaé

m m
y 2y & g, <y, lub (yio =yh i Y <Y yé’)
=1 =1
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Relacja ta spetnia warunki zwrotnosci (1.3), przechodniosci (1.4) i $cistej mono-
tonicznodei (1.5). Jest to wiec racjonalna relacja preferencji i na mocy twierdze-
nia 1.3 rozwiazanie optymalne x° zadania (1.35) generuje niezdominowany wektor
osiagniecia f (xo). Zatem xV jest rozwiazaniem efektywnym zadania wielokryterial-
nego (1.7). |

Koncepcja dwupoziomowe]j optymalizacji leksykograficznej typu (1.35) moze
by¢ wykorzystana do regularyzacji dowolnych skalaryzacji (1.13) generujacych re-
lacje preferencji, ktéra nie spelnia warunku $cistej monotonicznosci (1.5), a jedynie
warunek stabej monotonicznosci (1.16). W szczegdlnosci dotyczy to podejscia mi-
nimaksowego (1.21), ktére moze by¢ zastapione zadaniem

m
lexmin {( max fi(x),z fix) : xeQ} (1.36)

i=1,...,m =
Twierdzenie 1.18 Relacja preferencji definiowana przez (dwupoziomowe) zada-
nie leksykograficzne (1.36) jest racjonalng relacja preferencyi.
Dowdéd. Relacja preferencji < odpowiadajaca (1.36) ma postaé

y =y” & max vy, < max vy, lub
1 m =1 m

m m
max y: = max y;’ 1 g y; §E y;'
i=1,....m i=1 m — . — )
1= 1=

geony

Relacja ta spelia warunki zwrotnosci (1.3) i przechodnioéci (1.4). Odpowiednia
relacja Scistej preferencji ma postac

v =<y e max y, < max vy, lub
=1,....m i=1,....m

m m

’ "o ’ "

max y; = max y; |1 E Yi < E Yi
=1, i=1,....m — 1
1= 1=

)

i spelnia warunek Scistej monotonicznoscei (1.5). Zatem relacja definiowana przez
zadanie leksykograficzne (1.36) jest racjonalna relacja preferencji. |

Whniosek 1.20 Rozwigzanie optymalne zadania leksykograficznego (1.36) jest
rozwiazaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7).

Whniosek 1.21 Dla dowolnych $cisle rosngcych funkcji s; : R — R (i =
1,2,...,m), relacja preferencji definiowana przez (dwupoziomowe) zadanie leksy-
kograficzne

si(fix))) = x€Q} (1.37)

1

lexmin {( _max si(fi(x)),

m
i=1,....m

7

jest racjonalng relacjq preferencyi.
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Whiosek 1.22 Dla dowolnych $cisle rosnacych funkcji s; : R — R (i =
1,2,...,m) rozwigzanie optymalne (dwupoziomowego) zadania leksykograficznego
(1.37) jest rozwigzaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7).

Zauwazmy, ze kazde rozwigzanie optymalne zadania (1.37) jest réwniez rozwia-
zaniem optymalnym odpowiedniego zadania minimaksowego (1.23). Zatem, dla
zadania (1.37) prawdziwe sa twierdzenia 1.11-1.13 i wynikajace z nich wnioski. W
szczegolnosci z wniosku 1.18 wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 1.23 Dla kazdego rozwigzania efektywnego x° zadania wielokryterial-
nego (1.7) istniejq $cisle rosnqce funkcje liniowe s; : R — R (i = 1,2,...,m)
takie, ze xV jest jednoznacznym w przestrzeni ocen Y rozwigzaniem optymalnym
zadania (1.37).

Koncepcja optymalizacji minimaksowej bez dodatkowej regularyzacji jest zbyt
zgrubna i nie jest w stanie odfiltrowaé wszystkich rozwiazan nieefektywnych, po-
niewaz koncentruje sie ona jedynie na warto$ciach najwiekszych wspdlrzednych
wektorow ocen i ignoruje réznice pozostatych wspéhzednych. Koncepcja opty-
malizacji minimaksowej moze by¢ rozciagnieta na minimalizacje drugich co do
wielkosci wspdtrzednych wektoréw ocen, trzecich co do wielkosci itd. Prowadzi to
do koncepcji minimaksymalizacji leksykograficznej, czyli minimalizacji leksykogra-
ficznej wektoréw (f;, (x), fj,(x),..., f;,(x)) ze wspdhrzednymi uporzadkowanymi
nierosnaco. Koncepcja minimaksimum leksykograficznego moze by¢ sformutowana
nastepujaco. Wprowadzamy przeksztatcenie © : R™ — R™ porzadkujace nie-
rosnaco wspéhrzedne wektoréw. To znaczy, O(y) = (01(y), 62(y), - - -, 0m(y)), gdzie
01(y) > 02(y) > -+ > O (y) i istnieje permutacja 7 zbioru I taka, ze 0;(y) = y-(i
dla i =1,2,...,m. Zauwazmy, ze standardowe podejécie minimaksowe (1.21) po-
lega na minimalizacji 61 (y) i nie bierze pod uwage wartosci 6;(y) dla i > 2. To jest
wtasnie przyczyna, dla ktérej podejscie minimaksowe jest zbyt zgrubne i dopuszcza
rozwigzania nieefektywne jako mozliwe rozwigzania optymalne. Aby uwzglednié
wszystkie wspdlrzedne wektorow ocen, bedziemy poszukiwa¢ minimum leksykogra-
ficznego wsréd uporzadkowanych wektoréw ocen. Relacja nieréwnoéci leksykogra-
ficznej jest porzadkiem liniowym i dlatego mozliwe jest wyznaczenie najlepszego
uporzadkowanego wektora ocen w sensie tej relacji. Wektor dopuszczalny x° € @
nazywamy leksykograficznym rozwiazaniem minimaksowym, gdy

O(f1(x°), fo(x"), .., fn(x2)) <tew O(f1 (%), f2(X),- .., fn (X))

dla wszystkich x € Q. To znaczy, leksykograficzne rozwiazanie minimaksowe jest
rozwiazaniem optymalnym zadania leksykograficznego

lexmin {O(f;(x), f2(x),..., fm(x)) : x € Q} (1.38)

Twierdzenie 1.19 Relacja preferencyi definiowana przez minimaksymalizacje lek-
sykograficzng (1.38) jest racjonalng relacja preferenci.

Dowdéd. Relacja preferencji odpowiadajaca leksykograficznej minimaksymalizacji

ma postaé
Y 2y" e 0y) <. 0")
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Relacja ta spelia oczywiscie warunki zwrotnosci (1.3) i przechodniodci (1.4).
Dla wykazania $cislej monotonicznosci (1.5) zauwazmy, ze z € > 0 zachodzi
yi = 0(y) > yi —e = 00 (y — €e;) oraz istnieje indeks jo, 7 < jo < j” taki,
ze

0jo(y —cei) <0,(y) 1 0;(y —ee;) <0;(y) dlaj<jo
co dowodzi spelienia aksjomatu Scistej monotonicznosci (1.5). |

Whniosek 1.24 Rozwigzanie optymalne zadania (1.38) jest rozwiqzaniem efektyw-
nym zadania wielokryterialnego (1.7).

Whniosek 1.25 Dla dowolnych $cisle rosnacych funkcji s; : R — R (i =
1,2,...,m) relacja preferencji definiowana przez minimaksymalizacje leksykogra-

ficzn
‘ lexmin {©(s1(f1(x)), s2(f2(x)),...,8m(fm(x))) : x€Q} (1.39)

jest racjonalng relacja preferencyi.

Whniosek 1.26 Dla dowolnych S$cisle rosngcych funkcji s; : R — R
(i = 1,2,...,m) rozwigzanie optymalne zadania leksykograficznego (1.39) jest
rozwiazaniem efektywnym zadania wielokryterialnego (1.7).

Zauwazmy, ze kazde rozwigzanie optymalne zadania (1.39) jest réwniez rozwia-
zaniem optymalnym odpowiedniego zadania minimaksowego (1.23). Zatem, dla
zadania (1.39) prawdziwe sa twierdzenia 1.11-1.13 i wynikajace z nich wnioski. W
szczegdlnosei z wniosku 1.18 wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 1.27 Dla kazdego x° rozwigzania efektywnego zadania wielokryterial-
nego (1.7) istniejq Scisle rosnqce funkcje liniowe s; : R — R (i =1,2,...,m) takie,
ze X0 jest rozwiqzaniem optymalnym zadania (1.39), jednoznacznym w przestrzeni
ocen'Y .

Ponadto, jak pokazujemy w ponizszych twierdzeniach, wniosek 1.17 moze zostaé
istotnie wzmocniony w przypadku relacji preferencji < definiowanej przez minimak-
symalizacje leksykograficzna (1.38).

Twierdzenie 1.20 Relacja preferencyi definiowana przez minimaksymalizacje lek-
sykograficzng (1.38) spelnia warunek

yr >y =  y—ceyt+een <y
dla 0 <& <yy—yp, 0<e" <yy —ym —e" (1.40)

Dowéd. Zauwazmy, ze jezeli y; = 0;(y) > yi» = 0;+(y), to istnieje indeks jo,
J <jo<j"taki,zedla0<e& <yy —ym i0<e" <yy—yps—¢

0, (y —cey +cep) <0, (y) 1 0;(y —cey+cep) <0(y) dlaj<jo

co dowodzi spehienia warunku (1.40). |
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Twierdzenie 1.21 Jezeli funkcje s; : R — R (i =1,2,...,m) sq $cisle rosnace i
dla pewnego y° € Y spetniaja warunek (1.24), to relacja preferencji < definiowana
przez zadanie (1.39) spetnia warunek

yir > Yy i oy <y = y-—ceyteem <y
dla 0<e <yp—yd, 0<e" <yd —yum (1.41)

Dowdéd. Zauwazmy, ze poniewaz funkcje s; sa $cisle rosnace i speliaja warunek
(1.24), to z yir > y9 i yir < 3% wynika

si(yir) > si(yr —e') > 8" dla 0<e <yp—yp
S (yi”) < s (yi” — 8”) < s* dla 0 < 5// < y?// — Y

gdzie s* = s1(y)) = -+ = su(y3). Zatem na mocy twierdzenia 1.20 relacja
preferencji < definiowana przez (1.39) spelnia warunek y —e’ey +e’e;n <y. N

Warunki (1.26) i (1.41) sa sobie réwnowazne w przypadku dwuwymiarowej
przestrzeni ocen (m = 2). W przypadku wiekszej liczby funkcji oceny warunek
(1.41) jest silniejszy od warunku (1.26), jako ze kazda racjonalna relacja preferen-
¢ji majaca wlasnosé (1.41) spelia nastepujace uogdlnienie warunku (1.26)

Wi)ier 2 (Wier = [W)ier, Wi)ienr]) <y dlal' CI (1.42)
Warunek (1.42) oznacza, ze dla dowolnego podzbioru I’ zbioru wszystkich ocen I,
jezeli przynajmniej jedna z ocen y;, i € I’ jest wicksza od Y, to zastapienie wszyst-
kich ocen y; dla i € J przez odpowiednie oceny 39 jest preferowane w stosunku do
oryginalnych wartosci ocen. Warunek (1.26) jest ograniczeniem warunku (1.42) do
przypadku I’ = I.

Koncepcja minimaksimum leksykograficznego jest znana w teorii gier jako jadro
(nucleolus) gry macierzowej (Schmeidler, 1969; Justman, 1977; Potters i Tijs,
1992). W grach macierzowych zbiér dopuszczalny @ jest wieloSciennym zbio-
rem wypuktym i funkcje f; sa liniowe. W takim przypadku zawsze istnieje do-
minujaca funkcja oceny, stala (przyjmujaca warto$é optymalna) na catym zbio-
rze rozwiazan optymalnych problemu minimaksowego. Dlatego leksykograficzne
rozwigzanie minimaksowe zadania WPL moze by¢ wyznaczone, podobnie jak
standardowe rozwiagzanie leksykograficzne, przez sekwencyjna optymalizacje mi-
nimaksowa z eliminacja dominujacych funkcji oceny (Potters i Tijs, 1992; Mar-
chi i Oviedo, 1992). Odpowiedni sekwencyjny algorytm minimaksowy przyjmuje
nastepujaca postac
Algorytm SAM

Krok 0° Ustalamy wartoéci poczatkowe k=0, Qo = Qi [y = I.
Krok 1° Dla biezacego k rozwiazujemy zadanie minimaksowe

P : min{ngxfi(x) : X € Qy}
X K2 k

Niech zj oznacza warto$¢ optymalna zadania Py.

Krok 2° Okreslamy Q41 = {x € Qi : fi(x) <z dlaie I},
wyznaczamy Sg = {i € I, 1  fi(x) = 2z, dla wszystkich x € Qgy1}
i k}adziemy Ik+1 = Ik — Sk.
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Krok 3° Jezeli I;, .1 = 0, to przechodzimy do kroku 4°. W przeciwnym przypadku
zwiekszamy k o 1 i powracamy do kroku 1°.

Krok 4° Stop. Ostatni zbiér Q1 jest zbiorem wszystkich rozwiazan optymalnych
leksykograficznego problemu minimaksowego. (I

W przypadku zadain WPL algorytm SAM jest dobrze zdefiniowany, poniewaz
w kazdej iteracji zbidr @ jest wypuklym zbiorem wielosciennym i dlatego zbiér
indekséw funkcji dominujacych (zbiér Si) jest niepusty. Ponadto, przy stosowaniu
metody sympleks do rozwiazywania probleméw Py, zbiér Sy moze by¢ wzglednie
tatwo wyznaczony i dodatkowe ograniczenia zawezajace zbiér (Q, moga byé wpro-
wadzone przez ustalanie wartosci odpowiednich zmiennych (Klein i inni, 1992).
Niestety algorytm nie moze by¢ bezposrednio stosowany do probleméw dyskret-
nych, poniewaz moze wtedy nie istnie¢ dominujaca funkcja f; (zbiér Sy moze byé
pusty). IHustrujemy to prostym przykladem.

Przyklad 1.3. Rozpatrzmy dwukryterialne zagadnienie optymalnego zaladunku
min {(3z1 + 2z2, 21 +323) : v1+x2=1, z;>0, z;€Z dlaj=1,2}

Zadanie to ma dwa rozwiagzania dopuszczalne: (1,0) i (0,1), z wektorami ocen
odpowiednio: (3,1) i (2,3). Jak tatwo sprawdzié, oba rozwiazania dopuszczalne sa
rozwigzaniami optymalnymi zadania minimaksowego

min {max{3zy + 2x2,21 +3z3} : 1 +x2=1, z;>0, z;€Z dlaj=1,2}

z wartoscia optymalna z = 3, chociaz tylko wektor (1,0) jest leksykograficznym
rozwigzaniem minimaksowym. Jednakze ani funkcja fi, ani fo nie przyjmuje
wartosci 3 dla obu rozwiazan optymalnych. Tym samym odpowiedni zbiér Sy
jest pusty i nie jest mozliwe kontynuowanie algorytmu sekwencyjnego. O

Maschler i inni (1992) pokazali, ze w ogdlnym przypadku obejmujacym prob-
lemy dyskretne, leksykograficzne minimaksimum moze byé wyrazone jako ciag
probleméw minimaksowych z odpowiednio zmodyfikowanymi funkcjami oceny. Po-
dejécie to opiera sie na spostrzezeniu, ze leksykograficzne rozwiazanie minimak-
sowe nie ulega zmianie, gdy dowolne dwie funkcje f;; i f;» zastapimy funkcjami
wyrazajacymi odpowiednio ich minimum i maksimum, czyli funkcjami fi i fir
zdefiniowanymi jako

for(x) = min{fi(x), fir(x)} 1 fir(x) = max{fis(x), fir (x)} (1.43)
Stosujac rekurencyjnie takie zamiany mozna zastapi¢ oryginalny zbiér funkcji f;
(i=1,2,...,m) nastepujacym

Fix) = min{ max i), (0} dlai<mi flx) —max fu(x) (144

gdzie f,, jest funkcja dominujaca i stala na calym zbiorze rozwiazan optymalnych
problemu minimaksowego. Zatem, podobnie jak w przypadku wypuklego zbioru
dopuszczalnego, mozna stosowaé sekwencyjna optymalizacje minimaksowa i eli-
minacje dominujacych (zmodyfikowanych) funkcji. Krok 2° w algorytmie SAM
przyjmuje wtedy postaé
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Krok 2° OkreSlamy Q41 = {x € Qi : fi(x) <z dlai€ I},

i wyznaczamy Sy = {i € I, :  fi(x) =z, dla wszystkich x € Qi41}.

Jezeli Sy # 0, to ktadziemy Iy, 1 = I}, — Sy i przechodzimy do kroku 3°.

W przeciwnym przypadku stosujemy transformacje (1.44) do funkeji f; dla i € I,
i powracamy do kroku 1° (bez zmiany k).

W przykladzie 1.3 rozwiazania optymalne zadania minimaksowego generowaly
wektory ocen (3,1) i (2,3) tak, ze zadna z oryginalnych funkcji oceny nie byla
dominujaca. Zauwazmy, ze zastepujac oryginalne funkcje oceny fi i fo przez
ich minimum i maksimum (zgodnie z (1.44)) otrzymujemy nowe wektory ocen
(1,3) i (2,3). W tym wypadku druga funkcja jest stala i minimalizujac pierwsza
funkcje mozna wyznaczy¢ leksykograficzne rozwiazanie minimaksowe. Transfor-
macje (1.43) i (1.44) moga by¢ latwo implementowane w zadaniach o skoniczonej
liczbie znanych explicite rozwiazan dopuszczalnych. W takim przypadku jednak
mozna réwniez tatwo zaimplementowaé operator porzadkujacy © i transformacje
(1.43) i (1.44) sa mu réwnowazne. Niestety, w ogdlnym przypadku formuly (1.44)
wymagaja wprowadzania dodatkowych zmiennych binarnych i w konsekwencji w
trakcie realizacji zmodyfikowanego algorytmu SAM zbiér @y zawiera rosnaca liczbe
dyskretnych zmiennych i ograniczen. Czyni to algorytm bardzo zlozonym oblicze-
niowo.

Burkard i Rendl (1991) pokazali, ze dla prostych probleméw dyskretnych leksy-
kograficzna minimaksymalizacja moze by¢ zastapiona rownowazna minimalizacja
odpowiedniej sumy wazonej. Zasadnicza idea tego podejscia polega na wykorzy-
staniu faktu skoriczonosci zbioru wszystkich mozliwych ocen w problemach dys-
kretnych. Zwigkszanie réznic pomiedzy wartosciami ocen bez zmiany ich porzadku
nie ma wplywu na leksykograficzne rozwiazanie minimaksowe. Gdy réznice sa
dostatecznie duze, to minimalizacja sumy ocen jest réwnowazna leksykograficz-
nej minimaksymalizacji. Fakt ten byt réwniez wykorzystywany w zadaniach lo-
kalizacyjnych, gdzie odleglosci zastepowano ich odpowiednio wysokimi potegami
(Krarup i Pruzan, 1981). Wymaga to jednak nierealistycznie wysokich poteg dla
zagwarantowania odpowiednio duzych réznic pomiedzy warto$ciami. Burkard i
Rendl (1991) proponuja, zeby najpierw odwzorowaé zbiér wartosci ocen na zbidr
liczb catkowitych i dopiero potem wykorzystaé potegowanie wartosci. Wszystkie
podejscia dostatecznie zwiekszajace réznice pomiedzy warto$ciami ocen prowadza
jednak do powaznych trudnosci obliczeniowych i w zasadzie wymagaja specjalnych
arytmetyk. W rozdziale 4 proponujemy algorytm wyznaczania leksykograficznego
minimaksimum dla probleméw o skoriczonych zbiorach wartoéci ocen, oparty na
sekwencyjnej optymalizacji, co nie powoduje trudnosci obliczeniowych.

1.4 Systemy wspomagania decyzji

Pojecie rozwiazania efektywnego zagadnienienia optymalizacji wielokryterialnej
(1.7) okresla dwa mozliwe zadania obliczeniowe:

— wyznaczenie dowolnego rozwiazania efektywnego,

— wyznaczenie wszystkich rozwiazan efektywnych.
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Wyznaczanie jednego dowolnego rozwiazania efektywnego jest naturalnym roz-
szerzeniem podejécia do niejednoznacznosci rozwiazania optymalnego w optyma-
lizacji jednokryterialnej, gdzie przyjmuje sie, ze jedynym wyréznikiem jakosci
rozwiazania jest warto$¢ funkcji celu i dlatego wszystkie rozwiazania optymalne sa
réwnie dobre. Wszystkie rozwiazania optymalne maja tam jednak identyczne oceny
(w jednowymiarowej przestrzeni V'), a rézne moga by¢ jedynie ich realizacje (w prze-
strzeni X). Podejécie to nie jest akceptowane w optymalizacji wielokryterialnej,
gdzie rézne rozwiazania efektywne moga mieé¢ rézne wektory ocen. Ponadto, fakt
uzycia w modelu wielu funkcji oceny oznacza brak jednej zagregowanej funkcji celu
jako uniwersalnego wskaznika jakosci definiujacego preporzadek. Moze to wynikaé
z nieistnienia takiego uniwersalnego wskaznika lub, co jest czestsze, niemoznosci
sformutowania apriori odpowiedniej funkcji. Tym samym nieporéwnywalnosé po-
szczegblnych rozwiazan efektywnych w sensie modelu (1.7) nie oznacza ich nie-
poréownywalnosci, a tym bardziej nierozréznialnosci. Dlatego dla matematycz-
nego uscislenia problemu wielokryterialnego przyjmuje sie niekiedy (por. Galas
i inni, 1987), Ze rozwiazaniem zadania optymalizacji wielokryterialnej jest caty
zbidr rozwiazan efektywnych lub zbiér rozwiazan efektywnych generujacych zbiér
wszystkich niezdominowanych wektoréw ocen.

W og6lnym przypadku zbiér rozwiazan efektywnych wielokryterialnego zadania
programowania matematycznego moze by¢ nieskonczony. Zbior rozwiazan efektyw-
nych dla zadania WPL jest spdjnym brzegowym podzbiorem zbioru dopuszczal-
nego (por. Steuer, 1986). Dokladniej, zbiér rozwiazan efektywnych zadania WPL
jest suma skoriczonej liczby (efektywnych) scian zbioru dopuszczalnego, ktéry jest
wielosciennym zbiorem wypukltym. Yu i Zeleny (1974) rozbudowali odpowiednio al-
gorytm metody sympleks do wyznaczania wszystkich efektywnych rozwiazan wierz-
chotkowych zadania WPL i identyfikacji wszystkich $cian wchodzacych w sklad
zbioru rozwiazan efektywnych.

W przypadku zadania WPL o dwu funkcjach oceny istnieje mozliwos¢ wykorzy-
stania technik parametrycznego programowania liniowego do analizy calego zbioru
rozwiazan efektywnych. Podejscie to moze by¢ latwo zaimplementowane w pa-
kietach programowania liniowego wyposazonych w procedury obliczeniowe para-
metrycznej metody sympleks. W szczegdlnosci dotyczy to komercyjnego pakietu
programowania liniowego MPSX, dla ktérego odpowiedni program sterujacy zostal
przedstawiony przez Ogryczaka (1989, rozdzial 14). W przypadku niedostepnosci
procedur obliczeniowych parametrycznego programowania liniowego mozna do tego
celu wykorzystaé techniki programowania ilorazowego (Prasad i Karwan, 1992).
Analiza parametryczna moze by¢ rozszerzona na wieksza liczbe funkcji oceny
przez stosowanie odpowiednich przekrojéw. Przyklad takiej analizy dla rzeczy-
wistego zagadnienia rejonizacji z wykorzystaniem $rodowiska programistycznego
pakietu MPSX zostal przedstawiony przez Ogryczaka i Malczewskiego (1987). Jako
rozwiazan startowych do analizy parametrycznej uzyto tam rozwiazan zadan op-
tymalizacji leksykograficznej z rézng hierarchia poszczegdlnych funkcji celu.

W celu rozstrzygniecia praktycznego problemu decyzyjnego trzeba wybraé jedno
rozwiazanie do realizacji. Tym samym zbioru rozwiazan efektywnych zadania wie-
lokryterialnego nie mozna traktowaé jako ostatecznego rozwiazania odpowiedniego
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problemu decyzyjnego. Zauwazmy, ze dla dowolnej racjonalnej relacji preferen-
cji = rozwiazania dopuszczalne generujace wektory ocen minimalne w sensie tej
relacji naleza do zbioru rozwiazaii efektywnych (wniosek 1.5). Co wiecej, dla
kazdego rozwiazania efektywnego x istnieje racjonalna relacja preferencji < taka,
ze f(x) <X y dla wszystkich y € A (wniosek 1.6). Zatem wybdr specyficznego
rozwiazania efektywnego faktycznie oznacza wybor relacji preferencji <. W wie-
lokryterialnych problemach decyzyjnych relacja preferencji nie jest znana a priori
i dlatego ostatecznego wyboru rozwiazania moze dokonaé jedynie decydent. Ze
wzgledu na licznosé zbioru rozwiazan efektywnych, nawet w przypadku wyzna-
czenia metodami obliczeniowymi calego zbioru rozwiazan efektywnych decydent
nie moze dokonaé¢ wyboru rozwiazania bez pomocy odpowiedniego interakcyjnego
systemu informatycznego. System taki, nazywany tu systemem wspomagania de-
cyzji (SWD), umozliwia sterowany przeglad zbioru rozwiazan efektywnych. Na
podstawie podawanych przez decydenta wartosci pewnych parametrow sterujacych
system przedstawia rézne rozwiazania efektywne do analizy. Tym samym para-
metry sterujace okreslaja pewna parametryzacje zbioru rozwiazan efektywnych.
Zauwazmy, ze taka parametryczna analiza zbioru rozwiazan efektywnych pozwala
uniknaé koniecznosci bezposredniego wyznaczania calego zbioru rozwiazan efektyw-
nych. Zamiast tego SWD zawierajacy odpowiedni modul optymalizacyjny moze
kazdorazowo wyznaczaé jedno rozwiazanie efektywne odpowiadajace biezacym
wartosciom parametrow sterujacych. Zatem metodologia ta pozwala na analize
zarowno problemoéw ciaglych, jak i dyskretnych. Istotne jest tu jednak, aby sys-
tem gwarantowal spelnienie postulatu zupetnosci parametryzacji zbioru rozwiazan
efektywnych, czyli aby dla kazdego niezdominowanego wektora ocen istnial zestaw
wartosci parametréw sterujacych, przy ktorych system wyznaczy rozwiazanie efek-
tywne generujace ten wektor ocen.

Zgodnie z biezacym trendem rozwoju badan operacyjnych (por. Geoffrion, 1992;
Wierzbicki, 1993), wielokryterialne problemy decyzyjne rozwiazuje sie za pomoca
interaktywnych systeméw wspomagania decyzji. Dla modelu racjonalnych prefe-
rencji, czyli dla interaktywnego wyznaczania rozwiazan efektywnych, istnieje roz-
winieta metodologia. Interaktywne techniki analizy zbioru rozwiazan efektywnych
wykorzystuja parametryczng skalaryzacje wielokryterialnego zadania (1.7)

mxin {(s(u,f(x)) : x €@}, uelU (1.45)

gdzie u jest wektorem parametrow sterujacych, a s : U x Y — R funkcja skalary-
zujaca.

Istotne jest tu, aby skalaryzacja spelniatla zasade efektywnosci, czyli zeby dla
kazdego wektora parametrow sterujacych u € U rozwiazanie optymalne skalarnego
zadania (1.45) bylo rozwiazaniem efektywnym oryginalnego problemu wielokryte-
rialnego (1.7). Parametryczna skalaryzacja (1.45) powinna tez spelia¢ warunek
zupelosci parametryzacji zbioru rozwiazan efektywnych (por. Wierzbicki, 1986).
To znaczy, dla kazdego x° rozwiazania efektywnego zadania (1.7) powinien istnieé
wektor parametréw sterujacych u® € U taki, ze x° jest rozwiazaniem optymal-
nym odpowiedniego zadania (1.45). Méwimy wtedy, ze parametryczna skalaryzacja
(1.45) stanowi zupela parametryzacje zbioru rozwiazan efektywnych wielokryte-
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rialnego zadania (1.7). Zauwazmy, ze zgodnie z wnioskiem 1.15 i twierdzeniem 1.9
metoda wag, czyli parametryczna skalaryzacja (1.19) z dodatnimi wagami w;, sta-
nowi zupelna parametryzacje zbioru rozwiazan efektywnych zadania WPL. Nie jest
to jednak prawda dla zadaii WPLD (por. przyklad 1.2).

Dla wykorzystania parametrycznej skalaryzacji w systemie wspomagania decy-
zji istotne jest, aby zadania skalarne (1.45) byly wzglednie latwe obliczeniowo, czyli
funkcja skalaryzujaca s nie powinna wprowadza¢ do modelu istotnych utrudnien
obliczeniowych. Na przyklad, dla zadan WPL zadanie skalarne (1.45) powinno
by¢ zadaniem programowania liniowego. Parametry sterujace powinny reprezen-
towad tatwo rozumiane przez decydenta wielkodci rzeczywiste charakteryzujace jego
preferencje. Parametryczna skalaryzacja spelniajaca wszystkie powyzsze postulaty
umozliwia implementacje systemu wspomagania decyzji, pozwalajacego wyznaczy¢
rozwigzanie efektywne zgodne z preferencjami decydenta.

Parametryczna skalaryzacja (1.45) definiuje parametryczng relacje preferencji

= Y 2y & s(uwy) <s(uy”)
Zamiast parametrycznej skalaryzacji mozna wiec rozwazaé ogdélniejsze parame-
tryczne relacje preferencji. Aby byl speliony postulat efektywnosci, powinny to
by¢ racjonalne relacje preferencji. Ponadto, dla dobrego postawienia odpowied-
niego zadania minimalizacji, powinien zawsze istnie¢ element najmniejszy w sensie
relacji <. Wlasnosé¢ te maja relacje porzadku liniowego. W szczegdlnodci relacja
porzadku leksykograficznego spelnia powyzsze wymagania i zapewnia mozliwo$¢
wyznaczenia elementu najmniejszego. Dlatego zadanie (1.45) moze by¢é zastapione
skalaryzacja leksykograficzna

lexmin {(s(u,f(x)) : x€Q}, ueU (1.46)

gdzie s jest wektorowsa funkcja skalaryzujaca.

Zionts i Wallenius (1976, 1983) opracowali metody interaktywnej identyfikacji
funkeji uzytecznosci (Fishburn, 1970; Keeney i Raiffa, 1976). Opieraja sie one na
zalozeniu okreslonej postaci funkcji uzytecznosci o nieznanych wspédtczynnikach,
czyli wykorzystuja pewna parametryczng skalaryzacje typu (1.45). Nieznane
wspolczynniki funkcji uzytecznosci nie reprezentuja jednak latwo rozumianych
przez decydenta wielkosci rzeczywistych. Dlatego w metodach Ziontsa i Walleniusa
sa one identyfikowane w ramach procesu interaktywnego, w czasie ktérego decy-
dent poréwnuje wektory ocen przedstawianych mu rozwiazan efektywnych. Wyniki
poréownan poszczegolnych par rozwigzan pozwalaja stopniowo zawezaé zbidr po-
tencjalnych wartos$ci nieznanych wspélczynnikéw i w wyniku otrzymujemy proces
zbiezny do poszukiwanej funkcji uzytecznosci. Wymaga to jednak, aby decydent
byt w pelni konsekwentny w swoich poréwnaniach. Tym samym, takie podejscie
nie dopuszcza mozliwosci ewolucji preferencji decydenta w wyniku lepszego po-
znawania problemu decyzyjnego w trakcie jego analizy z systemem wspomagania
decyzji. Kléci sie to z zasadnicza koncepcja SWD jako narzedzia analizy prob-
lemu decyzyjnego wspierajacego proces podejmowania decyzji przez decydenta.
W tej pracy interesuja nas otwarte systemy wspomagania decyzji nie narzucajace
decydentowi zadnego sztywnego scenariusza analizy problemu decyzyjnego i do-
puszczajace mozliwosé modyfikacji jego preferencji w trakcie analizy, w wyniku
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poznawania specyfiki problemu decyzyjnego (Wierzbicki, 1993). Dla takich sys-
teméw zasadniczym narzedziem matematycznym i — co za tym idzie — jadrem
metodologicznym jest odpowiednia parametryczna skalaryzacja (1.45) lub (1.46)
speliajaca warunek zupelnej parametryzacji zbioru rozwiazan efektywnych. Dla-
tego praca ta koncentruje sie na analizie réznych parametryzacji zbioru rozwiazan
efektywnych zadann WPL i WPLD z punktu widzenia reprezentowanych przez nie
modeli preferencji i ich przydatnosci w praktycznych systemach wspomagania de-
cyzji.

W wiekszoéci systeméw wspomagania decyzji jako pierwszy krok analizy wie-
lokryterialnej stosuje si¢ jednokryterialna optymalizacje wzgledem kazdej funkcji
oceny z osobna. Umozliwia to weryfikacje, czy rozwazany problem wielokryterialny
jest zadaniem regularnym. W wyniku optymalizacji pojedynczych funkcji oceny
powstaje tak zwana macierz realizacji celow (pay—off matrix, Steuer, 1986), ktéra
pozwala na oszacowanie zakresu zmian poszczegélnych funkcji oceny na zbiorze
rozwiazan efektywnych. Macierz ta dostarcza réwniez pewnych informacji na te-
mat tzw. konfliktowosci funkcji oceny (por. Rietveld, 1980; Galas, 1986). Macierz
realizacji celéw jest tablica zawierajaca wartosci wszystkich funkcji oceny (wierszy)
otrzymywane podczas rozwiazywania poszczegélnych probleméw jednokryterial-
nych (kolumn). To znaczy, elementy macierzy realizacji celéw K = (k)i j=1,....m
przyjmuja wartosci k;; = fi(x7), gdzie x7 jest rozwiazaniem optymalnym jedno-
kryterialnego zadania (1.17), czyli min {(f;(x) : x € Q}.

Macierz realizacji celow generuje wektor utopii y* reprezentujacy najlepsze
wartoéci kazdej funkeji oceny rozpatrywanej osobno, czyli y¢ = k;; = fi(x?). Wek-
tor utopii stanowi dolne ograniczenie wszystkich osiagalnych wektoréw ocen, tzn.
y* = y dla kazdego y € A. Jest on zwykle nicosiagalny (y* ¢ A), czyli nie ma
rozwiazania dopuszczalnego z takimi wartosciami funkcji oceny. Jezeli istnieje wek-
tor dopuszczalny x° € Q taki, ze f (XO) =y, to x¥ jest rozwiazaniem optymalnym
zadania wielokryterialnego w sensie kazdego racjonalnego modelu preferencji. Sy-
tuacja taka moze sie zdarzy¢ tylko wtedy, gdy nie ma konfliktu pomiedzy funkcjami
oceny.

Zadania optymalizacji jednokryterialnej (1.17) moga mieé¢ niejednoznaczne
rozwigzania optymalne i generowaé rozwiazania nieefektywne (por. twierdzenie
1.13) o zawyzonych wartosciach ocen nie podlegajacych minimalizacji w danym za-
daniu. Zatem, w ogdlnym przypadku, macierz realizacji celéw jest niejednoznacz-
nie okreslona i wspodtczynniki wektora utopii stanowia jedyna informacje niezalezna
od wyboru rozwiazania optymalnego w zadaniach jednokryterialnych. Dla zapew-
nienia uzytecznosci pozostatych wspoélczynnikéw konieczne jest zastosowanie tech-
niki regularyzacyjnej podczas wyliczania macierzy realizacji celéw, tak aby kazde
jednokryterialne rozwiazanie optymalne byto jednoczesnie rozwigzaniem efektyw-
nym oryginalnego problemu wielokryterialnego. W przypadku niewielkiej liczby
funkeji oceny (mate m) mozliwe jest wyznaczenie rozszerzonej macierzy realiza-
¢ji celéw, opartej na rozwiazaniach zadan leksykograficznych (1.33) dla wszystkich
mozliwych hierarchii funcji oceny (dla wszystkich permutacji 7). W przypadku
wiekszej liczby funkcji oceny musimy ograniczy¢ sie do rozwiazania m zadan jed-
nokryterialnych z regularyzacja typu (1.35) w celu zapewnienia efektywnosci wy-
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znaczanych rozwiazan optymalnych.

Z macierzy realizacji celow mozna wyznaczy¢ rowniez tzw. wektor nadiru
y", wyrazajacy najgorsze wartosci dla kazdej funkcji oceny odnotowane podczas
poszczegdlnych optymalizacji jednokryterialnych, czyli y' = maxj—i, ..m kij =
max;—i,..m fi(xj ). Skladowe wektora nadiru nie musza wyrazaé¢ najgorszych
wartosci odpowiednich funkcji oceny na calym zbiorze rozwiazan efektywnych. To
znaczy, w ogdlnym przypadku nie jest prawda, ze y™ Z y dla kazdego y € Ay.
Wyrazaja one jedynie najgorsze (najwigksze) wartosci kazdej funkcji zanotowane
podczas optymalizacji innych funkcji. Wyznaczenie wektora y* takiego, ze yv = y
dla kazdego y € Ay jest zlozonym zadaniem obliczeniowym (Isermann i Steuer,
1987; Benson, 1992). Wektor nadiru stanowi dolne ograniczenie wektora y* i na
0gol jego dobre przyblizenie wystarczajace do wstepnego zorientowania sie w za-
kresach zmienno$ci poszczegdlnych ocen dla réznych rozwiazan efektywnych.

Przyklad 1.4. Stosujac standardowa optymalizacje jednokryterialna (bez regula-
ryzacji) przy wielokryterialnej optymalizacji rejonéw dziatania przychodni (Ogry-
czak i Malczewski, 1987), dla jednego z zestawéw danych otrzymalismy macierz
realizacji celow przedstawiona w tablicy 1.1. Sugeruje ona wystepowanie konfliktu
pomiedzy funkcja oceny f; i pozostalymi dwoma ocenami, jak rowniez pomiedzy
funkcjami oceny fs i f3.

Tablica 1.1
Macierz realizacji celéw
Tablica 1.1:
Funkcja | Minimalizowana funkcja

oceny f1 f2 f3 Utopia | Nadir
fi 2.227 | 2.230 2.228 2.227 2.230
S 1.840 | 1.633 1.840 1.633 1.840
f3 3470 3470 3443 3443 3470

Stosujac optymalizacje leksykograficzne (1.33) otrzymaliSmy rozszerzona ma-
cierz realizacji celéw przedstawiona w tablicy 1.2. Obie macierze generuja te
same wektory utopii i nadiru. Jednakze z rozszerzonej macierzy realizacji celow
wida¢ brak konfliktu pomiedzy funkcjami oceny fo i f3. Rozwiazania odpowia-
dajace hierachii fo/fs/f1 1 f3/fe/f1 generuja te same wektory ocen o najmniej-
szych mozliwych wartosciach ocen fo i f3. Istnieje jedynie konflikt pomiedzy fi
a dwoma pozostalymi ocenami. Uwzgledniajac fakt bardzo matych wzglednych
wahan oceny f1 (ponizej 0.15%), mozemy uznaé, ze praktycznie nie ma konfliktu
pomiedzy ocenami i przyjaé rozwiazanie minimalizujace jednoczesnie fo i f3 (odpo-
wiadajace hierachii fo/fs/f1 1 f3/f2/f1) jako zadowalajace rozwiazanie problemu
wielokryterialnego.

O
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Tablica 1.2
Rozszerzona macierz realizacji celéw
Tablica 1.2:
Funkcja Minimalizowana funkcja
oceny | fi/fo/fs | fo/fs/f2 | fo/fi/fs | fo/Sfs/fy | f3/fi/fe | f3/falfu
fi 2.227 2.227 2.228 2.230 2.228 2.230
S 1.840 1.840 1.633 1.633 1.840 1.633
f3 3470 3470 3470 3443 3443 3443




Rozdzial 2

Programowanie celowe

2.1 Modele programowania celowego

Dobrym narzedziem dla interaktywnych systeméw wspomagania decyzji wydaje
sie by¢ programowanie celowe (por. Ignizio, 1982; Romero, 1991). Programowanie
celowe (PC) zostalo wprowadzone przez Charnesa i Coopera (1961) i dalej rozwijane
przez Ijiri (1965), Lee (1972) i Ignizio (1976). Obecnie jest to najpowszechniej sto-
sowana technika analizy wielokryterialnych probleméw decyzyjnych (por. White,
1990). W programowaniu celowym gléwnymi parametrami sterujacymi sa poziomy
aspiracji traktowane jako cele do osiagniecia dla poszczegdlnych funkcji oceny. To
znaczy, dla kazdej funkcji oceny f; zadawany jest poziom aspiracji a;. Dla kazdego
rozwiazania dopuszczalnego x € ) okreslone sa wtedy odchylenia w dét i w gére
wartosci funkeji oceny od pozioméw aspiracji, odpowiednio jako

di =(a; — fi(x)+ 1 df =(fi(x)—a)y dlai=1,2,....,m (2.1)

gdzie (.); oznacza czesé nieujemna liczby. Za rozwiazanie optymalne dla prob-
lemu programowania celowego uwaza sie rozwiazanie dopuszczalne minimalizujace
odchylenia od pozioméw aspiracji. Miara odchylenia jest okreslona przez tzw.
funkcje osiagniecia. Najprostsza i najczesciej stosowana funkcja osiagniecia jest
wazona suma odchylen

m
g(d=,d") =" (wyd; +wid}) (2.2)
i=1
gdzie w; i w;" sa nieujemnymi wagami odpowiadajacymi poszczegdlnym odchyle-
niom.
Odchylenia sa zwykle wprowadzane do modelu PC za pomoca dodatkowego
uktadu réwnan celowych

fix)+d; —df =a; dlai=1,2,....,m (2.3)
d; >0, df >0 dlai=1,2,...,m (2.4)

45
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gdzie d; , d:r sa nieujemnymi zmiennymi stanu wyrazajacymi odpowiednio odchyle-
nie w dét i w gdre aktualnej wartosci i-tej funkcji oceny od odpowiedniego poziomu
aspiracji a;. Zauwazmy, ze zmienne d; i dj zdefiniowane za pomoca réwnan celo-
wych (2.3)—(2.4) wyrazaja odpowiednie odchylenia (2.1) wtedy i tylko wtedy, gdy

spelniony jest warunek
didf =0 dlai=1,2,....,m (2.5)

W réwnaniach celowych (2.3)—(2.4) warunek ten nie wystepuje i dlatego istnieja
rozwiazania dopuszczalne (x,d~,d") nie spehiajace (2.1). W programowaniu ce-
lowym zaklada sie jednak, ze wagi w; i w;" sa nieujemne. Jezeli ponadto dla
kazdego ¢ przynajmniej jedna z wag jest dodatnia, czyli

w; +w >0 dlai=1,2,...,m (2.6)
to warunek (2.5) jest spelmiony przez wszystkie rozwiazania optymalne. Co wiecej,
warunek (2.6) gwarantuje spelienie (2.5) w rozwigzaniu optymalnym nawet bez
zalozenia nieujemnosci wag. Natomiast w przypadku, gdy w; = w;: = 0 dla pew-
nego g, istnieja rozwiazania optymalne (x,d™,d") nie spelniajace warunku (2.5).
Zauwazmy jednak, ze rozwiazaniem problemu decyzyjnego jest wektor x, a nie cala
tréjka (x,d~,d"). Dlatego przy stosowaniu programowania celowego istotne jest
nie tyle zagwarantowanie, ze zmienne d; i d;r wyrazaja odpowiednie odchylenia
(2.1), co fakt, ze wyznaczony optymalny wektor x minimalizuje zadana funkcje
odchylen. Innymi stowy, interesuje nas, kiedy wektor x bedacy rozwiazaniem opty-
malnym zadania

min {g(d~,d") : x € Q oraz (2.3) i (2.4)} (2.7)
jest jednoczesnie rozwiazaniem optymalnym zadania
min {g(d~,d") : x € Q oraz (2.1)} (2.8)

Twierdzenie 2.1 W przypadku wazonej funkcji osiagniecia (2.2) z wagami
spetniajacymi warunek

w;+wjzo dlai=1,2,...,m (2.9)
problemy (2.7) i (2.8) sa sobie réwnowazne w tym sensie, Ze wektor dopuszczalny
x € Q jest rozwigzaniem optymalnym problemu (2.7) wtedy i tylko wtedy, gdy jest
on rozwigzaniem optymalnym problemu (2.8).
Dowdéd. Wektor x jest dopuszezalny dla problemu (2.8) wtedy i tylko wtedy, gdy
jest dopuszczalny dla rozszerzonego problemu (2.7). Doktadniej, kazdemu wek-
torowi x dopuszczalnemu dla problemu (2.8) odpowiada zbidr (x,d~(t),d*(t))
rozwiazan dopuszczalnych dla problemu (2.7), gdzie

di (t) = (ai—fi(x)+ti,  df (t) = (fi(x)—ai)p+ti, t=(tr b, tm), t; 20
Obliczajac wartosé funkceji osiagniecia dla (x,d ™ (t),d™(t)) otrzymujemy

m m

p (widi(t) +wldf(t) = > (wi(ai = fi(x))+ ) (fi(x) —ai)+) +

1=1

s
30
I

+ ti(w; +w;h)

&
Il
-
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Zatem, na mocy nieréwnosci (2.9), g(d=(0),d™(0)) < g(d~(t),d ™ (t)), co dowodzi
prawdziwo$ci twierdzenia. |

Funkcja osiagniecia (2.2) ma postaé¢ wazonej normy [y (nie jest ona norms ze
wzgledu na mozliwosé wystepowania wag zerowych). Do definicji funkeji osiagniecia
moga by¢ réwniez uzyte inne normy ly: |lyll, = (310, |y:|P)'/P. Wiekszosé z nich
prowadzi jednak do nieliniowych funkcji osiagniecia, co stanowi istotna komplikacje
modelu w przypadku zadain WPL. Dlatego poza norma l; w programowaniu ce-
lowym stosuje sie jedynie niekiedy norme I, (przypadek graniczny dla p — oo,
I¥llcc = maxi=1, .. |yi]), co prowadzi do tzw. minimaksowej funkcji osiagniecia

g(d—,d") =, max (w; d +w;d]) (2.10)
Zadanie programowania celowego (2.7) z minimaksowa funkcja osiagniecia (2.10)
moze generowa¢ optymalne wartodci zmiennych d; i d;r nie spehiajace warunku
(2.5) nawet w przypadku nieujemnych wag spehiajacych warunek (2.6). Jest to
zapewne jedna z przyczyn znacznie rzadszego stosowania minimaksowej funkcji
osiagniecia. Niemniej jednak dla minimaksowego programowania celowego praw-
dziwe jest nastepujacy odpowiednik twierdzenia 2.1.

Twierdzenie 2.2 W przypadku minimaksowej funkcji osiagniecia (2.10) z wagams
spetniajqcymi warunek (2.9) problemy (2.7) i (2.8) sa sobie réwnowazne w tym
sensie, ze wektor dopuszczalny x € @ jest rozwigzaniem optymalnym problemu
(2.7) wtedy i tylko wtedy, gdy jest on rozwigzaniem optymalnym problemu (2.8).

Dowdéd. Wektor x jest dopuszezalny dla problemu (2.8) wtedy i tylko wtedy, gdy
jest dopuszczalny dla rozszerzonego problemu (2.7). Doktadniej, kazdemu wek-
torowi x dopuszczalnemu dla problemu (2.8) odpowiada zbiér (x,d™(t),d*(t))
rozwiazan dopuszczalnych dla problemu (2.7), gdzie

d;(t) = (al_fl(x))++tl7 dj(t) = (fl(X)_a’L)++t’L7 t= (t17t27 .. 7tm)T7 t’l 2 0
Zauwazmy, ze
wy d; (t) +wdf (t) = w; (a5 — fi(x)+ +w (fi(x) = ai)4 +ti(w; +w])

Zatem, na mocy nieréwnosci (2.9), g(d=(0),d™(0)) < g(d~(t),d™ (t)), co dowodzi
prawdziwoéci twierdzenia. |

Koncepcja stosowania poziomdéw aspiracji jako parametréow sterujacych do mo-
delowania preferencji w interaktywnym systemie wspomagania decyzji jest tatwo
rozumiana i chetnie akceptowana przez uzytkownikow tych systemow. Funkcje
osiagniecia (2.2) 1 (2.10) wymagaja jednak zdefiniowania réwniez wag dla po-
szczegblnych odchylen, co nie jest tatwe. Oznacza to koniecznosé okreslenia stép
substytucji dla poszczegdlnych ocen. Dlatego powszechnie stosowane jest tzw. lek-
sykograficzne programowanie celowe (Ignizio, 1982), gdzie wprowadza sie hierarchie
minimalizacji pewnych grup odchylen. Ustalenie odpowiednich wag jest wtedy
istotne tylko w ramach grupy odchylen minimalizowanych na tym samym poziomie
priorytetu (hierarchii). W leksykograficznym programowaniu celowym poszukuje
sie minimum leksykograficznego wektorowej funkcji osiagniecia
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g(d™,d") = (g1(d7,d"),g2(d™,d"),...,g,(d",dT)) (2.11)
ze sktadowymi gx(d~,d™) w postaci standardowych funkcji osiagniecia (2.2), czyli
ge(d™,d%) = (wpd; +wdl) (2.12)

icl

gdzie

wy,  wspdlczynnik wagowy (waga) zmiennej d; dla priorytetu &,

w,:'i wspélezynnik wagowy (waga) zmiennej d;” dla priorytetu k.
Istnieje tez mozliwo$é wykorzystania w leksykograficznym programowaniu celo-
wym minimaksowych funkcji osiagniecia (2.10). Zauwazmy, ze wszystkie sktadowe
gr(d—,d™) sa formalnie funkcjami tych samych wektoréw odchyleri d~ i dt. W
praktyce kazda z nich zalezy tylko od pewnego podzbioru zmiennych d; i d;“ o)
niezerowych odpowiednich wspélczynnikach wagowych wy; i w,ji.

W przypadku leksykograficznego programowania celowego wektor x bedacy

rozwiazaniem optymalnym zadania

lexmin {g(d~,d") : x € Q oraz (2.3) i (2.4)} (2.13)
jest jednoczesnie rozwiazaniem optymalnym zadania
lexmin {g(d~,d") : x € Q oraz (2.1)} (2.14)
o ile macierze wag W~ = (W )k=1, . pizt,..m 1 W = (W) k=1, pict,..m
spelniaja nastepujaca nierownoéé¢ leksykograficzna
W™ +WH >0 (2.15)

Tu i w dalszej czesci pracy przyjmujemy, ze nieréwno$é leksykograficzna zastowana
do macierzy oznacza uktad nieréwnosci leksykograficznych dla poszczegdlnych ko-
lumn macierzy. To znaczy, warunek (2.15) okresla uklad nieréwnosci

W, +W/ >0 dai=12,...,m

gdzie W, = (w;;)k=1,...p 1 Wi = (w,ji)kzl_rwp oznaczajg i—te kolumny odpowied-

nich macierzy wag.

.....

Twierdzenie 2.3 W przypadku funkcji osiagniecia (2.11)-(2.12) z macierzami
wag spetniajacymi nierdwnodé (2.15) problemy (2.13) i (2.14) sq sobie réwnowazne
w tym sensie, Ze wektor dopuszczalny x € @ jest rozwigzaniem optymalnym prob-
lemu (2.13) wtedy i tylko wtedy, gdy jest on rozwiazaniem optymalnym problemu

(2.14).

Dowdéd. Wektor x jest dopuszezalny dla problemu (2.14) wtedy i tylko wtedy, gdy
jest dopuszczalny dla rozszerzonego problemu (2.13). Dokladniej, kazdemu wek-
torowi x dopuszczalnemu dla problemu (2.14) odpowiada zbiér (x,d™(t),d*(t))
rozwiazan dopuszczalnych dla problemu (2.13), gdzie

d; (t) = (e fi(x))4+ti, df (t) = (fi(x)—ai)++ti, t=(tr,t2... tm)", 620
Obliczajac funkcje osiagniecia dla (x,d ™ (t),d™ (t)) otrzymujemy
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W=d™(t) + WHd™(t) = W (a— f(x))+ + WH(f(x) —a); + (W™ + W)t
Zatem, na mocy nieréwnosci (2.15), g(d=(0),d™(0)) <;., g(d~(t),dT(t)), co do-
wodzi prawdziwosci twierdzenia. |

W rozwazanych sformutowaniach zadan programowania celowego wystepowal
zbiér dopuszezalny Q. W typowych modelach programowania celowego (por. Igni-
zio, 1982) warunki dopuszczalnosci sa traktowane jako pewne cele do osiagniecia.
Zauwazmy, ze ograniczenia zbioru dopuszczalnego moga by¢ interpretowane jako
wymagania, by pewne funkcje zmiennych decyzyjnych osiagaly okreslone wartosci.
Funkcje te mozna interpretowaé jako dodatkowe funkcje oceny, a wymagane
wartosci jako odpowiadajace im cele. Kazde ograniczenie jest zastepowane
réwnaniem celowym z celem zdefiniowanym jako odpowiedni wspdlczynnik prawej

e F09) + 7~ df =a,

Dla kazdego celu okresla si¢ odchylenia niedopuszczalne w jego realizacji. Maja one
by¢ réwne zeru, aby spelnione byly ograniczenia modelu. Doktadniej, nieréwnosci
fi(x) < a; odpowiada niedopuszczalne odchylenie w gére d;f'; nieréwnosci f;(x) >
a; odpowiada niedopuszczalne odchylenie w dél d; , a réwnaniu f;(x) = a; odpo-
wiadaja niedopuszczalne oba odchylenia d;r id;.

Mozliwe sa dwa podejscia do modelowania odchylen niedopuszczalnych. Pierw-
sze 7 nich, nazywane technika celéw absolutnych (Ignizio, 1976), wykorzystuje
leksykograficzna funkcje osiagniecia. W tym podejsciu sume wszystkich niedopusz-
czalnych odchylen traktuje sie jako skalarna funkcje osiagniecia minimalizowana na
pierwszym (najwyzszym) poziomie priorytetu. Pozwala to na elastyczne traktowa-
nie ograniczen.

Technika celéw absolutnych pozwala na unikniecie problemu dodatkowych ogra-
niczen w leksykograficznym modelu PC. Jednakze zastosowanie tej techniki do
prostego wazonego modelu PC przeksztalca go w model leksykograficzny. W tej
sytuacji lepsze wydaje sie drugie podejscie, nazywane technika sztywnych celéw. W
tym podejsciu zada sie, by niedopuszczalne odchylenia byly rowne zeru i pomija sie
je w matematycznym sformutowaniu modelu. Technika sztywnych celéw moze by¢
uzywana zaréwno do modelu leksykograficznego, jak i wazonego, nie naruszajac ich
specyfiki. Pomijanie niektérych odchylen powoduje jednak pewna nieregularnosé w
opisie modelu. Dlatego do rozwazan teoretycznych, gdzie istotna jest jednorodnosé
opisu modelu, bedziemy stosowa¢ odmienny sposob reprezentacji sztywnych celéw.
Zamiast wymuszaé zerowanie niedopuszczalnych odchylen przez pomijanie odpo-
wiednich zmiennych stanu w modelu PC, ten sam efekt mozna osiagna¢ nadajac
wartos$¢ +oo odpowiednim wspdlczynnikom wag. Zapewnia to regularna postaé¢ mo-
delu PC, a jedyna nieregularno$¢ jest zwiazana z wystepowaniem nieskonczonych
wspotezynnikéw. W dalszych rozwazaniach przyjmujemy, ze 0-0o = 01 0-(—o0) = 0.

Typowe sformutowanie leksykograficznego liniowego problemu PC jest nastepu-
jace

wyznaczy¢ wektor x = (z1, 2, . . . ,xn)T minimalizujacy leksykograficznie

g(d_v d+) = (gl(d_’ d+)7g2(d_7d+)’ s 7gp(d_’ d+)) (2'16)

pod warunkiem, ze
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> cymi+d; —df =b; dlaiel (2.17)
jeJ
xZ0, d- 20, d*=Z0 (2.18)
gdzie
I={1,2,...,m} =zbidr indekséw funkeji oceny,

J={1,2,...,n} zbidr indekséw zmiennych decyzyjnych,
x; j-ta zmienna decyzyjna (strukturalna),
Cij wspoélczynnik przy z; w i-tej funkcji oceny,
a; cel dla i—tej funkcji oceny,

d; odchylenie w dét dla i—tej funkcji oceny,

K3
d;r odchylenie w goére dla i—tej funkcji oceny,
gr(d—,dT) funkcja osiagniecia postaci (2.12) minimalizowana dla prio-
rytetu k (k=1,2,...,p).

Wiele zastosowan praktycznych wymaga wprowadzenia tzw. celdow przedzia-
towych (Romero, 1991). Standardowy cel dla funkcji oceny f; jest zdefiniowny
przez poziom aspiracji jako punkt a;. Cele przedzialowe stanowia uogélnienie tak
okreslonego celu na przedzial liczbowy [a; ; aj'] z odchyleniami okreslonymi odpo-
wiednio jako d; = (a; — fi(z))+ id} = (fi(z)—a});. Standardowe cele punktowe
wystepuja w modelu (2.16)—(2.18) jako prawe strony réwnari celowych (2.18). Dla
rozwazan dopuszczajacych wystepowanie celow przedzialowych wygodniej jest re-
prezentowac cele jako ograniczenia na zmienne, podczas gdy prawe strony réwnan
celowych sa rowne zeru. Prowadzi to do innej postaci problemu PC, w ktérej
zaleznodci (2.17) i (2.18) sa zastapione nastepujacymi

> cyzi+d; —df =0 dlaiel (2.19)
jeJ

by <x; <bS  dlajeJ (2.20)

d 20, dt=Z0 (2.21)

gdzie pewne ograniczenia bj 1 b; moga przyjmowa¢ wartosci odpowiednio oo
lub —oco. Zauwazmy, ze dla dowolnego problemu PC zaleznosci (2.17) i (2.18)
mozna zastapi¢ zaleznosciami (2.19)—(2.21). Na przyklad wprowadzajac dodatkowe
zmienne (logiczne), analogicznie jak w standardowych pakietach programowania li-

niowego (por. Ogryczak, 1989). Tlustruje to ponizszy przyklad.

Przykitad 2.1. Rozpatrzmy liniowy model PC zdefiniowany przez liniowe funk-
cje oceny f; (i = 1,2,...,m) i odpowiadajace im przedzialy (lub punkty) satys-
fakcjonujacych wartosci [a; ;a;7]. Zmienne decyzyjne z; (j = 1,2,...,n) musza
naleze¢ do pewnych dopuszczalnych przedzialow [bj_; bj] Model ten moze by¢ ta-
two sformulowany w postaci (2.19)—(2.21). W tym celu przypisujemy kazdej funkeji

fi zmienna logiczna y; w nastepujacy sposéb
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fix)—yi+dy —df = dlai=1,2,....,m
b*nggbj dlaj=1,2,...,n
a; <y; <af dlai=1,2,...,m

Otrzymujemy w ten sposob zaleznosci w pozadanej postaci z (n+m)-wymiarowym

wektorem zmiennych strukturalnych ; i odpowiednimi wektorami ograniczen

(0)(3) :
Dla ulatwienia dyskusji teoretycznych, problem (2.16) i (2.19)—(2.21) bedziemy
zapisywaé w postaci macierzowej
wyznaczy¢ wektor x minimalizujacy leksykograficznie
[(wid™ +wid"),...,(w,d” +w/d")]" =W~d +Whd" (2.22)

pod warunkiem, ze

Cx+d —-d"=0 (2.23)
b-=x=bt (2.24)
d- 20, d*=Z0 (2.25)
gdzie
W wektor wiersz wymiaru 1 x m jest wektorem wag zmiennych odchylen w
dot dla priorytetu k,
w,j wektor wiersz wymiaru 1 X m jest wektorem wag zmiennych odchylen w
gére dla priorytetu k,
W~  macierz wymiaru p x m skladajaca si¢ z wierszy w, ,
WT  macierz wymiaru p x m skladajaca sie z wierszy w,':,
C macierz wspolczynnikéw wymiaru m X n,
b~ wektor kolumna wymiaru n x 1 jest wektorem dolnych ograniczen na
zmienne decyzyjne,
bt wektor kolumna wymiaru n X 1 jest wektorem gérnych ograniczerl na
zmienne decyzyjne,
X wektor kolumna wymiaru n x 1 jest wektorem zmiennych decyzyjnych,
d- wektor kolumna wymiaru m x 1 jest wektorem zmiennych odchylenn w
dot,
dt wektor kolumna wymiaru m x 1 jest wektorem zmiennych odchylen w
gore.

Zgodnie z wczesniejszymi ustaleniami, dla niektérych wspoélczynnikéw w mo-
delu (2.22)—(2.25) dopuszczamy nieskoriczone wartosci. Dokladniej, moga to by¢
nastepujace wspotczynniki:

10 b; = —0o0 (x; jest nieograniczone z dotu),
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20 b;r = 400 (x; jest nieograniczone z gory),

30 Wy = Wy = ... = W, = +00 (d; = 0, niedopuszczalne jest odchylenie w dét
dla celu %),

49 wfi = w;i =...= w;i = 400 (dj = 0, niedopuszczalne jest odchylenie w gére
dla celu 7).

Zauwazmy, ze jesli wspdlezynniki wag nie spehiaja nieréwnosci (2.15), to prob-
lem (2.22)—(2.25) jest nieograniczony. Podobnie, nie ma powodéw do rozpatrywania
modelu PC nie spehiajacego nieréwnosci

bt —b 20 (2.26)

Problemy nie spelniajace tej nieréwnosci sa jawnie sprzeczne. O problemie PC, dla
ktérego spelione sa obie nieréwnosci (2.15) i (2.26), méwimy, ze jest problemem
dobrze postawionym i dalej bedziemy sie zajmowacé tylko takimi problemami.

2.2 Symetryczna teoria dualnosci

Wazna zaleta programowania celowego jest mozliwosé rozwiniecia kompletnej
teorii dualnosci dla liniowych (wazonych i leksykograficznych) modeli programowa-
nia celowego i wykorzystania jej do analizy wrazliwosci rozwiazania. W tym podroz-
dziale przedstawiamy symetryczna teorie dualnosci liniowych zadan programowa-
nia celowego (Ogryczak, 1988), w ktérej zadanie dualne do zadania programowania
celowego jest tez zadaniem programowaniem celowego. Dla pary dualnych zadan
programowania celowego wyprowadzimy odpowiedniki klasycznych zaleznosci dual-
nych w programowaniu liniowym, tacznie z wlasnoécia punktu siodtowego i wzorami
na wartosci kraricowe.

Dla uproszczenia zapisu postuzymy sie jawna postacia odchylen w modelu PC.
To znaczy, zastapimy d~ i d™ odpowiednio przez (—Cx)y i (Cx)., gdzie ope-
rator (.)4 zastosowany do wektora dziala na wszystkich wspéhrzednych wektora.
Sformutujmy pierwotny problem PC wyrazony wzorami (2.22)—(2.25) jako prob-
lem leksykograficzny

PPC: lexmin {W~ (—Cx), + WH(Cx), : b- =x=bt} (2.27)

Wektor x nazywamy dopuszczalnym dla pierwotnego problemu PC, jesli spelia
NP INUPPEM S 0
nieréwnos¢ b~ = x = b™T. Dopuszczalny wektor x° nazywamy optymal-
nym, jesli minimalizuje leksykograficznie wektorowa funkcje osiagniecia h(x) =

W~ (—Cx)+ + WT(Cx), na calym zbiorze dopuszczalnym, to znaczy
W~ (=Cx"); + WH(Cx"); <jep W (=Cx)y + WH(Cx),

dla dowolnego dopuszczalnego x. Na mocy twierdzenia 2.3 dobrze postawiony
problem (2.22)—(2.25) jest réwnowazny problemowi (2.27). Problem (2.22)—(2.25)
bedziemy traktowali jako rozszerzona postaé pierwotnego problemu PC (2.27).

Zauwazmy, ze funkcje osiagniecia problemu PPC (2.27) mozna wyrazi¢ naste-
pujaco
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h(x) = W~ (-Cx); + WH(Cx); =
= (W +WH)|Cx| + %(W‘ — W) (-Cx) 4+ + %(VVJr - W7)(Cx)y =

— Do =

= i(W_ + WT)|Cx| + %(VVJr —W7)Cx
gdzie operator modutu jest rozumiany jako operacja po wspolrzednych. Zatem,
jezeli speliona jest nieréwno$é (2.15), to dla dowolnych x’, x” i ay, as > 0,
mre =i h(alxl + 042X//) Slex Oélh(xl) + th(x”)
czyli funkcja osiagniecia jest leksykograficznie wypukta. Co za tym idzie, leksyko-
graficzne minimum lokalne funkcji osiagniecia jest réwniez jej minimum globalnym.
Rozpatrzmy najpierw wazony problem PC, czyli przypadek problemu PC ze
skalarna funkcja osiagniecia (tzn. p = 1). Kazdy wazony problem PC mozna
sformutowaé jako problem programowania liniowego ze specjalng struktura macie-
rzy ograniczen. Zatem zgodnie z teorig dualnoéci programowania liniowego mozemy
zdefiniowaé¢ dualny skalarny problem PC.
Pierwotny skalarny problem PC ma postaé

min {w (—Cx), +w(Cx); : b~ =x=bt} (2.28)
gdzie w~ = w| i wT = w] sa wierszami wspélczynnikéw wag. Problem ten

mozna rowniez zapisa¢ w rozwinietej postaci jako pierwotny problem programowa-
nia liniowego

wyznaczy¢ wektor x minimalizujacy

w d” +wd"

pod warunkiem, ze sa spelione zaleznosci (2.23), (2.24) i (2.25).
Odpowiedni problem dualny ma wtedy postac

wyznaczy¢ wektor x maksymalizujacy

v b~ —vTbT (2.29)
pod warunkiem, ze
uC+v —vt=0 (2.30)
—wtZusw- (2.31)
v 20, viZ0 (2.32)
gdzie
u wektor wiersz wymiaru 1 x m jest wektorem dualnych zmiennych struk-
turalnych,
' wektor wiersz wymiaru 1 x n jest wektorem dualnych zmiennych odchylen
w dét,
vt wektor wiersz wymiaru 1 x n jest wektorem dualnych zmiennych odchylen

w gore.
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Problem (2.29)—(2.32) ma szczegdlng strukture problemu programowania celo-
wego, a doktadniej jest to rozwinieta postaé¢ problemu PC

max {(—uC) b~ — (uC);b" : —w* Z=uw"} (2.33)

Latwo sprawdzi¢, ze ten problem jest dobrze postawiony wtedy, gdy pierwotny
problem PC (2.28) jest dobrze postawiony. Problem (2.33) bedziemy nazywaé
problemem dualnym do pierwotnego problemu (2.28).

Korzystajac z teorii dualnosci dla programowania liniowego, mozemy ustalié
zaleznodci pomiedzy pierwotnym (2.28) i dualnym (2.33) problemem PC. Wszyst-
kie przedstawione tu twierdzenia, z wyjatkiem twierdzenia 2.4 i jednego punktu w
twierdzeniu 2.6, wynikaja bezposrednio z teorii dualnosci w programowaniu linio-
wym, zastosowanej do rozwinietej postaci pierwotnego i dualnego problemu PC. Z
tego powodu ich dowody zostana pominiete.

Twierdzenie 2.4 JeZeli x jest dopuszczalny dla pierwotnego problemu PC i u jest
dopuszczalny dla dualnego problemu PC, to jest spelniona nastepujaca nieréwnosé

w (—Cx)4 + w(Cx); = —uCx = (—uC) b~ — (uC), bt
Dowdéd.
w(—Cx); + wT(Cx

Z u(—Cx); —u(Cx); = —uCx =
= (-uC)1x — (uC)yx = (

—UC)+b7 — (uC)+b+ [ |

Twierdzenie 2.5 Jezeli jeden z problemow PC, pierwotny lub dualny ma skon-
czone rozwigzanie optymalne, to drugi problem takie ma skonczone rozwigzanie
optymalne, a optymalne wartosci funkcji osiqgniecia sq sobie réwne.

Liniowy problem PC zazwyczaj ma rozwiazanie. Szczegdlnie, gdy spelnione
sa dodatkowe warunki (2.15) i (2.26). Ta wilasno$¢ dotyczy jednak probleméw, w
ktérych wystepuja tylko skonczone wspétczynniki danych.

Whniosek 2.1 Jezeli wszystkie wspotczynniki danych sa skonczone, to zaréwno
pierwotny jak i dualny problem PC majq skoriczone rozwigzania optymalne, a opty-
malne warto$ci funkcji osiggniecia sq sobie réwne.

Twierdzenie 2.6 Nastepujoce warunki sq rownowazne:

19 X0 jest rozwigzaniem optymalnym pierwotnego problemu PC i uP jest rozwiqza-
niem optymalnym problemu dualnego;

20 x0 i u® sq dopuszczalne dla odpowiednich probleméw PC, a wartosci funkcji
osiqgniecia sq skoriczone i réwne —u’Cx°, to znaczy

w (—Cx"); + wH(Cx"); = (—uC’),b™ — (uC%) bt = —u’Cx’

39 xY i u® sq dopuszczalne dla odpowiednich probleméw PC oraz sq spelnione wa-

runki komplementarnosci

W +wh)(cx)y = 0 (2.34)
(w™—u”)(-cx”), = 0 (2.35)
(—u’C),x*-b7) = 0 (2.36)
u’C); (bt -x% = o0 (2.37)
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49 para (x°,u°) jest punktem siodtowym funkcji
Lixw) = (W —u)(—Cx); + (W' +u)(Cx)y — (—uC), (x—b~) +
+ (uC)y(b" —x) —uCx

to znaczy, L(x°,u) < L(x%,u°) < L(x,u°) dla dowolnych x € R™ iu € R™;

59 xY i1 sq dopuszczalne dla odpowiednich probleméw PC, a para (x°,u®) jest
punktem siodtowym funkcji L(x,u) = —uCx na iloczynie kartezjariskim zbioréw
dopuszczalnych, to znaczy, —uCx® < —u’Cx° < —u’Cx dla dowolnych do-
puszczalnych x oraz u.

Dowéd. Warunki 1°, 3° oraz 4° sa réwnowazne na mocy teorii dualnosci progra-
mowania liniowego. Réwnowaznosé warunkéw 1° i 2° wynika z twierdzen 2.4 i 2.5.
Zatem wystarczy pokazaé réwnowaznosé warunkéw 3° i 5°.

Warunki (2.34) i (2.35) sa réwnowazne warunkom

(—u’C)y (x° —x) <0 oraz (u’C)y(x—x")<0
dla dowolnego dopuszczalnego x, czyli warunkowi
—u’Cx" < —u’Cx dla dowolnego dopuszczalnego x
Analogicznie mozna udowodnié, ze warunek
—uCx’ < —u’Cx® dla dowolnego dopuszczalnego u
jest réwnowazny warunkom (2.36) i (2.37), co konczy dowdd. u

W programowaniu liniowym rozwiazanie zadania dualnego moze by¢ wykorzy-
stane do analizy wrazliwosci zadania na zaburzenia danych. Dokladniej, znajac
rozwiazanie dualne, mozna obliczy¢ tak zwane wartosci kraficowe (marginalne) dla
réznych zaburzen danych. Wartosci krancowe sa definiowane jako pochodne kie-
runkowe

g (H) = lim z(H+ aAH) — z(H)
a—04 (07
wartosci optymalnej z (rozpatrywanej jako funkcja danych H) w kierunku zabu-
rzeri danych AH. Wartosci kraficowe mozna obliczaé stosujac wzér Millsa (patrz
Mills, 1956; Williams, 1963). Najszerzej wykorzystuje sie analize zaburzen wektora
prawych stron.

W programowaniu celowym mozna przeprowadza¢ podobna analize. Jednakze
w pierwotnym problemie PC wektor prawych stron jest strukturalnie rowny zeru.
Bardziej interesujace jest tu badanie zaburzen wektoréw prostych ograniczen na
zmienne, jako ze definiuja one poziomy aspiracji dla poszczegdlnych funkcji oceny.
Oczywiscie, rozpatrujemy tylko zaburzenia danych skoriczonych. Twierdzenie 2.7
okresla efekty zaburzen prostych ograniczen na zmienne.

Twierdzenie 2.7 Niech J. bedzie zbiorem réwno$ciowych prostych ograniczern na

zmienne, to znaczy J. = {j € J : by = bj} Jezeli pierwotny problem PC ma

, . . . , g - . +
skoriczone rozwigzanie optymalne oraz wszystkie wspdtczynniki wag w; 1 w; sq

skoriczone, to istnieje ag > 0 takie, Ze zaburzony problem PC
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min {w~ (=Cx); +wt(Cx); : b-+Ab” =x=b" 4+ Ab"}
ma rozwiqzanie, gdy
|Ab; | <ag i |Abj+| <ag dlajeJ\J. i Ab; < Ab; dla j € Je
Odpowiednie wartosci krancowe okresla wzor

Z(Ab-,Abt) = max [(~uC)+Ab™ — (uC)+ Ab™] (2.38)
gdzie S* jest zbiorem optymalnym dualnego problemu PC.

Typowa analiza postoptymalizacyjna polega na obliczaniu wartoéci kraricowych
dla zaburzen pojedynczych wspétczynnikéw danych. W pierwotnych problemach
PC mozna rozpatrywaé trzy rodzaje zaburzen prostego ograniczenia na zmienna:
19 zaburzenie dolnego ograniczenia E; =b; +a dlajeJg

gdzie Jg={j € J : —oo <b; <bf}

20 zaburzenie gérnego ograniczenia Fl;j = b;r +a dlaje Jg,
gdzie J, ={j € J : by <bf < +oo}

3% zaburzenie ograniczenia réwnosciowego (b

T =0bf=0b) b =bf =b+ada
jeJe

J

Uwzgledniajac we wzorze (2.38) dodatnie lub ujemne zaburzenia prostego ogra-
niczenia na zmienna otrzymujemy nastepujace wartosci krancowe:

10+, = i (NG = g —(uC))s e < s
J u J u

2 g = i —(C))e, ) = max (nC), dinj €y

0 _ . ! = ; ]

3 Ay T X TG, Ey) = max uG dlage

gdzie C; oznacza j-ta kolumne macierzy C.

Zauwazmy, ze pewne wspdlczynniki ograniczen b; i b;r zwykle reprezentuja
poziomy aspiracji dla funkcji oceny (patrz przyklad 2.1). Odpowiednia kolumna
C; jest wtedy réwna minus wersorowi jednostkowemu —e;. Zatem niektére
wspdlezynniki wektora dualnego u sa cenami dualnymi dla odpowiednich celéw.

Whniosek 2.2 Jezeli w pierwotnym problemie PC wystepuje zmienna logiczna
zwigzana z funkcja oceny f;, to wartosci kraricowe dla zaburzenia odpowiedniego

celu [a] ;a]] sa dane wzorami:

19 2 _ = max (u; i 2 _ = max —(u;)4, odpowiednio dla dodatniego i
(+a;) ~ ness (ui)+ (—a;) T pets (ui)+, odp g
ujemnego zaburzenia dolnego poziomu aspiracji a; ;

20 2 = max —(—u; i 2 = max (—u; odpowiednio dla dodat-
(rat) = max —(Cus (-at) = e (), odp

niego i ujemnego zaburzenia gérnego poziomu aspiracyi aj;
0 _ o / _ L . . . Lo
3" Z(4q;) = MAX U; 1 Z(_,,y = Max —u;, odpowiednio dla dodatniego i ujem
ues uces
+

nego zaburzenia poziomu aspiracji a; = a; = a; .
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Mozna réwniez bada¢ zaburzenia wspétczynnikéw funkeji oceny c;;. W roz-
winietej postaci problemu PC macierz C stanowi cze$¢ macierzy ograniczen. Dla-
tego tez, na mocy teorii stabilnosci programowania liniowego (Williams, 1963),
wymagana jest regularnosé problemu (ograniczonosé zbioru rozwiazan dopuszczal-
nych). Z drugiej strony, ze specyfiki sformulowania problemu PC wynika, ze nie
potrzeba zadnych zalozen dodatkowych, gdy wszystkie wspdtczynniki danych maja
wartosci skoriczone. Twierdzenie 2.8 okresla efekty zaburzen danych pierwotnego
problemu PC.

Twierdzenie 2.8 Jezeli wszystkie wspotczynniki danych maja wartosci skoriczone,
to zaburzony problem PC

min {w [-(C+D)x]; + wH[(C+D)x]L : b~ =x=bt}
ma rozwigzanie dla dowolnej macierzy zaburzen I' wymiaru m X n, a odpowiednig
warto$é krancowq okresla wzor

2 = max min —ul'x (2.39)
uesS* xes

gdzie S 1 S* sa zbiorami optymalnymi problemow PC' odpowiednio pierwotnego i
dualnego.

Obliczajac wartos¢ krancows dla zaburzenia pojedynczego wspdiczynnika c;;
otrzymujemy

! o 1 — T ! — 1 .

odpowiednio dla dodatniego i ujemnego zaburzenia.

Wyniki rozwazan dla przypadku skalarnego moga by¢ rozszerzone na ogélne
leksykograficzne liniowe problemy PC poprzez wykorzystanie koncepcji wielowy-
miarowego problemu dualnego (Ignizio, 1976, 1984; Isermann, 1982). Wielowymia-
rowy problem dualny otrzymuje sie zastepujac w problemie skalarnym zmienne u;
p—-wymiarowymi wektorami (kolumnami) U;. Wszystkie nieréwnosci skalarne sa
wtedy zastepowane nieréwnosciami leksykograficznymi.

Dla danego leksykograficznego problemu PC (patrz (2.27))

PPC : lexmin {W~(—=Cx); + WH(Cx), : b~ =x=b"}

problem dualny mozna zapisa¢ w postaci wielowymiarowego problemu PC

DPC : lexmax {(-UC);b™ — (UC);b" : —-WT <., U <., W} (2.40)
gdzie U jest macierza zmiennych dualnych, wymiaru p x m, a kazdy jej wiersz
u, (K = 1,2,...,p) jest zwiazany z priorytetem k. Operator (.); oznacza lek-
sykograficznie nieujemng czes¢ wektora kolumny. Zastosowany do macierzy (lub
wektora wiersza) odnosi sie do poszczegélnych kolumn macierzy. Postaé rozwinieta
problemu DPC zapisuje sie jako

wyznaczy¢ wektor x maksymalizujacy

Vb~ - V'bt (2.41)
pod warunkiem, ze

UC+V —-Vt=0 (2.42)
Wt <0, U < WH (2.43)

\ Zlex 07 V+ Zleac 0 (244)
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gdzie
U macierz wymiaru (p X m) jest macierza dualnych zmiennych struktural-
nych,
V~  macierz wymiaru (p X m) jest macierza dualnych zmiennych odchyleri w
dot,
V*  macierz wymiaru (p x m) jest macierza dualnych zmiennych odchylen w
gére.

Podobnie jak w przypadku skalarnym, leksykograficzny problem dualny PC jest
(wielowymiarowym) dobrze postawionym problemem PC, jesli sa spelnione warunki
(2.15) 1 (2.26).

Twierdzenie 2.9 Wektorowa funkcja osiagniecia w wielowymiarowym dualnym
problemie PC jest leksykograficznie wypukta, to znaczy

h* (Ole/ + OéQUH) Zlex a1 h* (U/) + ash* (U”) (245)
dla dowolnych U’, U" oraz a1, as >0, a1 +as = 1.

Dowdéd. Dualna funkcje osiagniecia mozna zapisaé¢ jako

h*(U) = (-UC).b” —(UC) b" =
= JI(-UC), + (UC)](b™ ~b¥) ~ LUC(b* +b)

Z (2.27) wynika nieréwnosé

{[-(1U" + aaU")CJ1, + [(1 U’ + a2 U")CJ . }(b™ — b™) e,

>1en a1[(=U'C) L + (U'C)](b~ — b") + az[(—U”C), + (U”C),] (b~ — b*)

dla dowolnych U’, U” oraz ai, as > 0, a1 + as = 1. Stad wynika nieréwnosé
(2.45). u

Whniosek 2.3 Zbidr optymalny wielowymiarowego dualnego problemu PC' jest wy-
pukty.

Pierwotny leksykograficzny problem PC i wielowymiarowy dualny problem PC
spelniaja wszystkie typowe zaleznosci dualnosci. Dokladniej, istnieja leksykogra-
ficzne odpowiedniki podstawowych zaleznosci teorii dualno$ci programowania linio-
wego.

Twierdzenie 2.10 Jezeli x jest dopuszczalny dla pierwotnego leksykograficznego
problemu PC, a U jest dopuszczalny dla wielowymiarowego dualnego problemu PC,
to jest spelniona nastepujaca nierownosé

Wi(—CX)J’_ + W+(CX)+ Zlez — UCX Zlea: (—UC)Lbi - (‘U-(D)Lb+
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Dowdd.

W~ (=Cx); + WH(Cx)4 >0, U(-Cx)y —U(Cx) =

— U[(-Cx); — (Cx)4] = —UCx = [(~UC);, — (UC),Jx

— (—UQC)1x — (UC)1x >0n (—UC) b~ — (UC), b+ n

Nastepne twierdzenie rozszerza warunki komplementarnosci (2.34)—(2.37) na
leksykograficzny problem dualny i jednoczesnie objasnia wielowymiarowsa strukture
tego problemu.

Twierdzenie 2.11 Jezeli x° jest rozwigzaniem optymalnym pierwotnego leksyko-
graficznego problemu PC, a U° jest rozwigzaniem optymalnym wielowymiarowego
dualnego problemu PC, to
(U +WH(Cx)y =
(W™ —U")(-Cx"),
(-U°C)r(x’ ~b7) =
(U°C)r(b* —x")

© © © O

i k—ty wiersz U° (k = 1,2,...,p) jest rozwiazaniem dualnym dla podproblemu
pierwotnego problemu PC rozwigzywanego dla priorytetu k

Py : min {w; (-Cx); + w; (Cx); : b~ Sx=bt, xeS_1}  (2.50)
gdzie Sy_1 jest zbiorem optymalnym problemu Py _1.

Dowéd. Indukcyjny ze wzgledu na p. Zauwazmy, ze twierdzenie jest prawdziwe
dla skalarnych probleméw PC (p = 1). Zalézmy, ze jest prawdziwe dla p = 7.
Dla k = r 4+ 1 problem (2.50) ma postaé

A

P41 : min {w,;(—-Cx); + w,;(Cx); : b~ Sx=bt, xeb,}

Podobnie, (r 4+ 1)-wymiarowy problem dualny PC mozna wyrazi¢ w postaci prob-
lemu jednokryterialnego

wyznaczy¢ wektor u,; i macierz U™ minimalizujace

—_y (r)
(0] v -2 e v
r+1 L u'r‘+1 L

pod warunkiem, ze

+)(r) (r) —)()
- ( (W+) ) Slez ( U ) Slez < (W—) ) ) U(r) € S:
W1 Ur+1 Wit

gdzie e,y oznacza (r+1)-szy wersor, S zbiér optymalny r—wymiarowego dualnego
problemu PC, (W) UM (W) sa r—wierszowymi cze$ciami odpowiednich
macierzy. Ten problem mozna rozwiaza¢ w dwdéch etapach:

1° wyznaczyé wektor @i, 1 bedacy rozwiazaniem optymalnym skalarnego problemu
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Dyy1 @ max { > (muraCy)ab; + > (—u Cy) bt +
JjEJOUJ, jeJ,
+ Z (ur+1Cj)+b;r — Z (llrJrle)er; :
JjeJAUJ, j€Jr

Upg1,i > fw:;u dla i € I},

Uppri Sw, g, dlaiel]}

gdzie
J5 = {jeJ : UMC; =0 dlawszystkich U € S¥}
J. = {jeJ : UMC; >, 0 dlapewnego U € S*}
Jro= {jed: U(”)Cj <lex 0 dlapewnego U™ € §*)
Ir = {iel : UY =—(W/)" dla wszystkich U™ ¢ §*}
I = {iel: UY =W dlawszystkich U™ e S7}

20 wybra¢ U € S* taki, ze

7(WZ+)(T) <l6$ Ing) gdy ar—i—l,i < 7w7—‘i_+1,i

Ugr) <lex (Wi_)(r) gdy  Upi1, > wr_+1,i
(taki U zawsze istnieje poniewaz zbiér S jest wypukly).
7Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze problem Py mozna zapisa¢ w postaci
min {W,,(=Cx)1 + W, (Cx); : by <x; <b dlajelJy,
by <wz; <b; dlajeJ,
bf <ax; <bf dlajeJi}

gdzie

W, = Wr i1 dlad € Ig o . = w:—‘,—l,i dla i e I}
LT oo dladigly 0 UM T | 4o dlai g1

Teraz juz tatwo sprawdzi¢, ze problemy P,y; i D, 41 sa problemami PC odpo-
wiednio pierwotnym i dualnym. Tak wiec, zgodnie z teorig dualnosci dla skalarnych
probleméw PC, @i, 41 jest rozwigzaniem dualnym pierwotnego podproblemu PC dla
priorytetu r + 1, a co za tym idzie, twierdzenie jest prawdziwe dlap=r+1. N

Whiosek 2.4 Jezeli jeden z problemow PC, leksykograficzny pierwotny lub wielo-
wymiarowy dualny, ma skonczone rozwigzanie optymalne, to drugi problem réwniez
ma skoriczone rozwiqzanie optymalne.

Whiosek 2.5 Jezeli wszystkie wspotczynniki danych saq skoriczone, to zardwno lek-
sykograficzny pierwotny problem PC, jaok i wielowymiarowy dualny problem PC
maja skoriczone rozwigzania optymalne oraz odpowiednie wektory wartosci funk-
cji ostggniecia sq sobie rowne.
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Nastepne twierdzenie jest posumowaniem warunkéw optymalnosci. Wszystkie
typowe warunki optymalnosci dla probleméw programowania liniowego maja tu
swoje odpowiedniki, wlacznie z wlasnoscia punktu siodlowego.

Twierdzenie 2.12 Nastepujace warunki sq réownowazne:

19 X0 jest rozwiqzaniem optymalnym leksykograficznego pierwotnego problemu PC
oraz U° jest rozwigzaniem optymalnym wielowymiarowego dualnego problemu
PC;

20 X0 { U° sq dopuszczalne, a odpowiednie wektory wartosci funkcji osiggniecia sq
skoriczone i réwne —UYCxX", to znaczy

W (—Cx%), + WH(Cx%), = (-U°C) b~ — (U°C) bt = —U°Cx’

3% xY i UY sq dopuszczalne oraz spetnione sq warunki komplementarnosci (2.46)-
(2.49);
49 para (x°,U°) jest leksykograficznym punktem siodtowym funkcji wektorowesj
L(x,U) = (W -U)(-Cx); +(U+W")(Cx); — (-UC)(x —b7) +
+ (UC).(b" —x) — UCx
to znacz
! L(<", U) <o L, U°) <4y Lx, UY) (2.51)
dla dowolnych x € R™ iU € RP x R™;

50 xY 4 UY sq dopuszczalne oraz para (x9,UY) jest leksykograficznym punktem
siodtowym funkcji wektorowej L(x,U) = —UCx, to znaczy

—ucx’ <., —U%CxY <., —UCx (2.52)
dla dowolnych dopuszczalnych x i U.

Dowéd. Twierdzenie zostanie udowodnione poprzez wykazanie implikacji 20 =
19 = 3% = 49 = 20 i réwnowaznosci 3° < 59.

20 = 10 : Z twierdzenia 2.10 ta implikacja jest oczywista.
19 = 3% : Ta implikacja wynika z twierdzenia 2.11.
30 = 49 : Z warunkéw (2.46) i (2.47) wynika

L(x°,U% = —(-UC).(x* = b™) — (U°C)(b* —x°) — U Cx’
Zatem dla dowolnego x
Lx",U%) = (-U%%C).b™ —(U°C)b" =

=  —(-UC)(x°-b7) - (U°C)(bT —x°) - UCx") <0
Stew (W7 = U)(=Cx)4 + (U + WH)(Cx) +
—(-UC) (x—b7) — (U°C)(b" —x) — UCx = L(x,U?)

Podobnie, z warunkéw (2.48) 1 (2.49) wynika

L(x°U% = (W™ —UY)(-Cx"), + (U + WH)(Cx), — UCx
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Zatem dla dowolnego U

L(x*,U% = ( Cx"), + WH(Ccx"),
= (W™ -U)(-Cx )++<U+W+)(Cx) - Ucx’ >4,
Zier (W™ =U)(-Cx")4 + (U+ W) (Cx%), +

—(-UC)(x"—b7) = (UC)(bT —x") - UCx" = L(x°, U)

4% = 20 : Prawa nieréwnoéé warunku (2.51) mozna zapisaé jako
(-UC),b™ — (U°C)b"  <jp (W™ —U%)(~Cx); + (U + WTH)(Cx); +
+(-U%C)b™ — (UC)b*
Tak wiec, dla dowolnego wektora x sa spelnione nastepujace nieréwnosci
(W_ - UO)(_CX)Jr Zlex 0 oOraz (UO +W+)(CX)+ Zlex 0

Zatem —W+ <., U° <., W, czyli U° jest rozwiazaniem dopuszczalnym dla
problemu dualnego.

Rozpatrzmy teraz lewa nier6wno$é w warunku (2.51). Mozna ja zapisaé w
postaci

W (=Cx")4 + WH(Cx’); — (-UC).(x" = b7) = (UC)(b* —x") <o,
Slez W_(_CXO)+ + W+(CXO)+

Stad, dla dowolnej macierzy U sa prawdziwe nastepujace nieréwnosci
(—UC) (x°=b7) >4, 0 oraz (UC) (bT —x°) >, 0
Zatem b~ = x° = b, czyli X0 jest rozwiazaniem dopuszczalnym dla problemu

plerwotnego.
Co wiecej, z nieréwnosci (2.51) wynika

(-UC)b™ —(UC) bt = L(0,U%) >, L(x°,0) = W~ (-Cx"), + WH(Cx"),
co zgodnie z twierdzeniem 2.10 daje 2°.
30 < 59 : Warunki (2.46) i (2.47) sa réwnowazne nastepujacym
(-U°C)r(x” = %) <4ez 0 1 (UC)r(x—x") <4 O
dla dowolnego dopuszczalnego x. Te warunki sa za$ rownowazne warunkowi
~UCx° <., —U%Cx dla dowolnego dopuszczalnego x.

Analogicznie mozna pokazaé, ze warunki (2.46) i (2.47) sa réwnowazne nieréwnosci
~UCx" <o, —UCx"  dla dowolnego dopuszczalnego U. [}

Warunki komplementarnosci w programowaniu liniowym interpretuje sie zwykle
jako implikacje: “jezeli zmienna w jednym problemie przyjmuje wartosé¢ dodatnia,
to odpowiadajace jej ograniczenie w drugim problemie jest aktywne” oraz “jezeli
ograniczenie w jednym problemie nie jest aktywne, to odpowiadajaca mu zmienna
w drugim problemie przyjmuje warto$¢ zero”. Wniosek 2.6 formuluje warunki
komplementarnosci (2.46)—(2.49) w postaci tego typu implikacji.
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Whiosek 2.6 Jezeli x° 1 UY sq rozwigzaniami optymalnymi problemdw PC, odpo-
wiednio leksykograficznego pierwotnego i wielowymiarowego dualnego, to prawdziwe
sa nastepujace implikacje:

U >, -WH = ¢x"<o0
cx’>0 = Ul=-W

U) < W, = ¢x’>0

cixo <0 = U? =W,

zd > by = U’C; >, 0

UC; < O = z) = by
) <bf = UCj <, 0

0 0 _ p+

gdzie c; oznacza i—ty wiersz macierzy C.

Leksykograficzny pierwotny problem PC zwykle rozwiazuje sie jako ciag prob-
leméw skalarnych (2.50). Z twierdzenia 2.11 nie wynika jasno, czy podobna pro-
cedure mozna zastosowaé do rozwigzywania wielowymiarowego dualnego problemu
PC. Precyzuje to nastepne twierdzenie.

Twierdzenie 2.13 Jezeli U jest rozwigzaniem optymalnym dla r—wymiarowego
dualnego problemu PC, a U jest rozwigzaniem optymalnym problemu

D(U™) : max { > (—uCj)sb; + Y (—uCj)bf +
JETo(UM)UT_ (UM) jEJ+(UM)
+ > (uCj)bf = > (uCj)yb)
J€Jo(UM)HUTL(UM) FEJ_(UM)
u; > —wly,, dlaie Io(UM)
up <w, g, dlaie IL,(UM)N (2.53)
gdzie

Jo(UMy = {jeJ : UMC; =0}

J_(UM) = {jeJ : UMC; <. 0}
JL(UM) = {jeJ : UMNC; >4, 0}
L(U0) = {iel : U = (W)}
L(UY) = {iel : U =(W;)"}

u

to a jest rozwigzaniem optymalnym odpowiedniego (r 4+ 1)—wymiarowego

dualnego problemu PC.
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Dowdéd. Poniewaz @ jest rozwigzaniem optymalnym problemu (2.53), to istnieje
rozwiazanie optymalne X odpowiedniego pierwotnego problemu PC

P(UM) :min{W,;(—Cx)4 + W, 1 (Cx)y : b; <a; <b dlaje J(UM),
by <a; <b; dlajeJ (UM),
bf <a; <bf dlaje J (UM)}

gdzie
. _:{ wyy,; dlai € I,(UM) ot _:{ wiy, dlai € I;(UM)
L +oo  dlai g I,(UM) » Tl oo dlai g I;(UM)
Rozwiazanie X spelnia oczywiscie warunki komplementarnosci
(UD + (WHD)(CR), = 0
(W) —u)(-Cx); = 0
(-UMC)(x-b7) = 0
(UMC) (bt —%) = 0

Ponadto, zgodnie z twierdzeniem 2.6 sa spelnione warunki komplementarnosci

(@+w,5,)(Cx)s = 0
(W7 —W(-CR)y = 0
(-uC)y(x=b7) = 0

o

(8C); (bt —%) =

Tak wiec sa spelnione wszystkie warunki punktu 3° w twierdzeniu 2.12 i, co

()
za, tym idzie, Uﬁ jest rozwiazaniem optymalnym odpowiedniego (r + 1)—
wymiarowego dualnego problemu PC. |

W przypadku skalarnym wyprowadziliSmy wzory na wartodci krancowe dla
malych zaburzen danych. Podobnie mozna rozpatrywaé¢ wektory krancowe opty-
malnego wektora osiagniecia w leksykograficznym problemie PC

1
yua(H) = lim ~[2(H + oAH) — 2(H)

gdzie H i AH oznaczaja odpowiednio dane i zaburzenia. Jednakze leksykogra-
ficzna optymalizacja jest w ogdélnym przypadku niestabilna (Klepikowa, 1985) i
dlatego pewne wartodci kraiicowe moga by¢ nieokreslone (przyjmowaé wartosci
nieskoriczone). Niestabilno$¢ zadania optymalizacji leksykograficznej jest konse-
kwencja wlasnosci relacji nieréwnosci leksykograficznej. W szczegdélnosci dualny
zbiér dopuszczalny, okreslony za pomoca nieréwnosci leksykograficznych nie jest
zbiorem domknietym.

Twierdzenie 2.14 Jezeli —w,} < w, dla pewnego r < p, to 2biér dopuszczalny
wielowymiarowego dualnego problemu PC nie jest domkniety.
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Dowdd. Rozpatrzmy ciag rozwiazan dualnych U® zdefiniowanych nastepujaco

up =-w; dlak#nrr+1
ul = —w ta(w, +w))
wh, = _W:_-H —e(wy +w))

gdzie ¢ jest dodatnia stala, a « jest nieujemnym parametrem. U® jest dopuszczalne
dla dowolnego dodatniego «, to znaczy —W™ <;., U* <;o,, W™ dla a > 0. Gdy
a zbiega do zera, U® dazy do U° spelniajacego
u) =-w dlak#r+1
0

Wt - +
ur+1 - 7wr+1 - S(Wr + W, )
i tym samym niedopuszczalnego. |

Leksykograficzny problem PC jest stabilny dla malych zaburzen wspélczynni-
kéw prostych ograniczen na zmienne, czyli gdy sa dozwolone tylko zaburzenia tych
wspOlczynnikéw. Zatem mozna przeprowadzi¢ analize wrazliwosci leksykograficz-
nego PC ze wzgledu na zmiany tych wspoélczynnikéw i podaé wzory na odpowiednie
wektory krancowe.

Twierdzenie 2.15 Jezeli leksykograficzny pierwotny problem PC ma skoriczone
rozwigzanie optymalne i wszystkie wspolczynniki wag w,ji 1wy, sq skoriczone, to
istnieje ag > 0 takie, Ze zaburzony problem PC

lexmin {W~(—Cx), + WH(Cx). : b-+Ab” =x=b* + Ab*}
ma rozwiqzanie optymalne, o ile tylko

|AbT| <ag i |Abf|<aq dlajeJ\J. i Ab; <AbT diaje .

gdzie J,={j e J : b; = bjr} jest zbiorem ograniczer réwnodciowych. Odpowiedni
wektor krarncowy jest wtedy dany wzorem

Z(Ab- Ab+) = lexmax [(~UC)LAb™ — (UC),Ab™] (2.54)

Ues+
gdzie S* jest zbiorem optymalnym wielowymiarowego dualnego problemu PC.

Dowéd.  Rozpatrzmy wielowymiarowy dualny problem PC (2.40). Poniewaz
wszystkie wspolczynniki w,ji i w,; sa skonczone, zaburzony problem dualny

DPC(Ab—,Ab+) : lexmax {(—UC)L(b_ + Ab_) - (UC)L(b+ + Ab_) :
_W+ Slem U Slem W_}

ma skoticzone rozwiazanie optymalne, gdy b~ +Ab~ = bt + Ab*. Na mocy wnio-
sku 2.4 zaburzony pierwotny problem PC ma wtedy réwniez skoiniczone rozwiazanie
optymalne. Mozna wiec przyjac

1

_ . + —
oo = 5 min (b7 — b7)
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Przy dostatecznie malych zaburzeniach zbiér optymalny zaburzonego problemu
dualnego S} jest podzbiorem zbioru optymalnego problemu niezaburzonego S*.
Zatem dla dostatecznie matych zaburzen problem DPC(ap- ap+) przyjmuje postac

lexmax {z*(b~,b") + (-UC),Ab™ — (UC),Ab" : U e §*}
gdzie z*(b~, b™) oznacza optymalny wektor osiagniecia niezaburzonego problemu
dualnego.
Optymalne wektory osiagniecia problemu pierwotnego i problemu dualnego sa
rowne na mocy twierdzenia 2.12. Stad

1
Z(Ab- Ab+) = hrg — -lexmax {a(-UC),Ab~ — a(UC),Ab" : Uec §*} =
’ a<+04
= lexmax [(-UCLAb™ — (UC);Ab"]
Ues*
co konczy dowdd. |

W leksykograficznych problemach PC, podobnie jak w przypadku skalarnym,
rozpatruje sie trzy typy zaburzen wspétczynnikéw prostych ograniczen na zmienne:

0 zaburzenie dolnego ograniczenia 5; =b; +a dlajeJg
gdzie Jg={j € J : —oo<b; <bf}
0 zaburzenie gérnego ograniczenia Fl;j = b;r +a dlaje Jg,
gdzie J, ={j e J : by <bf <+oo}
3% zaburzenie ograniczenia réwnosciowego (b; = b; b;) lf bj =b; + a dla
Jjede

Stosujac wzér (2.54) dla dodatnich lub ujemnych zaburzeri prostego ogranicze-
nia na zmienna otrzymujemy nastepujace wektory krancowe:

10 z (+b ) lexlrjneag (-UC))pL, ( b lexmasx —(-UC;j) dlaje Jyg
20 o ’(+b+) lexIrjne%x —(UCj)r, (7b+) = 1exlljneasx* (UCj)r dlaje Jg;

/ ! — . 1
30 Zip,) = lexlgneagc* -UC;, z_,,)= 1exlrjne%>i UC; dlajeJe

Zauwazmy, ze pewne wspolezynniki ograniczen b i b zwykle reprezentuja po-
ziomy aspiracji dla funkcji oceny (patrz przyklad 2.1). Odpowiednia kolumna C;
jest wtedy réwna minus wersorowi jednostkowemu —e;. Stad niektére kolumny U;
macierzy zmiennych dualnych sa wielowymiarowymi cenami dualnymi odpowied-

nich celéw.

Whiosek 2.7 Jezeli w pierwotnym problemie PC wystepuje zmienna logiczna
zwiqzana z funkcjq oceny f;, to wektory krarnicowe dla zaburzenia odpowiedniego

celu [ a7 sq dane wzorami:
0 . . !
1 (+a ) 1exlrjneagi (U i 24y
datniego i ujemnego zaburzenia dolnego poziomu aspiracji a; ;

= 1 — . ) ) -
exmax (U;)r, odpowiednio dla do
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0 ! o T, . ’ _ YT, . .

2 Zat) = lexll}leaé (=Uy)r 4 2+ lexgleagi (—=U,) L, odpowiednio dla
dodatniego i ujemnego zaburzenia gornego poziomu aspiracyi af;

3 20y = lexlrjneagi Ui i 2, = 1eX[IJnEz?9X* —U,, odpowiednio dla dodatniego i

ujemnego zaburzenia poziomu aspiracji a; = a; = aj.

Przyklad 2.2. Dla zilustrowania dualnoéci w programowaniu celowym rozpa-
trzmy model z dwiema funkcjami oceny: f1(x) = x1 + 2 z celem przedzialowym
[a7;a]] = [10,+00] oraz fo(x) = 371 + 279 z celem punktowym as = 5. Nalezy
zminimalizowaé po pierwsze (dla priorytetu 1) odchylenie w dét funkeji f1 i po
drugie (dla priorytetu 2) oba odchylenia funkcji fo. Zmienne decyzyjne 1 i zo sa
nieujemne i ograniczone z gory przez 100.
Problem mozna sformutowaé jako
lexmin (dy ,dy +d3)"
pod warunkiem, ze
1 + X2 —x3 +d; —d;r =0,
3r1 +2x9 —T4 +d2_ —d;_ =0,
0<z; <100, 0<ux2<100, 10<z3, x4=25,

d 20, d"2o0

Mamy wiec pierwotny problem PC

. (—x1 —z2+3)+
: < <
lexmin {( (=321 — 2w + 24) 4 + (321 + 29 — 24) 4 0 <z £100,

0<29<100, 10<z3, m4=5} (2.55)
Problem dualny ma postaé

lexmax {10(U1)z 4 5(Us)z — 100(U; + 3Uy)z — 100(U; + 2Uy) 1+
—OO(—Ul)L — 5(—U2>L :

( 8 ) Stea Ut Stea ( é )’ ( _? ) Stex Uz Siex ( (1) )} (2.56)

gdzie U; i Us sa dwuwymiarowymi zmiennymi dualnymi

Ui U2
U, = U, =
= () e ()

a nieskonczony wspdtczynnik wagi w funkcji osiagniecia jest interpretowany jako
nierownos¢ leksykograficzna Uy >, 0.
Problem dualny (2.56) mozna zapisa¢ w postaci rozszerzonej

lexmax 10V + 5V, —100V] — 100V5 — 5V

pod warunkiem, ze
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U, +3U; +V; -V{ =0,
U, 42U, +V, -V; =0,
-U; +Vy =0,

- U, +V, -V =0

0 1 0 0
(O>§leacU1§lex(O>7 (_1>§l€$U2§lew<1>

V]_ Zlex 0, V;_ Zlex 0 dla] = 172a374

gdzie wszystkie zmienne U;, Vi V;r sa dwuwymiarowe.

Zajmiemy sie teraz analiza wzajemnych zalezno$ci pomiedzy rozwiazaniem
optymalnym problemu pierwotnego i dualnego. Rozwiazujac problem pierwotny
otrzymujemy:

19 problem dla pierwszego poziomu priorytetu (PPCy)
min {(—1‘1 — o + $3)+ :0<2 <100, 0<29<100,10< 23, x4 = 5}
ze zbiorem optymalnym

Slz{X P — a0+ 23<0,0<2; <100, 0 <z <100, 10 < x3, £C4:5};
20 problem dla drugiego poziomu priorytetu (PPCy)

min {(—3x1 — 222 + 24)4 + (31 + 229 —x4)4 : —x1 — T2 + 23 <0,
0<z <100,0 < zs <100, 10 < x3, 24 = 5}

z jednoznacznym rozwiazaniem optymalnym xy = 0, zo = 10, z3 =10, 24 =5

Zatem problem pierwotny (2.55) ma jednoznaczne rozwigzanie optymalne X =
(0,10,10,5)T i optymalny wektor osiagniecia z = (0, 15)7 .

Rozwiazujac problem dualny (2.56) otrzymujemy:

19 problem dla pierwszego poziomu priorytetu (DPCy)

maX{lO(u11)+—|— 5(U12)+— 100(“11 + 3U12)+— 100(U11 + 2U12)+— 5(—U12)+ :

0<wu;; <1,0<upp <0, ugp >0}

z jednoznacznym rozwiazaniem optymalnym 11 = 01 4132 =0
20 problem dla drugiego poziomu priorytetu (DPCsy)
max{lO(uz1)++ 5(11422)4_7 100(UQ1 + 3U22)+7 100(U21 + 2u22)+— 5(711,22)_;,_ :
0 <wugr, =1 <wugg <1, ugy >0}

z jednoznacznym rozwiazaniem optymalnym ey = 2 1 tiggy = —1

Problem dualny (2.56) ma jednoznaczne rozwiazanie optymalne U =

2 -1
wektory osiagniecia dla problemu pierwotnego i problemu dualnego sa rowne oraz
ze spelnione sa warunki komplementarnosci (2.46)—(2.49).
Zajmijmy sie teraz zaburzeniami danych. Efekty niewielkich zaburzen da-
nych mozna policzy¢ bezposrednio, poniewaz problem pierwotny ma jednoznaczne
rozwiazanie optymalne. Na przyklad:

( 0 0 ) i optymalny wektor osiagniecia z = (0,15)7. Zauwazmy, ze optymalne
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19 jezeli cel dla funkcji f1 jest zaburzony o mata dodatnia liczbe « (a7 = 10+a), to
rozwiazanie optymalne przyjmuje postaé X, = (0,10 + a, 10 + , 5), a wektor
osiagniecia z, = (0,15 + 2a)T;

20 jezeli cel dla funkcji fo jest zaburzony o mata dodatnia liczbe a (az = 5 + ),
to rozwiazanie optymalne przyjmuje postaé X, = (0,10,10,5 + )T, a wektor
osiagniecia z, = (0,15 — )T

Stad odpowiednie wektory krancowe: z/(+a1)_ = ( g ) i z/(+a2) = ( _(1) )

Identyczne wyniki osiagniemy korzystajac z teorii dualnosci programowania ce-
lowego. Z wniosku 2.7 otrzymujemy

_ 0\ . _ 0
Z(4a- = (Ui)r = ( 9 ) 1 2Z(4ay) = (U2)r = ( 4 )

2.3 Techniki obliczeniowe

Modele programowania celowego wprowadzaja do oryginalnych modeli decy-
zyjnych dodatkowe zmienne odchylen. Jednakze dzigki temu, ze warunek komple-
mentarno$ci odpowiednich odchylert w gére i w dét (2.5) nie wystepuje w modelu
PC, nie ulega istotnej zmianie struktura modelu decyzyjnego. W szczegdélnosci
stosujac programowanie celowe do problemu WPL otrzymujemy w wyniku model
PC nalezacy do klasy zadan programowania liniowego. Oznacza to, ze problemy
PC moga by¢ rozwiazywane ogdlnymi algorytmami optymalizacji dla odpowied-
nich klas zadan. Pewna komplikacje struktury zadania wprowadza jedynie lek-
sykograficzne programowanie celowe (2.13), jako ze mamy wtedy do czynienia z
optymalizacja leksykograficzna wektorowej funkcji osiagniecia.

Minimalizacja leksykograficzna wektorowej funkcji osiagniecia g(d~,d™) w za-
daniu (2.13) okresla nastepujacy ciag zadan (skalarnych):

1. Wyznaczamy zbidr S rozwiazan optymalnych zadania

PC; : min {g1(d",d") : x € Q oraz (2.3) 1 (2.4)}

2. Dla k =2,3,...,p wyznaczamy zbiér Sy rozwigzan optymalnych zadania

PCy : min {gx(d~,d") : x€Q, (x,d",d") € Sp_; oraz (2.3) i (2.4)}

3. Dowolny element zbioru S, jest rozwigzaniem optymalnym leksykograficz-
nego zadania PC (2.13).

Najprostsza technika definiowania zbioréw Sy jest zapisywanie ich za pomoca
warunkow

gt(di,d+) = Z dlat:l,?,...,k (257)

gdzie Z; jest wartoscia optymalna zadania P;. Prowadzi ona do tzw. podejscia

sekwencyjnego, czyli rozwiazywania ciagu zadan o rosnacej liczbie ograniczen. Po-

dejécie sekwencyjne moze byé¢ latwo stosowane do dowolnych typéw problemow
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(zaréwno liniowych, jak i nieliniowych) i implementowane z wykorzystaniem stan-
dardowych procedur optymalizacji jednokryterialnej odpowiedniego typu. Podej-
$cie sekwencyjne do leksykograficznych zadan PC ma pewne wady w przypadku
zadan programowania liniowego. W przypadku modeli liniowych wazna zaleta
leksykograficznego programowania celowego jest zwiazana z nim teoria dualnosci
i mozliwo$¢ wykorzystania rozwiazania dualnego do analizy wrazliwosci zadania
(por. podrozdzial 2.2). W podejsciu sekwencyjnym réwnania (2.57) dodawane
do kolejnych zadan zmieniaja macierz wspdlczynnikéow zadania i uniemozliwiaja
wyznaczenie rozwiazania dualnego leksykograficznego zadania PC.

Dla uzyskania mozliwosci wyznaczenia rozwiazania dualnego leksykograficz-
nego problemu PC trzeba stosowaé inna technike reprezentacji zbioréw Sy. Przy
rozwiazywaniu zadania programowania liniowego metoda sympleks caly zbiér
rozwiazan optymalnych moze by¢ wyznaczony na podstawie wskaznikéw opty-
malnosci (zredukowanych kosztéw) dla poszczegélnych zmiennych. Zmienne nie-
bazowe z niezerowymi wskaznikami optymalnosci w optymalnej tablicy symplekso-
wej zachowuja swoje wartosci (na poziomie odpowiednich ograniczen) we wszyst-
kich rozwiagzaniach optymalnych. Tym samym, warunek (x,d~,d") € Si_; moze
by¢ zaimplementowany w zadaniu Py przez ustalenie wartosci wszystkich zmien-
nych niebazowych o niezerowych wskaZnikach optymalnosci w optymalnej tab-
licy sympleksowej problemu Pj_; i ograniczenie zadania jedynie do zmiennych
o zerowych wskazZnikach optymalnosci dla wszystkich wczesniejszych funkcji celu
(1,2,...,k—1). Takie podejscie jest zwane wielofazowym (przez analogie do dwu-
fazowego algorytmu sympleks uzywanego przy braku startowej bazy dopuszczalnej)
lub leksykograficzna metoda sympleks (Isermann, 1982).

Podejscie wielofazowe wymaga odpowiedniej modyfikacji metody sympleks i
dlatego do jego implementacji nie mozna wykorzysta¢ standardowych (zamknie-
tych) pakietéw programowania liniowego. Oba podejScia — sekwencyjne i wielo-
fazowe — wyznaczaja rozwiazania optymalne leksykograficznego zadania PC. Do-
datkowe réwnania (2.57) uzywane w podejsciu sekwencyjnym zwiekszaja rozmiar
bazy w odpowiednich zadaniach programowania liniowego, co uniemozliwia wy-
znaczenie odpowiedniej bazy dla oryginalnego zadania leksykograficznego (otrzy-
mywanej w podejéciu wielofazowym). Markowski i Ignizio (1983) zaproponowali
technike przeksztalcania bazy optymalnej z podejscia sekwencyjnego do bazy dla
leksykograficznej metody sympleks. Polega ona na wprowadzeniu do bazy zmien-
nych logicznych odpowiadajacych réwnaniom (2.57), z jednoczesnym zachowaniem
optymalnoéci bazy dla podejscia sekwencyjnego. Tak otrzymana baza zawiera od-
powiednig liczbe oryginalnych zmiennych leksykograficznego zadania PC (x;, d; i
olj)7 ktore tworza baze dla leksykograficznej metody sympleks. Ponizszy przyktad
(por. Ogryczak, 1988a) pokazuje jednak, ze — w przypadku zadari zdegenerowa-
nych — tak otrzymana baza moze nie spetnia¢ warunkéw optymalnosci leksykogra-
ficznej (dopuszczalnoscei dualnej), pomimo ze jest baza rozwiazania optymalnego.

Przyklad 2.3. Rozpatrzmy nastepujacy leksykograficzny problem PC

lexmin (dy +d5,dy +df +df)" pod warunkiem, ze
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T —+ d;
1 4+ oz + dy
To + d3_

x=0, d =0,

Rozwiazmy ten problem stosujac podejscie sekwencyjne.

_|_

dtZo

71

Jako pierwszy jest

rozwiazywany problem P;, czyli minimalizowana jest funkcja osiagniecia z; = d; +

d, . Poczatkowa tablica sympleksowa ma postac

1w df  df  df
dc 1 0 -1 0 01
dy | 11 0 -1 0]2
ds 0 1 0 0 -1 ] 1
2 1 -1 -1 0|3

Wprowadzajac zmienna z; do bazy na miejsce d; otrzymujemy tablice symplek-

SOWg,

o dy df df df
z1 | 0 1 -1 0 0]1
dy | 1 -1 0o -1 o0]1
dy | 1 0 0 0 -1]1
T 2 1 -1 0|1

Teraz wchodzi do bazy xs, a d; opuszcza baze. Otrzymana po tej iteracji tablica

dy dy df df df
T 1 0 -1 0 0 1
) -1 1 1 -1 0 1
dg 1 -1 -1 1 -1 0
-1 -1 0 0 0 0

jest tablica optymalna dla problemu Py (poziom priorytetu 1). Rozwiazaniem jest:
x=(1,1)T, d= =(0,0,0)T, d* = (0,0,0)T i z; = 0.

Nastepnie rozwiazujemy problem Ps.
(1983), dla zachowania optymalnej wartosci z; = 0 wprowadzamy dwa dodatkowe

rownania celowe

Analogicznie jak Markowski i Ignizio

d - d5 + s- =0
di + dy + sy = 0
i obliczamy zredukowane koszty dla funkcji osiggniecia zo = d; + d;r + dg .

Poczatkowa tablica dla problemu Py przyjmuje postaé
di dy df df df

T 1 0 -1 0 0 1

x9 -1 1 1 -1 0 1

dg | 1 -1 -1 1 -1]o0

S_ -1 -1 0 0 0|0

s¢y | 11 0 0 0]o0

1 -2 -1 0 -1 10

Zmienna d; wchodzi do bazy zastepujac d3 i w efekcie otrzymujemy
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dy dy df df df

s¢ | 2 1 1 a1
1 1 0 -1 0

T 1 -1 0 -1 1|1
T2 0 1 0 0 -1 1
d; -1 1 -1 1 -1 10
s_ -2 1 -1 1 -1 10
0
0

ktora okazuje sie by¢ tablica optymalna dla problemu Py. Jest to zatem koricowa
tablica sympleksowa dla podejscia sekwencyjnego. Rozwiazaniem optymalnym
oryginalnego leksykograficznego problemu PC jest: X = (1,1)7, d= = (0,0,0)7,
dt =1(0,0,00"iz=(0,0).

Przeksztalémy teraz tablice koncowa do postaci odpowiedniej tablicy dla lek-
sykograficznej (wielofazowej) metody sympleks korzystajac z algorytmu opracowa-
nego przez Markowski i Ignizio (1983). Gléwna operacja w tym algorytmie polega
na wymuszeniu wejécia do bazy zmiennych s_ i s;. W naszym przypadku s_ i
S+ 83 juz w bazie. Zatem algorytm zmienia tylko posta¢ tablicy, nie zmieniajac
struktury bazy. W efekcie otrzymujemy tablice

dy dy df df df
T 1 -1 0 -1 1
z2| 0 1 0 0 -1
dy | -1 1 -1 1 -1
P, | 2 1 -1 1 -1
P| -1 -1 0 -1 0

[=Nel ol

Jest ona ewidentnie nieoptymalna, poniewaz zawiera dodatnie elementy w wierszu
indeks6w optymalnosci dla P;.

Innymi slowy, otrzymalismy tablice generujaca rozwiazanie optymalne leksyko-
graficznego problemu PC, ale rozwiazanie dualne generowane przez te tablice jest
niedopuszczalne i nie moze by¢ uzyte do analizy wrazliwosci. Gdy wystepuje de-
generacja zadania, istnieja bazy rozwiazania optymalnego nie speiniajace warunku
optymalnosci (dopuszczalnoscei dualnej). Korzyéci z przeksztalcenia zaproponowa-
nego przez Markowski i Ignizio (1983) wydaja sie wiec by¢ ograniczone do raczej
teoretycznej klasy problemoéw niezdegenerowanych, podczas gdy problemy rzeczy-
wiste sa zazwyczaj silnie zdegenerowane.

Pokazalismy, ze baza zawierajaca zmienne x1, x2 i d jest optymalna w sensie
podejscia sekwencyjnego i jednoczesnie nie jest optymalna dla podejscia wielofazo-
wego. Latwo sprawdzi¢, ze przedostatnia baza w podejéciu sekwencyjnym zawie-
rajaca zmienne 1, z3 1 d; (nieoptymalna w tym podejsciu) bytaby przeksztalcona
w baze optymalna dla podejscia wielofazowego. Wynika stad, ze baza optymalna
dla jednego podejécia moze by¢ nieoptymalna dla drugiego podejscia i odwrotnie.
Zatem w przypadku degeneracji (gdy nie ma zagwarantowane]j jednoznaczosci baz)
nie jest mozliwe bezposrednie wyznaczenie bazy optymalnej dla podejscia wielofa-
zowego na podstawie podejscia sekwencyjnego i odwrotnie. Co za tym idzie, nie
jest mozliwe wyznaczenie optymalnego rozwiazania dualnego przy uzyciu podejscia
sekwencyjnego bez uzycia wielofazowego algorytmu sympleksowego. ([l



2.3. TECHNIKI OBLICZENIOWE 73

Twierdzenie 2.13 pokazuje, ze wielowymiarowy dualny problem PC moze by¢
rozwigzywany jako odpowiedni ciag skalarnych zadan dualnych. Kolejne zada-
nia skalarne réznia sie od siebie jedynie prostymi ograniczeniami na zmienne.
Tym samym, tak jak w podejsciu sekwencyjnym, odpowiednie zadania moga by¢
rozwiazywane przy uzyciu standardowych procedur optymalizacyjnych. W wyniku
otrzymujemy rozwiazanie dualne, a rozwiazanie pierwotne oryginalnego leksyko-
graficznego problemu PC moze by¢ wyznaczone na podstawie warunkéw komple-
mentarnosci (twierdzenie 2.11). Tego typu podejscie zaproponowat Ignizio (1985),
ale bylo ono oparte jedynie na intuicyjnych przestankach (bez formalnego dowodu)
i zawieralo szereg niescistosci (por. Crowder i Sposito, 1987). Ponizej przedsta-
wiamy oparty na twierdzeniu 2.13 dualny algorytm sekwencyjny realizujacy kon-
cepcje Ignizio (1985) dla liniowych leksykograficznych zadan PC w postaci (2.22)—
(2.25).

Algorytm DAS
Krok 0° Wyznaczamy zbiory indekséw

Ip={iel : wf; <+oc}, Iy={iel : wy, < +oo}
Jo ={i €+ by =—oo}, Jo ={i€J : bf =+oc}
JT=J-Jy, Tt =T Jf

Ustalamy biezacy poziom priorytetu r = 1.
Krok 1° Dla biezacego r rozwiazujemy zadanie:

D, : max { v'b” —v'b" : uC+v- —vh =0,
u,»z—wji dlaiely, w; <w,, daiecl,
v;:O dla j € Jy, v;20 dlaj e J™
vf =0 dlajeJf, vf>0 dajeJ"}

Niech (@,v~,v") oznacza rozwiazanie optymalne, a zZ warto$¢ optymalna. Okres-
lamy r-te wiersze macierzy rozwiazania dualnego u, = @, v, = v, v,/ = V' oraz
r—ta wspolrzedna wektora osiagniecia z, = Z

Krok 2° Jezeli r = p, to wyznaczone jest rozwiazanie optymalne problemu dual-
nego (STOP).

W przeciwnym przypadku wyznaczamy zbiory indekséw

I_d:{iEId:ﬂi>—’w+-, I_g:{iEIg:’l]i<—’w;i}

T

J-={jeJ : v >0}, Jt={jeJ" : vf >0}

i modyfikujemy zbiory indekséw

I;:=1;— 14 I, = Ig—I_g, Jo=J —J°, Jt=J"—-J"
Zwiekszamy r o jeden i powracamy do kroku 1°. ([

Algorytm DAS wyznacza rozwiazanie optymalne dualnego problemu celowego.
Rozwiazanie optymalne odpowiedniego problemu pierwotnego (X,d™,d*) mozna
wtedy wyznaczy¢é na podstawie warunkéw komplementarnoscei (por. wniosek 2.6).
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Faktycznie odpowiednie wspéhrzedne niebazowe rozwiazania moga by¢ okreslane
w trakcie realizacji algorytmu DAS na podstawie generowanych w kazdej iteracji
zbioréw indekséw I4, I, J~ oraz J* wedlug nastepujacych regut
zj=0b; da jeJ
xj:b;r dla jeJt
d; =0 dla i€l
dif =0 dla i€l

Wartosci zmiennych bazowych sa wtedy okreslone jako rozwiazania ukladu réwnan

Cx+d —dt=0
imoga by¢ wyznaczone jako odpowiednie ceny dualne w rozwiazywanym w ostatniej
iteracji (r = p) zadaniu programowania liniowego D,,.

Do rozwiazywania kolejnych probleméw D, w kroku 1° algorytmu DAS naj-
wygodniej jest stosowaé¢ dualny algorytm sympleksowy, wykorzystujacy technike
dwustronnych ograniczeri na zmienne (por. Zorychta i Ogryczak, 1981). Baza
optymalna wyznaczona dla danego problemu D,. jest bowiem jednoczesnie baza
dualnie dopuszczalna dla kolejnego problemu D, 4.

Przykiad 2.4. Przebieg algorytmu DAS przedstawimy dla zadania PC postaci

lexmin (2df + 3d],d5 ,df)"
pod warunkiem, ze

r1 + X2 —x3 +d1_ —diF =0

1 —x4 +d; —df =0

51 +3xy —x5 +d; —d3+ =0

r1 + X2 —Xg —l—d; —di =0
r1 >0, 2920, x3=10, x4=4, x5=056, x¢=12
di >0, df >0 dlai=1,2,34

Dualne zadanie PC w rozwinietej formie (2.41)—(2.44) mozna zapisaé jako
lexmax 10Vy — 10V +4V, — 4V + 56V, — 56V + 12V, — 12V

pod warunkiem, ze

U, +U; +5U3 +Us +V, =0
U, +3U; +Uy4 +V5 =0
-U; +Vy —V;}r =0
—-Us +V, —VZ =0

— U;s +Vyg fV;_ =0

-U, +V; -V§ =0
Vi=Vi=0 V/>,0 daj=3,...,6
Vi >, 0 dlaj=1.2,...,6

-2 0 -3 0
0 Sle:}c Ul Slez 0 ) 0 Slez U2 Slea: 0
0 0 0 0
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0 0 0 0
0 Sle:v U3 Slew 1 ) 0 Slew U4 glew 0
0 0 -1 0

Gdzie zmienne Vf, V; odpowiadajace nieskoriczonym wspdtczynnikom bl+ i 172+
zostaly pominiete jako réwne 0. Korzystajac ze specyficznej struktury zadania
(by = b dlaj =3,4,5,6) zmienne V;, V dla j = 3,4,5,6 mozna wyeliminowaé
z rozwazan na podstawie odpowiednich réwnan celowych. Pozwala to zmniejszy¢
wymiar zadania dualnego sprowadzajac je do postaci

lexmax 10U; + 4U, + 56U3 + 12Uy
pod warunkiem, ze
U, +U, +5U; +U; +V; =0
U, +3U; +Uy +V, =0
VI 212 0, V5 >4, 0

—2 0 -3 0
0 Slew Ul Slex 0 ) 0 glew U2 Slex 0
0 0 0 0

0 0 0 0

0 Slem U3 Slez 1 ) 0 Slem U4 Slex 0

0 0 -1 0

Zastosujmy do tego zadania algorytm DAS.
Krok 0°: r:=1, Iy = {1,2,3,4}, I, = {1,2,3,4}, J; =0, J- = {1,2}, J* =0.
Krok 1Y: Rozwiazujemy zadanie D
D; : max { 10wy + 4ug + 56us + 12uy
up  +uz +duzs H+ug +v; =0
Uq +3uz  H+us +vy, =0
v; >0, vy >0
—2§U1S0, _SSUQSOa OSU3SO7 OSU4S0}

Zestawiamy tablice sympleksowa w bazie zlozonej ze zmiennych vy i vy (Jp =
{v],v5 }) przyjmujac, ze wszystkie zmienne niebazowe znajduja sie na gérnych
ograniczeniach (Jg = {uy,ua,us,uqs}), czyli nie ma zadnej zmiennej na dolnym
ograniczeniu (Jp =

Ul U2 us3 Uyg vy 'u;r
vy 1 1 5 1 1 0] 0
Vo 1 0 3 1 0 110
-10 -4 -56 -12 0 0] 0

W tablicy tej kolejne kolumny odpowiadaja zmiennym: wuy, uz, us, w4, v, Uy,
przy czym ostatni wiersz zawiera tzw. koszty zredukowane dla poszczegélnych
zmiennych. Ostatnia kolumna zawiera wartosé¢ funkcji celu i wspéirzedne bazowe
biezacego rozwiazania. Startowe rozwiazanie bazowe @ = (0,0,0,0), v- = (0,0)
spelia warunki optymalnosci, przy czym z = 0. Zatem okreslamy u; = (0,0,0,0),
vy; = v, = 0, 21 = 0 i przechodzimy do kroku 2°.
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Krok 2°: Wyznaczamy zbiory ograniczen spelnionych jako nieréwnosci ostre:
J= =0, I := {1,2}, I; := () i okreslamy nowe zbiory J~ := {1,2}, I := {3,4},
I, :=1{1,2,3,4}. Mozna juz okresli¢ odpowiednie wspéhrzedne rozwigzania zadania
pierwotnego di = 0, d = 0. Zwiekszamy 7 (r := 2) i powracamy do kroku 1°.
Krok 1°: Okredlamy zadanie D,. W stosunku do zadania D; zmieniaja sie tylko
proste ograniczenia na zmienne, ktére przyjmuja teraz postaé

U]_SO, UQSO, OSU?,Sl, OSU;4§O, 'U1_20, UQ_ZO

Tablica sympleksowa zasadniczo nie zmienia si¢e. Nowe ograniczenia na zmienne
powoduja jedynie zmiane ostatniej kolumny tablicy. Przyjmuje ona teraz po-
sta¢ (56, —5, —3)T. Tym razem jednak baza okreslona zbiorami indekséw Jp =

{vi,v3}, Jp = 0, Jo = {u1,ua,us,us} nie spelmia warunkéw dopuszczalnosei
(v = =5, v, = —3). Wykonujac dualng iteracje sympleksowsa otrzymujemy baze:
JB = {'LLQ,'U;}, JD = {’U;}, JG = {ul,U3,U4}
Uuq u2 us3 Ug vy 1)2+
u2 1 1 5 1 1 0] -5
vy 1 0 3 1 0 1| -3
-6 0 -36 -8 4 0| 36

Po kolejnej iteracji otrzymujemy baze: Jp = {uz,u1}, Jp = {vy,v5}, Jg =
{us, us}

Ui u2 us3 Uyq vy 1)2+
ug 0 1 2 0 1 -1 -2
uy 1 0 3 1 0 1| -3
0 0 -18 -2 4 6 | 18
Ostatnia baza generuje rozwiazanie optymalne @ = (—3,—2,1,0), v- = (0,0), przy

czym z = 18. Zatem okreslamy uy = (—3,—2,1,0), vy; = vy = 0 oraz zo = 18 i
przechodzimy do kroku 29.

Krok 2°: Wyznaczamy zbiory ograniczeri spelionych jako nieréwnosci ostre: J— :=
0, Iy :== {3}, Iy := {1,2} i okredlamy nowe zbiory J~ := {1,2}, I, = {4},
I, := {3,4}. Mozemy juz okredli¢ odpowiednie wspéirzedne rozwigzania zadania
pierwotnego di = 0, df = 0, df = 0. Zwiekszamy r (r := 3) i powracamy do
kroku 1°.

Krok 1°: Okredlamy zadanie D3. W stosunku do zadania Dy zmieniaja sie tylko
proste ograniczenia na zmienne, ktére przyjmuja teraz postaé

UgSO, *1§U4§0, UIZO, UQ_ZO

Tablica sympleksowa zasadniczo nie zmienia sie. Nowe ograniczenia na zmienne
powoduja jedynie zmiane ostatniej kolumny tablicy. Przyjmuje ona teraz postaé
(0,0,0)T. Generowane przez te tablice rozwiazanie bazowe @ = (0,0,0,0), v~ =
(0,0) spelnia warunki optymalnosci, przy czym zZ = 0. Zatem okreslamy uz =
(0,0,0,0), v3; = vz = 0 oraz z3 = 0 i przechodzimy do kroku 2°.

Krok 2°: r = 3, wiec proces rozwiazywania zadania jest zakoriczony. Rozwiazaniem
optymalnym dualnego zadania PC sa macierze
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0 000 0 0
U=|-3 -2 10, Vi=[o0], vo=1{o0
0 000 0 0

a pozostale elementy rozwiazania pelnej rozwinietej postaci zadania sa okreslone

nastepujaco
0 0 0
Vi=vi=(0], Vy=(0], Vi=|3
0 0 0
0 0 0 0 0
Vi=|0o]),Vi=[2],Vi=(1]|],Vi=(0]|, Vo=Vi=1|0
0 0 0 0 0

Optymalny wektor osiagniecia z = (0,18,0)7.  Korzystajac z ustalonych
w trakcie przebiegu algorytmu wspoélrzednych rozwiazania pierwotnego oraz z
rozwiazania dualnego odczytanego z ostatniej tablicy sympleksowej, mozemy wyz-
naczy¢ rozwiazanie problemu pierwotnego jako x = (4,6,10,4,56,12)7, d- =
(10,0,18,2)T i d* = (10,0,0,0)T O

2.4 Model preferencji programowania celowego

Programowanie celowe opiera si¢ na tzw. zadowalajacym modelu procesu de-
cyzyjnego (Simon, 1957). W modelu tym przyjmuje sie, ze decydent rozwiazujac
problem decyzyjny okresla poziomy aspiracji jako pozadane wartosci poszczegol-
nych ocen. Jezeli wartosci ocen nie osiagaja poziomow aspiracji, decydent stara
si¢ znalez¢ lepsze rozwiazanie. Jezeli jednak wartosci pewnych ocen osiagnely od-
powiednie poziomy aspiracji, to decydent nie interesuje sie¢ ich dalsza poprawa,
koncentrujac uwage jedynie na poprawie wartosci tych ocen, ktére nie osiagnety
swoich poziomoéw aspiracji. W terminach relacji preferencji klasyczny model zado-
walajacy oznacza, ze zaden wektor ocen nie jest $cidle preferowany w stosunku do
wektora pozioméw aspiracji a, czyli

a<y dla kazdegoy €Y (2.58)

Latwo zauwazy¢, ze warunek (2.58) jest w ogdlnym przypadku sprzeczny z warun-
kiem $cistej monotonicznosci (1.5). Dokladniej, jezeli istnieje wektor ocen y° € Y
taki, ze y° < a, to warunek (2.58) jest sprzeczny z warunkiem $cistej monoto-
nicznosci (1.5). Oznacza to, ze w przypadku rozwazanej przez nas przestrzeni ocen
Y = R™, relacje preferencji zgodne z modelem zadowalajacym nie moga spelniac
warunku Scisle] monotonicznosci na calej przestrzeni Y, a tylko na pewnych jej
podzbiorach.

Modele programowania celowego speliaja warunek (2.58). Dlatego techniki
programowania celowego nie zawsze wyznaczaja rozwiazania efektywne oryginal-
nych probleméw wielokryterialnych (1.7). Techniki wazonego i leksykograficznego
PC z dodatnimi wspétczynnikami wagowymi generuja rozwiazania efektywne, jezeli
wektor poziomdéw aspiracji spelnia warunek

a=y dla kazdegoy € A (2.59)
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Twierdzenie 2.16 Jezeli wektor poziomdéw aspiracji a spetnia warunek (2.59),
to rozwigzanie optymalne problemu PC (2.7) z wazong funkcja osiagniecia (2.2)
o wspotczynnikach wagowych w;" >w; >0 (i =1,2,...,m) jest rozwigzaniem
efektywnym problemu wielokryterialnego (1.7).

Dowdéd. Poniewaz A CY(a)={y €Y : y = a}, to wektor x° jest rozwiazaniem
optymalnym problemu (2.7) wtedy i tylko wtedy, gdy jest on rozwiazaniem opty-

malnym problemu
P min {ij(fi(x)—ai) :x€Q}
il
Problem ten generuje relacje preferencji =<5 speliajaca warunki zwrotnosci, prze-
chodniosci i écistej monotonicznoéci. Zatem, na mocy twierdzenia 1.7 wektor x°
jest rozwiazaniem efektywnym zadania (1.7). |

Twierdzenie 2.17 Jezeli wektor poziomdéw aspiracji a spetnia warunek (2.59),
to rozwigzanie optymalne leksykograficznego problemu PC (2.13) z wektorowq
funkcja osiagniecia (2.11)-(2.12) o wspdtczynnikach wagowych spelniajacych wa-
runek W+ >0, W™ >, 0 jest rozwiqzaniem efektywnym problemu wielokryte-
rialnego (1.7).

Dowéd. Poniewaz A C Y(a)={y €Y : y = a}, to wektor x° jest rozwiazaniem
optymalnym problemu (2.13) wtedy i tylko wtedy, gdy jest on rozwiazaniem opty-
malnym problemu

lexmin {3 wii(fi(x) —a:), > wi(fi(x) —a:), ..., > wh(fi(x)—a;) : x€Q}
icl icl icl
Problem ten generuje relacje preferencji <, speliajaca warunki zwrotnosci, prze-

chodniodci i écistej monotonicznodci. Zatem, na mocy twierdzenia 1.7 wektor x°
jest rozwiazaniem efektywnym zadania (1.7). ]

Zauwazmy, ze analogicznego twierdzenia nie mozna udowodnié¢ dla minimakso-
wego modelu PC (2.10), poniewaz minimaksowa funkcja skalaryzujaca nie spelnia
warunku $cislej monotonicznosci (por. podrozdziat 1.3). Ponadto, dla spelnienia
warunku (2.59), nie wystarcza, ze wektor pozioméw aspiracji jest nieosiagalny
(a ¢ A). Ponizszy przyklad ilustruje, ze naruszenie warunku (2.59) moze spo-
wodowaé generowanie przez techniki PC rozwiazan nieefektywnych.

Przyklad 2.5. Rozpatrzmy problem liniowy z dwiema funkcjami oceny
zminimalizowaé (x1, z2)
pod warunkiem, ze
r1+z22>3, 121, 222>1

Zbiér rozwiazan efektywnych dla tego problemu ma postaé
{(@1,22) + ;1 +22=3, 21>1, x2>1}

czyli jest to odcinek taczacy wierzcholki (1,2) i (2,1) wraz z tymi wierzchotkami.
Przeksztalémy ten problem w zadanie programowania celowego wprowadzajac
(nieosiagalny) wektor pozioméw aspiracji a; = 01 as =3
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x1 + dy — df =0
To + d; — d; =3
X1 + X9 Z 3
r1>1, x9>1, df >0, df >0, d; >0, df >0

Latwo sprawdzié¢, ze punkt x = (1, 3) jest rozwiazaniem optymalnym tego zadania
programowania celowego dla dowolnej funkeji osiagniecia o postaci (2.2), (2.10) lub
(2.11) z nieujemnymi wagami. Punkt (1,3) jest rozwiazaniem dopuszczalnym, ale
nie jest rozwiazaniem efektywnym oryginalnego problemu wielokryterialnego. [

Zeby zagwarantowac spelienie warunku (2.59), wektor poziomdéw aspiracji po-
winien spelnia¢ nier6wnosé a = y" (gdzie y" jest wektorem utopii). Zostalo to
wykorzystywane przez Zeleny’ego (1974) w metodzie przesunietego ideatu. Wa-
runek a = y" i, co za tym idzie, warunek (2.59) istotnie ogranicza mozliwosci
wyboru poziomow aspiracji i jest sprzeczny z przyjeta w programowaniu celowym
zasada, ze poziomy aspiracji sa gléwnymi parametrami sterujacymi, podczas gdy
wspdlczynniki wagowe spelniaja role pomocnicza. Dlatego tez w praktycznych za-
stosowaniach programowania celowego warunek (2.59) nie jest przestrzegany, co
prowadzi do wyznaczania rozwiazan nieefektywnych. Ponizszy przyklad zawiera
zaczerpniety z literatury rzeczywisty problem decyzyjny, dla ktorego zastosowany
model PC wygenerowal rozwiazanie ewidentnie nieefektywne.

Przyklad 2.6. Parker (1985) prezentuje leksykograficzny model PC dla projekto-
wania i oceny systemu informatycznego w jednostce stuzby zdrowia. Model zawiera
cztery zmienne decyzyjne z dwustronnymi ograniczeniami i cztery funkcje oceny.
Pierwsza z nich f; jest minimalizowana, przy czym jako poziom aspiracji przyjeto
ay = 82. Dalsze dwie (f2 i f3) powinny osiaga¢ wartosci jak najblizsze pozioméw
aspiracji as = 125 i ag = 53. Natomiast f, jest maksymalizowana, przy czym jako
odpowiedni poziom aspiracji przyjeto ay, = 80. Uwzgledniajac zadana hierarchie
priorytetow otrzymujemy leksykograficzny model PC postaci

lexmin (df,dy +dj,d;5 +d3,dy)

pod warunkiem, ze

1500y + 17529 — 87z3 — 1324 + df — df = 82
30.721 + 162z — 10223 + 26x4 + d, — dy = 125
10327 — 21zy + 15523 — 56xy + dy — di = 53
74r; + 5.6z2 + 4lxs + 23z + dy — df = 80

1§x1§7) ISxQS’?a 1§x3§77 1§-T4S7
d- 20, d"Zo0

Stosujac do tego modelu podejécie sekwencyjne, Parker (1985) wyznaczyt roz-
wigzanie optymalne: x = (2.24,5.54,4.37,5.77), d= = dT = 0 z ocenami
f(x) = (82,125, 53,80). Zauwazmy, ze zachowujac pozadane wartosci fs i f3 mozna
uzyska¢ mniejsza wartosé¢ minimalizowanej funkcji oceny f; i wieksza warto$é mak-
symalizowanej funkcji f4. W szczegdlnosci dopuszczalne sa rozwiazania wierz-
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chotkowe: x = (2.76,4.32,4.70,7) z wektorem ocen f(x) = (67,125, 53,80) oraz
x = (2.03,6.17,5.44,7) z wektorem ocen f(x) = (82,125, 53,87.94). O

Fakt, ze model preferencji programowania celowego nie spelnia warunku $cistej
monotonicznoéci, moze prowadzi¢ do powaznych trudnosci z uzyciem modelu PC
nawet w przypadku, gdy model preferencji decydenta nie wymaga spelienia tego
warunku. W twierdzeniach 2.1-2.3 dowodziliSmy, Ze rozwiazania optymalne od-
powiednich probleméw PC sa rozwiazaniami dopuszczalnymi oryginalnego zada-
nia wielokryterialnego, minimalizujacymi odpowiednie funkcje osiagniecia. Szereg
modeli programowania liniowego kryje w sobie pewne zaleznosci nieliniowe wyko-
rzystujac fakt, ze odpowiednie funkcje oceny sa minimalizowane (lub maksymali-
zowane). Dotyczy to w szczegélnosci modeli, w ktérych minimalizuje sie funkcje
oceny typu maxjcsx;. Zwykle przeksztalca sie je w zadania programowania li-
niowego przez wprowadzenie zmiennej z, reprezentujacej wartos¢ funkcji celu, i
dodatkowych nieréwnosci z; < z dla j € J (Williams, 1993). Nieréwnosci te gwa-
rantuja, ze z nie jest mniejsze od zadnego x; (j € J), a minimalizacja z doprowadza
jego warto$¢ do maksimum z;. Zastosowanie do takiego modelu podejscia PC nie
speliajacego warunku $cistej monotonicznosci niszezy relacje pomiedzy zmiennymi
oparte na zalozeniu minimalizacji odpowiedniej funkcji. Moze to spowodowaé, ze
z nie bedzie réwne max;cy ;. Zatem standardowe podejscie PC nie moze by¢ sto-
sowane do wielokryterialnego problemu optymalizacji (1.7) bez glebokiej analizy i
ewentualnej przebudowy oryginalnego modelu.

Przyktad 2.7. Rozpatrzmy prosty problem o dwéch zmiennych decyzyjnych x; i
x9 spehiajacych réwnanie 1 + 2 = 1 z funkcja oceny f(z1,z2) = max {z1,22}.
Zadanie minimalizacji funkcji f jest zwykle formulowane w postaci

min{z : x1 <z, 22<2z x1+x2=1} (2.60)

Przypuéémy, ze 0.7 jest najbardziej preferowana wartoscia oceny f. Jest to mo-
del preferencji w pelni zgodny z koncepcja programowania celowego. Przyjmujac
0.7 jako poziom aspiracji a i stosujac technike wazonego PC do problemu (2.60)
otrzymujemy zadanie

min {w d~ +wTd" : z+d —d" =07, z; <z, 13 < 2,
v +ao=1,d, d" >0} (2.61)

Zauwazmy, ze problem (2.61) ma wiele rozwiazaii optymalnych. W szczegdlnosci,
dla dowolnych nieujemnych wag w™ i w™, wartosci z1 = 0.4, x5 = 0.6 i 2 = 0.7
definiuja rozwiazanie optymalne problemu PC (2.61), przy czym d- = dt = 0
sugeruje, ze funkcja oceny f osiagneta zadany poziom aspiracji. W rzeczywistosci
max {x1,x2} = 0.6, a tylko zmienna z osiagneta warto$é 0.7. W tym przypadku
ani z nie wyraza wartosci max {z1, 2}, ani d~ nie wyraza wartosci odpowiedniego
odchylenia w dét. O



Rozdzial 3

Metody punktu
referencyjnego

3.1 Metoda punktu referencyjnego

Programowanie celowe nie spelnia postulatu parametryzacji zbioru rozwiazan
efektywnych i w pewnych przypadkach moze generowaé rozwiazania, ktére nie sa
efektywne (Hallefjord i Jornsten, 1988). Wady tej pozbawione sa metody punktu
referencyjnego. Metoda punktu referencyjnego zostata wprowadzona przez Wierz-
bickiego (1977, 1982). Polaczyla ona prostote i otwarto$é sterowania procesem
analizy interaktywnej programowania celowego ze Scistym przestrzeganiem zasady
efektywnosci generowanych rozwiazan i zupekhej parametryzacji zbioru rozwigzan
efektywnych (Wierzbicki, 1986). Rozwiniete zostaly liczne warianty metody punktu
referencyjnego i metod opartych na podobnych zasadach (Steuer i Choo, 1983; Na-
kayama i Sawaragi, 1984; Korhonen i Laakso, 1986; Lewandowski i Wierzbicki,
1988; Nakayama, 1992; Ogryczak i Lahoda, 1992; Michalowski i Szapiro, 1992;
Steuer, 1993). Metody punktu referencyjnego zostalty zaimplementowane dla wie-
lokryterialnych zadaii programowania liniowego (Grauer i inni, 1984; Rogowski i
inni, 1988), programowania nieliniowego (Kreglewski i inni, 1988; Jaszkiewicz i
Stowiriski, 1992) oraz programowania dyskretnego (Ogryczak i inni, 1989; 1992).
Pozwolilo to na budowe szeregu systeméw wspomagania decyzji opartych na meto-
dach punktu referencyjnego (por. Lewandowski i Wierzbicki, 1989a; Lewandowski
iinni, 1989; Wierzbicki, 1993) i ich wykorzystanie do rozwiazywania réznych prob-
leméw praktycznych (Lewandowski i Wierzbicki, 1989; Malczewski i Ogryczak,
1990; Wessels i Wierzbicki, 1993).

Metody punktu referencyjnego, tak jak techniki PC, uzywaja pozioméw aspira-
cji jako gléwnych parametréw sterujacych, ale dzieki odmiennemu modelowi prefe-
rencji generuja zawsze rozwiazania efektywne. Model preferencji uzyty w metodach
punktu referencyjnego spelia nastepujace dwa postulaty:

P1. Relacja preferencji jest racjonalna relacja preferencji, czyli spelnia warunki

81
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zwrotnosci (1.3), przechodniosci (1.4) i $cislej monotonicznosci (1.5).

P2. Rozwiazanie ze wszystkimi indywidualnymi ocenami f;(x) réwnymi odpo-
wiadajacym im poziomom aspiracji jest preferowane w stosunku do rozwia-
zania z przynajmniej jedna indywidualna ocena wieksza od odpowiadajacego
jej poziomu aspiracji.

Postulat P1 oznacza, ze rozwiazania efektywne dominuja rozwiazania nieefek-
tywne, czyli ze preferencje decydenta sa zgodne z zasada wyboru rozwiazan efek-
tywnych. Postulat P2 wyraza, ze decydent woli oceny osiagajace wszystkie po-
ziomy aspiracji od tych, ktére nie osiagaja jednego lub wiecej poziomdéw aspiracji.
Zauwazmy, ze postulat ten nie pokrywa sie z lezacym u podstaw podejscia zadowa-
lajacego i programowania celowego zatozeniem (2.58), ze wektor poziomdw aspiracji
jest najbardziej preferowanym wektorem ocen. Postulat P2 moze by¢ zapisany w
postaci warunku

(y#a i y#£a) = a<y (3.1)
co oznacza, ze wektor aspiracji a jest $cisle preferowany w stosunku do kazdego
wektora ocen y € Y, ktéry nie dominuje stabo wektora a

yZA~a = a<y (3.2)

Modele preferencji oparte na warunku (3.1) nazywane sa quasi—zadowalajgcymi
(Wierzbicki, 1986). W modelach tych przyjmuje sie, podobnie jak w modelu
zadowalajacym (por. podrozdzial 2.4), ze decydent rozwiazujac problem decy-
zyjny okresla poziomy aspiracji jako pozadane wartosci poszczegdlnych ocen. Jezeli
wartosci ocen nie osiagaja poziomow aspiracji, to decydent stara sie znalezé lepsze
rozwiazanie. Jezeli wartosci pewnych ocen osiagnely odpowiednie poziomy aspi-
racji, to decydent koncentruje uwage na poprawie wartoéci tych ocen, ktore nie
osiagnely swoich pozioméw aspiracji. Jednak gdy wszystkie oceny osiagna zalozone
poziomy aspiracji, to decydent jest zainteresowany dalsza poprawa ocen, o ile jest
to mozliwe .

Warunek (3.1), niezaleznie od wyboru wektora pozioméw aspiracji a, nie jest
sprzeczny z warunkiem $cistej monotonicznosci (1.5). Dlatego istnieje mozliwosé
konstrukcji takich skalaryzacji zadan wielokryterialnych, ze definiowane przez nie
relacje preferencji speliaja postulaty P1 i P2. Co wiecej, brak ograniczen na
wybor poziomoéw aspiracji pozwala wykorzystywaé¢ poziomy aspiracji jako gléwne
parametry sterujace w procesie analizy interaktywnej. Zauwazmy, ze postulaty
P1 i P2 sa spelione przez model PC (2.7) z wazona funkcja osiagniecia (2.2),
gdy wspdlezynniki wagowe spelniaja nienaturalny dla metodologii PC warunek
wf > —w; > 0dla¢=1,2,...,m. Warunek ten zaklada w szczegdlnosci, ze
wagi w; odpowiadajace odchyleniom w dét przyjmuja wartosci ujemne. Jest to
oczywiscie niezgodne z idea programowania celowego i koncepcja $cistego podejscia
zadowalajacego (2.58).

Metody punktu referencyjnego polegaja na minimalizacji odpowiednio zdefinio-
wanej skalaryzujacej funkcji osiggniecia, generujacej relacje preferencji spelniajaca
postulaty P1 i P2. Dzieki temu wyznaczaja one zawsze rozwiazania efektywne.
Ponadto wymaga sie, zeby skalaryzujaca funkcja osiagniecia zapewniala zupemosé
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parametryzacji zbioru rozwiazan efektywnych przez poziomy aspiracji. Wymaga-
nie to oznacza, ze dla kazdego osiagalnego wektora ocen (y € A) powinny istnieé
poziomy aspiracji pozwalajace wyznaczy¢ rozwiazanie efektywne, generujace ten
wektor ocen (nawet w przypadku dyskretnych lub niewypuklych zbioréw dopusz-
czalnych). Tej ostatniej wlasnosci nie posiada przytoczony wczesniej uogélniony
model wazonego programowania celowego z ujemnymi wagami dla odchylen w dét.

Jedna z najprostszych skalaryzujacych funkcji osiagniecia dla zadania (1.7)
przyjmuje nastepujaca postaé (por. Steuer, 1986)

m
s(y) = max {Ni(yi —a)}+p Y Ni(yi — ai) (3.3)
i=1,...,m —
gdzie
a; oznaczaja poziomy aspiracji (wspéhrzedne wektora aspiracji a),
A sg dodatnimi czynnikami skalujacymi,
P oznacza arbitralnie maly, dodatni parametr regularyzacyjny.

Minimalizacja funkeji (3.3) ze wzgledu na 'y € A wyznacza niezdominowany wektor
ocen y i generujace go rozwiazanie efektywne x. Wyznaczone rozwiazanie efek-
tywne zalezy od wartosci dwéch grup parametréw: poziomow aspiracji a; i czyn-
nikéw skalujacych ;. W implemetacjach metody wartosci czynnikéw skalujacych
\; ustala sie zazwyczaj automatycznie na podstawie wstepnej analizy problemu,
natomiast poziomy aspiracji a; pozostawia sie jako parametry sterujace procesem
analizy interaktywnej (por. Grauer i inni, 1984). Parametr p stuzy jedynie do wpro-
wadzenia sktadnika regularyzacyjnego gwarantujacego efektywnos¢ rozwiazania w
przypadku niejednoznaczno$ci minimum pierwszego sktadnika funkeji s(y).

Minimalizacja skalaryzujacej funkcji osiagniecia (3.3) ze wzgledu na y € A
moze by¢ rozpatrywana jako implementacja dwupoziomowego leksykograficznego
zadania parametrycznego

yeeny

lexmin {( max si(as, fi(x ,Z si(aq, fi(x))) : x€Q}, aceY (34)
= =1

gdzie .
si(ai, i) = Ni(ys —a;) dlai=1,2,....,m (3.5)

Zauwazmy, ze parametryczne funkcje s;(a;,y;) postaci (3.5) sa liniowymi funkcjami
skalujacymi indywidualne oceny y;. Co wiecej, w przypadku dodatnich wartosci \;
sa to funkcje $cisle rosnace, czyli spelione sg zalozenia wniosku 1.22. Ogélnie z
wniosku 1.22 otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.1 Dla dowolnych funkcji s;(a;,y;), $cisle rosnacych wzgledem vy,
rozwigzanie optymalne zadania (3.4) jest rozwiazaniem efektywnym wielokryterial-
nego zadania (1.7).

Dla zagwarantowania spelienia przez parametryzacje (3.4) obu postulatéw
P1 i P2 quasi-—zadowalajacego modelu preferencji bedziemy zakladaé, ze funkcje
si(ai, y;) sa $cisle rosnace wzgledem y; oraz spelniaja warunek

si(a1,a1) = s2(az,a2) = -+ = s (am, am) (3.6)
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Twierdzenie 3.1 Dia dowolnych funkcji s;(a;,y;) $cisle rosnacych wzgledem y; i
spetniajqcych warunek (3.6), relacja preferencji definiowana przez leksykograficzng
minimalizacje (3.4) jest zwrotna, przechodnia, Scisle monotoniczna oraz spetnia
warunek (3.1).

Dowdéd. Zwrotno$é, przechodnio$é i $cista monotonicznosé relacji preferencji defi-
niowanej przez minimalizacje (3.4) wynika bezposrednio ze $cistej monotonicznosci
funkeji s;(ai,y;) wzgledem y; (por. wniosek 1.21). Dalej, zauwazmy, ze na mocy
twierdzenia 1.11 prawdziwa jest implikacja

y?-a = a<y

co oznacza spelnienie warunku (3.1). |

Twierdzenie 3.2 Jezeli dla kazdego wektora poziomdw aspiracji a € Y funk-
cje si(a;,yi) sa $cisle rosngce wzgledem y; i spelniaja warunek (3.6), to kazde
rozwiqzanie efektywne x° wielokryterialnego zadania (1.7) jest rozwiaqzaniem opty-
malnym zadania (3.4) dla wektora aspiracji a® = £(x).
Dowéd. Niech x° bedzie rozwiazaniem efektywnym zadania (1.7). Przypus$émy,
ze x¥ nie jest rozwiazaniem optymalnym zadania (3.4) dla wektora aspiracji a’ =
f(x"). Istnicje wtedy wektor x € Q taki, ze

_max 3i(fi<xo)afi(x)) <  max si(fi(xo)vfi(xo))

1=1,..., m 1=1,..., m

i jednoczesnie w przypadku réwnosci spetniona jest dodatkowo nieréwnosé ostra

si(fi(x"), fix)) < Z si(fi(x?), fi(x"))

i=1

Zauwazmy, ze na mocy warunku (3.6)

s1(fi(x), i(x") = = s (fmn ("), fn(x7)) = max s;(fi(x), fi(x))

i=1,...,m

B (H60) £,60) € si(FGE). £ dlai=12...m
i istnieje indeks i¢ taki, ze
io (fio (X°), fig (%)) < 8ig (fio (X°), fig (x°))
Funkcje s;(fi(x"),y;) sa $cigle rosnace wzgledem y;, tak wiec
[i(x) < fi(x%) dlai=1,2,....,m
przy czym dla indeksu ig zachodzi nieréwnosé ostra. Przeczy to efektywnosci wek-

tora x" dla problemu (1.7). Zatem wektor x° jest rozwiazaniem optymalnym za-
dania (3.4) dla wektora pozioméw aspiracji a® = £(x°). |

Whiosek 3.2 Jezeli dla kazdego wektora poziomow aspiracji a € Y funkcje
si(ai,y;) sa Scisle rosngce wzgledem y; i spetniaja warunek (3.6), to dla dowol-
nego rozwiazania efektywnego x° wielokryterialnego zadania (1.7) istnieje wektor
poziomdw aspiracji a° € Y taki, e x° jest rozwigzaniem optymalnym odpowied-
niego zadania (3.4).
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Funkcje (3.5) speiaja zalozenia wniosku 3.1 oraz twierdzen 3.1 i 3.2. Dla-
tego najprostsza skalaryzujaca funkcja osiagniecia (3.3) dostarcza zupelnej para-
metryzacji zbioru rozwiazan efektywnych zgodnej z quasi-—zadowalajacym modelem
preferencji okre$lonym przez postulaty P1 i P2. Podobnie, zalozenia powyzszych
twierdzen spehiaja uzywane w praktycznych implementacjach metody punktu re-
ferencyjnego (Grauer i inni, 1984) funkcje postaci

_ ) =By — ai), jesli y; <y
Sz(auyz) = { )\z(yz — ai>7 jesli y; > a4 (37)
gdzie parametr 5 spelia zaleznosé 0 < g < 1.

Lewandowski 1 Wierzbicki (1988) zaproponowali przedziatowa metode punktu
referencyjnego, uzywajaca jako parametrow sterujacych oprécz pozioméw aspiracji
takze poziomdw rezerwacji r; (r; > a;, @ = 1,2,...,m), wyrazajacych “miekkie”
ograniczenia na poszczegolne oceny. Odpowiada to wprowadzeniu do modelu pre-
ferencji dodatkowego postulatu

P2a. Rozwiazanie ze wszystkimi indywidualnymi ocenami f;(x) réwnymi odpo-
wiadajacym im poziomom rezerwacji jest preferowane w stosunku do rozwia-
zania z przynajmniej jedna indywidualna ocena wieksza od odpowiadajacego
jej poziomu rezerwacji.

Postulat P2a wyraza, ze decydent woli oceny osiagajace wszystkie poziomy
rezerwacji od tych, ktore nie osiagaja jednego lub wiecej pozioméw rezerwacji.
Postulat ten, analogicznie jak postulat P2, moze by¢ zapisany w postaci warunku

yZr = r<y (3.8)

lub
yA T = r=<y (3.9)
Skalaryzujaca funkcja osiagniecia dla przedzialowej metody punktu referencyj-
nego ma postaé

m
s(a,r,y) = max  si(a,ri,y) +p Y si(airi,yi) (3.10)
i=1,....m Py
gdzie s; (i = 1,2,...,m) sa funkcjami mierzacymi odchylenie wartosci oceny y;

od oczekiwan decydenta wyrazonych poziomem aspiracji a; i poziomem rezerwa-
cji ;. Mozna je interpretowaé jako miary niezadowolenia decydenta z biezacych
wartosci poszezegdlnych ocen. Lewandowski i Wierzbicki (1988) przyjmuja funkcje
przedziatami liniowe

=By — ai)/(y* — aq), jesli- y; < ay
si(ai,ri,yi) = (yi —ai)/(ri —ai), jesli a; <y <m (3.11)
Yy —ri)/ (Y —ai) +1,  jesli yi >y

gdzie v} i y;’ oznaczaja odpowiednio najlepsza i najgorsza mozliwa wartos¢ i—tej
funkcji oceny w zbiorze @), o ktorych zaklada sie, ze sa znane przed rozpoczeciem
analizy, a 8 i v sa dodatnimi parametrami dobranymi arbitralnie. § wyraza satys-
fakcje decydenta z osiagniecia lepszego niz odpowiedni poziom aspiracji, a 7 > 1
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wyraza niezadowolenie zwiazane z osiagnieciem gorszym od odpowiedniego poziomu
rezerwacji.

Funkeja s;(a;, 74, y;) jest Scisle rosnaca funkcja y; o wartosciach s;(a;, 14, a;) = 0,
si(ag,riyri) =1, si(ag,ri,y) = =81 si(as, 4, y) = 14++. W praktycznych imple-
mentacjach zamiast najgorszych wartosci y;” uzywane sa odpowiednie wspéirzedne
wektora nadiru (y'). Zauwazmy, ze funkcje (3.11) nie zawieraja parametréw \;,
jako ze poziomy rezerwacji sa wykorzystane do automatycznego generowania czyn-
nikéw skalujacych i jedynymi dodatkowymi parametrami sa state 5 1. Odpowiada
to rozmytemu podejsciu (Zimmermann, 1985) do mierzenia satysfakcji decydenta
z wartosci poszczegdlnych funkeji oceny (por. Wierzbicki, 1986).

W implementacji przedzialowej metody punktu referencyjnego w systemie DI-
NAS (Ogryczak i inni, 1989) zostaly uzyte prostsze funkcje s;. Sa to funkcje prze-
dzialami liniowe, okreslone wzorem

—Blyi —ai)/(ri —ai),  jesi y; <a;
si(ai,mi,yi) = (yi — ai)/(ri — a;), jesli a; <y <y (3.12)
Y(y; —ri)/(ri —a;) + 1, jesli -y > 1y

gdzie parametry i v speliaja zaleznosci 0 < f < 1 < 7.

Funkcje (3.12) przyjmuja wartosci s;(a;,r;,a;) = 0, s;(a;,7;,7;) = 11 sa Scisle
rosnace wzgledem y;. Ponadto, w odréznieniu od funkcji (3.11), sa one wypukle
wzgledem y;. Dzigki temu funkcje (3.12) moga by¢ wyrazone w postaci

si(ai, i, yi) = max{—B(y; —ai)/(ri —ai), (yi —a:) /(ri — ai), y(yi —73) / (ri — a;) +1}
i cala skalaryzujaca funkcja osiagniecia (3.10) moze byé wprowadzona do modelu
WPL bez naruszenia jego liniowej struktury.

Minimalizacja skalaryzujacej funkcji osiagniecia (3.10) po y € A moze by¢ roz-
patrywana jako implementacja dwupoziomowego leksykograficznego zadania para-
metrycznego

si(ai, i, fi(x))) © x € Q} (3.13)

lexmin {( max s;(a;,r;, fi(x)),
i=1,...,m

m
i=1
gdziea,reYia<r.

Zauwazmy, ze zaréwno funkcje (3.11), jak i funkcje (3.12) spemiaja zatozenia
twierdzen 3.1 i 3.2 oraz wniosku 3.1. Zatem otrzymujemy zupelna parametryzacje
zbioru rozwiazan efektywnych zgodna z modelem preferencji okreslonym postu-
latami P1 i P2. Ponadto, dzieki temu, ze s;(a;,7i,r;) = 1 dlai = 1,2,...,m,
speliony jest rowniez postulat P2a. Prawdziwe jest bowiem nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 3.3 Dla dowolnych funkcji s;(a;,r;,y;) $cisle rosnacych wzgledem y;
1 spetniajacych warunek
81(@1, 1, Tl) = 32(@2, T2, TQ) == s’m(a"rru Tm,s Tm) (314)

relacja preferencyi definiowana przez leksykograficzng minimalizacje (3.13) spetnia
warunek (3.8).
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Dowdéd. Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia 1.11 dla relacji preferencji < definio-
wanej przez minimalizacje (3.13) prawdziwa jest implikacja

yZr = r<y
co oznacza spelnienie warunku (3.8). |

Zauwazmy, ze funkcje s;(a;,75,y;) zdefiniowane wzorem (3.11) lub (3.12)
spelniaja warunek

si(ar,r1,a1 +H(r1 —a1)) = sa(az,r2,a9 +t(r2 —az)) = ...
= Sm(@myTm, @m +t(rm —ap)) dla 0<t<1

Wynika z tego, ze przedzialowe metody punktu referencyjnego oparte na funkcjach
(3.11) i (3.12) implementuja model preferencji speiajacy warunek

yZra+t(r—a) = a+t(r—a)<y dla 0<t<1 (3.15)

Réznica pomiedzy uzyciem funkcji (3.12) a (3.11) polega na tym, ze pierwsze z
nich rozszerzaja ten model preferencji na cala prosta wyznaczona przez a i r, a
drugie na tamana okreslona przez y*, a, r, y*. To znaczy, przedzialowa metoda
punktu referencyjnego z funkcjami s; typu (3.12) implementuje model preferencji
speliajacy zaleznosé
yZra+it(r—a) = a+t(r—a)<y dla teR

a w przypadku funkcji s; typu (3.11) model preferencji speliajacy zaleznosé

yZ~a + tla—y") = a + tla-y*) < vy dla t<0

yA-a + t(r—a) = a + tlr—a) <y dla 0<¢t<1

yA-r + ty¥—r) = r + tly"-r) < vy dla >0

Rozwiazywane w metodach punktu referencyjnego zadania optymalizacyjne
typu (3.4) nie wprowadzaja istotnych komplikacji do struktury oryginalnego zada-
nia. W szczegdlnosci, w przypadku zadania WPL, odpowiedni problem (3.4) moze
by¢ rozwiazywany technikami programowania liniowego i istnieje nawet mozliwo$¢
implementacji metody sympleks z niejawna reprezentacja minimaksowej funkcji
celu bez wprowadzania dodatkowych zaleznosci do oryginalnej struktury zbioru
dopuszczalnego @ (Ogryczak i Zorychta, 1994).
Proces analizy interaktywnej metod punktu referencyjnego jest w peli zgodny

z przedstawiona w podrozdziale 1.4 koncepcja systeméw wspomagania decyzji. Re-
alizuja one otwarty proces poszukiwania zadowalajacego rozwiazania efektywnego
na podstawie biezacych preferencji okreslanych poziomami aspiracji (i dodatkowo
poziomami rezerwacji lub wspélezynnikami skalujacymi). Zastosowania opartych
na metodach punktu referencyjnego systeméw wspomagania decyzji do analizy
rzeczywistych probleméw decyzyjnych (por. np. Malczewski i Ogryczak, 1990)
oraz specjalnie przeprowadzane eksperymenty (Korhonen i Wallenius, 1989; Steuer,
1993) pokazuja, ze do wyznaczenia zadowalajacego rozwiazania efektywnego wielo-
kryterialnego problemu decyzyjnego wystarcza zazwyczaj niewielka liczba krokéow
analizy interaktywnej. Jednocze$nie wyrazanie biezacych preferencji w terminach
pozioméw aspiracji (i ewentualnie rezerwacji) jest tatwo rozumiane i chetnie akcep-
towane przez decydentéw.
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3.2 System DINAS

Przedzialowa metoda punktu referencyjnego zostala zaimplemetowana w sys-
temie DINAS dla wielokryterialnych zagadnien transportowo-lokalizacyjnych na
sieciach (Ogryczak i inni, 1988; 1991). Jest to czesto pojawiajaca sie w zasto-
sowaniach szczegélna klasa mieszanych zagadnien programowania liniowego dys-
kretnego. W systemie DINAS zostal przyjety nastepujacy sieciowy model prob-
lemu transportowo—lokalizacyjnego. Zbiér weztéw sieci dzieli sie na dwa podzbiory:
zbior wezldéw stalych i zbior weztéw potencjalnych. Wezly stale reprezentuja ist-
niejace (stale) punkty sieci transportowej. Wezly potencjalne sa wprowadzone dla
reprezentacji mozliwych lokalizacji nowych punktéw sieci. Pewne grupy wezléw
potencjanych moga reprezentowaé rézne warianty tego samego obiektu. Dlatego
wezly potencjalne sa pogrupowane w tzw. selekcje (tzn. zbiory z ograniczeniami
wyboru). Kazda selekcja jest okreslona przez liste zawartych w niej wezléw poten-
cjalnych oraz dolne i gérne ograniczenie na liczbe weztdéw, ktére moga by¢ wybrane
z tej listy. Rozpatruje sie dystrybucje jednorodnego dobra zgodnie z topologia
sieci transportowej. Kazdy wezel staly jest scharakteryzowany przez podaz i po-
pyt na rozwazane dobro. Kazdy wezel potencjalny ma okreslona przepustowosc,
ktora ogranicza maksymalny przeplyw dobra przez wezel. Przepustowosci sa takze
okreslone dla wszystkich tukéw sieci. Dane sa liniowe funkcje celu okreslone przez
wspdlezynniki kosztu odpowiadajace poszczegdlnym tukom i weztom potencjalnym.
Wspélczynnik kosztu zwiazany z tukiem wyraza koszt przeptywu jednostki dobra
wzdluz tuku. Wspdlczynnik kosztu dla wezla potencjalnego wyraza koszt staly
zwiazany z wyborem danego wezta.

Dla uproszczenia reprezentacji modelu i procedur obliczeniowych system DI-
NAS dokonuje transformacji modelu transportowo-lokalizacyjnego przeksztatcajac
wszystkie funkcje oceny na minimalizowane i zastepujac wezly potencjalne tukami
sztucznymi. Kazdy wezel potencjalny jest zastepowany para wezléw (staltych) i
taczacym je tukiem (sztucznym). Dzieki tej transformacji otrzymujemy sie¢ o
stalej strukturze (wszystkie wezly sa stale). Potencjalno$é tukéw sztucznych nie
komplikuje staltej struktury sieci, poniewaz wszystkie tuki reprezentuja potencjalne
mozliwoéci przeptywéw. Co wiecej, po transformacji wszystkie przepustowosci do-
tycza jedynie tukéw. Podobnie wspdlezynniki kosztu sa zwiazane tylko z tukami.
Wspélczynniki kosztu odpowiadajace lukom sztucznym maja jednak inny charakter
niz te odpowiadajace oryginalnym tukom. Matematyczny model przeksztalconego
zadania przyjmuje nastepujaca postac

zminimalizowaé
L= Y mt Do cl,  i=L2.m (316)
(1,j)EE\E, (1,7)EE,

pod warunkiem, ze

Soawy— > wp=b da leW (3.17)
(Lj)EE (G,HeE
0< Ty; < Y2z dla (l,]) eFE \ E,, (318)
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gdzie

Dij
9k,
Sk
Ty

!
a:lj

I

0 <y < pijy;

dla  (1,j) € E,

< Y apy<hy dla k=12 ...
(1,5)€Sk
zy; €{0,1} dla (I,j) € E,

liczba funkcji oceny,
zbior wezldéw,

liczba selekcji,

zbiér tukéw (tacznie ze sztucznymi),

zbiér tukoéw sztucznych,

89

—~

3.19)
3.20)

—~

(3.21)

wspotezynnik kosztu w i-tej funkcji oceny zwiazany z tukiem (I, j),

bilans podazy i popytu dla wezla [,

przepustowosé uku (I, 5),

dolna i gérna liczba tukéw (sztucznych) do wybrania w k-tej selekeji,

zbiér tukéw (sztucznych) nalezacych do k-tej selekcji,
zmienna decyzyjna reprezentujaca przepltyw wzdhuz tuku (1, 5),

binarna zmienna decyzyjna reprezentujaca aktywnosé tuku (I, j).

DINAS pozwala rozwiazywaé problem (3.16)—(3.21) na komputerach IBM-PC
lub kompatybilnych. Podstawowa wersja systemu DINAS moze byé uzywana do
rozwiazywania probleméw skladajacych sie z co najwyzej siedmiu funkcji oceny i
sieci transportowej zawierajacej do 300 tukéw, 100 wezidéw stalych i 15 potencjal-

nych.

Praca systemu DINAS steruje sie za pomoca menu zawierajacego szereg pro-
stych komend do wyboru. Operacje dostepne podczas interaktywnej analizy sa
podzielone na trzy grupy i trzy odpowiadajace im opcje gléwnego menu (por. tab-
lica 3.1): PROCESS, SOLUTION i ANALYSIS.

Tablica 3.1

Gléwne menu systemu DINAS

Tablica 3.1:
PROCESS SOLUTION | ANALYSIS
PROBLEM SUMMARY | COMPARE
CONVERT BROWSE PREVIOUS
PAY—OFF SAVE NEXT
EFFICIENT | DELETE LAST
QUIT RESTORE

Opcja PROCESS zawiera podstawowe operacje zwiazane z przetwarzaniem prob-
lemu wielokryterialnego i generowaniem rozwiazan efektywnych. Sa wéréd nich
operacje definiowania problemu, takie jak wywolanie edytora danych sieciowych
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przeznaczone do wprowadzania lub modyfikowania danych problemu (komenda
PROBLEM), a takze konwersji danych z jednoczesna kontrola ich poprawnosci dla juz
zdefiniowanego problemu (komenda CONVERT). Ponadto sa dostepne komendy op-
tymalizacji PAY—OFF i EFFICIENT oraz komenda QUIT, pozwalajaca na zakonczenie
pracy i wyjscie z systemu.

Pierwszym krokiem analizy wielokryterialnej powinno by¢ wywolanie komendy
PAY—OFF. Komenda ta uruchamia proces optymalizacji kazdej funkcji oceny z
osobna, a doktadniej, rozwiazywanie zadan jednokryterialnych postaci

min {fp(x)+p Y fi(x) : x€Q}, k=1,2,....m (3.22)
i=1

gdzie p jest arbitralnie mala liczba dodatnia. To znaczy, do optymalizowanej funk-
cji oceny jest dodawany niewielki skltadnik regularyzujacy dla zapewnienia efek-
tywnosci wszystkich wyznaczonych rozwiazan optymalnych (por. twierdzenie 1.17).
W wyniku tych obliczent powstaje macierz realizacji celéw (por. podrozdziat 1.4).
Jest ona tablica zawierajaca wartosci wszystkich funkeji (kolumny) otrzymywane
podczas rozwiazywania poszczegdlnych probleméw jednokryterialnych (wiersze).
Podczas wykonywania komendy PAY—OFF wyznaczane sa takze wektory utopii i
nadiru. Dzieki technice regularyzacyjnej (3.22) kazde wygenerowane podczas ob-
liczania tablicy realizacji celow rozwiazanie optymalne zadania jednokryterialnego
jest jednoczesdnie rozwiazaniem efektywnym problemu wielokryterialnego. Tak wiec
po obliczeniu tablicy realizacji celéw wygenerowany jest pewien zbiér rozwiazan
efektywnych zwiazanych z poszczegdlnymi wierszami tablicy. Obliczanie tablicy
realizacji celéw jest zazwycza]j najbardziej czasochlonna operacja analizy wielokry-
terialnej. Dlatego tez w systemie DINAS jest ona automatycznie zapamietywana.

Majac wyznaczona tablice realizacji celow mozna rozpoczaé interaktywne po-
szukiwanie zadowalajacego rozwiazania efektywnego. Jako parametry sterujace
analizg interaktywna w systemie DINAS uzywane sa poziomy aspiracji i rezerwa-
cji. Dokladniej, dla kazdej funkcji oceny uzytkownik okresla jako poziom aspiracji
wartos¢, ktéra pragnatby, aby ta funkcja osiagnela, a jako poziom rezerwacji jej
najgorsza akceptowalna warto$¢. Wszystkie operacje zwiazane z edycja poziomow
aspiracji i rezerwacji, a takze obliczanie nowego rozwiazania efektywnego wykonuje
sie za pomoca komendy EFFICIENT. System poszukuje zadowalajacego rozwiazania
efektywnego, uzywajac skalaryzujacej funkeji osiagniecia (3.10) i (3.12) jako kry-
terium w optymalizacji jednokryterialnej. Wygenerowane rozwiazanie optymalne
jest zawsze rozwiazaniem efektywnym oryginalnego problemu wielokryterialnego
(nawet, gdy zadane poziomy aspiracji sa osiagalne).

System DINAS przechowuje rozwiazania efektywne w specjalnej bazie. Wszyst-
kie wygenerowane podczas sesji (lub wprowadzone z pliku wejSciowego) rozwiazania
efektywne sa umieszczane w tej bazie. Jednakze mozna tam przechowywaé co
najwyzej dziewie¢ rozwigzan, wiec gdy dziesiate rozwiazanie jest umieszczane w
bazie, wtedy najstarsze ze znajdujacych sie tam rozwiazan jest z bazy automatycz-
nie usuwane. 7Z drugiej strony, dowolne rozwiazanie mozna zachowaé¢ w osobnym
pliku i wprowadzi¢ z pliku podczas tej samej badz nastepnych sesji. System DI-
NAS jest wyposazony w komendy pomocne przy operacjach na bazie rozwiazan.
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Sa dwa rodzaje tych operacji: operacje na pojedynczym rozwiazaniu efektywnym i
operacje na calej bazie rozwiazan. Operacje na pojedynczym rozwiazaniu dotycza
tylko rozwiazania biezacego. Najnowsze wygenerowane rozwiagzanie jest uwazane za
rozwiazanie biezace, ale dowolne rozwiagzanie znajdujace sie w bazie mozna recznie
przypisa¢ jako rozwiazanie biezace.

Opcja SOLUTION w gléwnym menu systemu (por. tablica 3.1) zawiera komendy
odpowiadajace operacjom na rozwiazaniu biezacym. Mozliwe jest szczegdtowe ba-
danie rozwiazania biezacego z uzyciem edytora sieciowego (komenda BROWSE) albo
analizowanie skréconych charakterystyk, takich jak wartosci funkcji oceny i wyb-
rane lokalizacje (komenda SUMMARY). Wartosci funkeji sa prezentowane na trzy
sposoby: jako standardowa tablica, w postaci wykresow stupkowych w skali aspi-
racji/rezerwacji (|r; — a;| przyjmowane jako 100%) oraz jako wykresy stupkowe w
skali utopia/nadir (|y — y¥| przyjmowane jako 100%). Stupki pokazuja poziom
procentowy wartosci kazdej funkcji oceny w odniesieniu do skali, w ktérej sa pre-
zentowane. Biezace rozwiazanie mozna zapamieta¢ w osobnym pliku (komenda
SAVE). Mozliwe jest takze usuniecie biezacego rozwiazania z bazy rozwiazan (ko-
menda DELETE).

Opcja ANALYSIS w gtéwnym menu systemu (por. tablica 3.1) grupuje komendy
zwiazane z operacjami na bazie rozwiazan. Gldwna komenda COMPARE umozliwia
porownywanie rozwiazan efektywnych znajdujacych sie w bazie. W poréwnaniu
wystepuja tylko skrocone charakterystyki rozwiazan, czyli wartosci funkcji oceny
w formie tablic lub wykreséw stupkowych, a takze tablice wybranych lokalizacji.
Ponadto pewne komendy w tej grupie (PREVIOUS, NEXT i LAST) stuza do wybiera-
nia dowolnego rozwigzania efektywnego znajdujacego sie w bazie jako rozwigzanie
biezace. Mozliwe jest takze wprowadzenie do bazy rozwiazania zapamietanego
uprzednio w osobnym pliku (komenda RESTORE).

Najwazniejsza czescia systemu DINAS jest ukryty przed uzytkownikiem modut
optymalizacyjny dostarczajacy rozwiazania probleméw jednokryterialnych. Sta-
nowi on jadro numeryczne systemu, ktére generuje rozwiazania efektywne. Zapro-
jektowanie efektywnego modulu optymalizacyjnego, pracujacego przy ograniczo-
nych zasobach mikrokomputera klasy IBM-PC, wymagalo ztozonych technik algo-
rytmicznych i implementacyjnych wykorzystujacych specyfike zadania w ogélnych
metodach programowania liniowego dyskretnego (por. Ogryczak i inni, 1989). W
szczegdlnosei rozwiniete zostaly techniki implemetacji metody sympleks z reprezen-
tacja zmiennych gérnych ograniczeil poza struktura bazy (Ogryczak, 1992). Ozna-
cza to, ze liczne w modelu nieréwnosci zawierajace tylko dwie zmienne, podobnie
jak proste gorne ograniczenia w standardowych implementacjach metody sympleks,
nie zwiekszaja roboczych struktur danych przechowujacych faktoryzacje biezacej
bazy, a jedynie komplikuja kroki algorytmu metody sympleks.

System DINAS jest wyposazony w specjalny peloekranowy edytor sieciowy
(Ogryczak i inni, 1992a) zaprojektowany do wprowadzania i modyfikacji danych
probleméw sieciowych. Dane modelu dziela sie na dwie zasadnicze grupy: dane
logiczne okreslajace topologie sieci transportowej (wezty, tuki, selekcje) i dane nu-
meryczne opisujace wezly 1 tuki sieci (wielkosci popytu i podazy, przepustowosci,
wsp6tezynniki funkeji celu). Giéwna koncepcja edytora polega na tym, ze dane nu-
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meryczne sa aktualizowane w trakcie definiowania lub sprawdzania logicznej struk-
tury sieci. Doktadniej, edytor pozwala na przechodzenie z biezacego wezta (wzdhuz
tukéw) do weztéw sasiednich i aktualizacje w specjalnych okienkach danych nume-
rycznych dla biezacego elementu sieci.

Przyklad 3.1. Podstawowe elementy analizy wielokryterialnej wykonywanej przy
uzyciu systemu DINAS ilustrujemy na malym sztucznym problemie reorganizacji
rejonéw stuzby zdrowia. Rzeczywisty problem tego typu zwiazany z reorganizacja
przychodni rejonowych w regionie Warszawy zostal rozwiazany przy uzyciu pakietu
MPSX/370 przez Ogryczaka i Malczewskiego (1987). Problem testowy ilustrujacy
dzialanie procedury interaktywnej oraz mozliwosci systemu DINAS jest malym
wycinkiem modelu rzeczywistego.

Problem reorganizacji rejonéw stuzby zdrowia zwiazany z lokalizacja nowych
osrodkéw mozna sformulowaé nastepujaco. Zaklada sie, ze rozpatrywany region
sktada sie z pewnej liczby okregéw o znanej dystrybucji populacji. W regionie tym
znajduje sie pewna liczba o$rodkéw zdrowia, ale ich mozliwosci obstugi medycz-
nej sa niewystarczajace i dlatego nalezy stworzy¢ nowe osrodki. Problem polega
na okresleniu lokalizacji nowych oérodkéw i ich wielkosci (mozliwosei obstugi), a
takze na przypisaniu mieszkancéw regionu do poszczegdlnych osrodkéw (starych i
nowych). Proponowane rozwiazanie powinno by¢ optymalne ze wzgledu na kilka
kryteriow.

Rozpatrywany region jest czescia miasta podzielona przez pie¢ gléwnych ulic
na 12 obszaréw. Potrzeby obstugi medycznej w kazdym z obszaréw sa okreslone w
tysiacach porad na rok. W regionie istnieja juz dwa osrodki zdrowia Pond i Hill.
Ich mozliwo$ci obstugi wynosza odpowiednio 100 i 90 tysiecy porad na rok. Zatem
mozliwosci obstugi medycznej w calym regionie wynosza 190, podczas gdy potrzeby
obliczono na 240. Powinny wiec powstaé¢ w tym regionie nowe osrodki zdrowia.

Nowe osrodki moga by¢ tworzone w czterech potencjalnych lokalizacjach: Ice,
Fiord, Bush i Oasis. Lokalizacje te sa podzielone na dwa podzbiory odpowiadajace
dwém subregionom:

North = {Ice, Fiord} i South = {Bush, Oasis}.

Odlegtosci miedzy dwiema potencjalnymi lokalizacjami w tym samym subregionie
sa relatywnie male, a kazda lokalizacja ma mozliwo$¢ zapokojenia potrzeb obstugi
medycznej. Lokalizacje w tym samym subregionie sa rozpatrywane jako wzajem-
nie wykluczajace sie, to znaczy w danym subregionie mozna wybraé¢ tylko jedna
lokalizacje. Z kazda potencjalna lokalizacja zwiazane sa rézne mozliwosci obstugi.

Nalezy zdecydowaé, ktére z potencjalnych o$rodkéw zdrowia nalezy zbudowaé
tak by byly zaspokojone potrzeby w calym regionie. Decyzja powinna by¢ opty-
malna ze wzgledu na nastepujace kryteria:

— minimalizacja $redniej odleglosci dla porady,
— maksymalizacja ogdlnej dostepnosci oérodkéw,
— minimalizacja kosztéw inwestycji,

— maksymalizacja satysfakcji mieszkaricow.

Pierwsze dwa kryteria sa zwiazane z odleglosciami miedzy o$rodkami zdrowia a
obszarami przez nie obstugiwanymi. Biorac pod uwage morfologie miasta oraz sie¢
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transportowa jako najlepsze przyblizenie odleglosci rzeczywistych przyjeto norme
l1. Niektére potaczenia miedzy obszarami a o$rodkami zostaly wyeliminowane
(uznane za niedopuszczalne) z powodu utrudnien transportowych.

Ogdlna dostepnos¢ osrodkéw jest zdefiniowana jako suma wspélczynnikdéw
dostepu dla poszczegdlnych obszaréw. Przyjmuje sie, ze dostep danego obszaru
jest odwrotnie proporcjonalny do kwadratu odleglosci obszaru od osrodka zdrowia.
Dokladniej, wspoétczynnik dostepu obszaru do o$rodka jest definiowany zgodnie ze
wzorem (por. Abernathy i Hershey, 1972)

aj =1/(dy; +¢)? (3.23)
gdzie d;; oznacza odleglos¢ pomiedzy osrodkiem zdrowia [ i obszarem j, a € jest
arbitralnie malg liczbg dodatnia.

Jako koszt inwestycyjny i poziom satysfakcji mieszkancéw przyjmuje sie odpo-
wiednio sume stalych kosztéw i sume stalych poziomoéw satysfakcji zwiazanych z
poszczegdlnymi lokalizacjami osrodkow.

Zdefiniowany tutaj problem reorganizacji rejonizacji stuzby zdrowia polaczony
z lokalizacja nowych osrodkéw zdrowia tatwo sformulowaé jako wielokryterialny
problem transportowo—lokalizacyjny. Obszary i istniejace osrodki zdrowia sta-
nowia stale wezly rozpatrywanej sieci, a wszystkie lokalizacje nowych osrodkéw
mozna traktowaé jako wezly potencjalne. Luki reprezentuja wszystkie mozliwe
przypisania obszaréw do osrodkéw zdrowia. Przeptyw wzdluz tuku z osrodka
[ do obszaru j wyraza liczbe porad w obszarze j udzielanych przez o$rodek
[. Dla zbilansowania problemu wprowadzamy sztuczny wezet Tie z mozliwoscia
obstugi réwna calkowitym potrzebom regionu. Ponadto definiujemy dodatkowe
tuki taczace sztuczny wezel Tie z wszystkimi osrodkami (istniejacymi i potencjal-
nymi). Mozliwosci obstugi istniejacych osrodkéw (Pond i Hill) sa pojemnosciami
tukéw taczacych wezet Tie z odpowiadajacymi im weztami.

W problemach transportowo-lokalizacyjnych jako funkcje oceny rozpatruje sie
sumy funkcji liniowych, zaleznych od przeptywéw wzdluz poszczegdlnych tukow
i kosztow stalych zwiazanych z wybranymi lokalizacjami. W naszym modelu
funkcje oceny sa podzielone na dwie grupy. Funkcje reprezentujace koszt inwe-
stycji (Invest) i poziom satysfakcji (Satisf) sa niezalezne od decyzji rejonizacji
i w zwiazku z tym nie maja wspélczynnikéw zwigzanych z przeptywami wzdluz
tukéw (czyli wspélezynniki te sa réwne 0). Z drugiej strony funkcje reprezentujace
$rednia odleglosé (Dist) i ogdlna dostepnosé (Prox) zaleza tylko od decyzji rejo-
nizacji i dlatego nie maja sktadnikéw stalych zwiazanych z decyzjami lokalizacji.
State wspotczynniki funkcji Invest i Satisf moga by¢ brane bezbosrednio z danych
wejsciowych. Liniowe wspodlczynniki funkcji Prox sa wyliczane ze wspdlczynnikow
odleglosci zgodnie ze wzorem (3.23), za$ liniowe wspélezynniki funkeji Dist sa defi-
niowane jako odpowiednie odleglosci dzielone przez sume wszystkich potrzeb (240).

Cztery wezly potencjalne reprezentuja cztery potencjalne lokalizacje osrodkéw
zdrowia: Ice, Fiord, Bush i Oasis. Jak juz wspominalisémy, lokalizacje nalezace do
tego samego subregionu wykluczaja sie wzajemnie, czyli z jednego subregionu moze
by¢é wybrana co najwyzej jedna lokalizacja. Aby uwzgledni¢ wymaganie tego typu,
wykorzystujemy selekcje. W naszym modelu sa dwie selekcje zwiazane z subre-
gionami: North i South. Obie maja ograniczenia dolne réwne 0 i gérne réwne 1.



94 ROZDZIAL 3. METODY PUNKTU REFERENCYJNEGO

Gwarantuje to, ze w kazdej selekcji jest aktywny co najwyzej jeden wezel poten-
cjalny.

Ostatnia grupa danych jest zwiazana z tukami. Luki sa charakteryzowane przez
przepustowosci i wspolczynniki funkcji. Wspdlczynniki kosztu zostaty oméwione
przy okazji omawiania wspotczynnikéw funkcji. Przepustowosci tukow laczacych
sztuczny wezet Tie z oérodkami (Pond, Hill, Ice, Fiord, Bush i Oasis) wyrazaja
mozliwoéci obtugi tych osrodkéw. Luki laczace osrodki z obszarami maja zasadniczo
nieograniczone przepustowosci. Jednakze w praktyce przeplywy wzdtuz tych tukéw
sa ograniczone mozliwosciami obstugi odpowiednich o$rodkéw i mozemy ich uzy¢
jako przepustowosci tukow.

Po zdefiniowaniu problemu i konwersji jego danych mozna rozpoczaé¢ analize
wielokryterialna. Jako pierwszy krok tej analizy nalezy wykonaé¢ komende PAY—
OFF. W efekcie otrzymujemy tablice realizacji celéw (tablica 3.2). Sa w niej
wartosci wszystkich funkcji oceny (kolumny) uzyskane podczas rozwiazywania po-
szczegblnych zadan jednokryterialnych (wiersze). Wykonanie komendy PAY—OFF
dostarcza takze dwéch wektorow referencyjnych: wektora utopii i wektora nadiru
(patrz tablica 3.2). Wektor utopii reprezentuje najlepsze wartosci kazdej funk-
cji rozpatrywanej oddzielnie, a wektor nadiru najgorsze wartosci funkcji odnoto-
wane podczas optymalizacji innych funkcji. Wektor utopii jest tutaj wektorem nie-
osiagalnym, to znaczy nie istnieje rozwiazanie dopuszczalne z takimi wartosciami
funkcji oceny.

Tablica 3.2

Macierz realizacji celow dla przykladu 3.1

Tablica 3.2:
Optymalizowana funkcja
Funkcja | Invest | Satisf | Dist | Prox | Utopia | Nadir
Invest 186 401 413 398 186 413
Satisf 100 368 279 187 368 100
Dist 2.61 2.17 2.03 2.12 2.03 2.61
Prox 4976 6385 | 8782 | 8854 8854 4976

Analizujac tablice 3.2 mozna zauwazyé, ze wartosci funkcji zmieniaja sie
w zalezno$ci od wybranej optymalizacji. Tylko dla $redniej odleglosci (Dist)
wystepuja relatywnie mate odchylenia, rzedu 30%, podczas gdy dla innych funk-
¢ji przekraczaja nawet 100%. Ponadto daje si¢ zauwazyé zdecydowany konflikt
pomiedzy kosztem inwestycji (Invest) a pozostalymi funkcjami oceny. Minimali-
zujac koszt otrzymujemy najgorsze wartosci wszystkich pozostatych funkcji oceny,
a optymalizujac inne funkcje oceny otrzymujemy podwojenie minimalnej wartosci
kosztu.

Wspdlczynniki wektora nadiru nie moga by¢ traktowane jako najgorsze wartosci
funkcji oceny na calym zbiorze rozwiazan efektywnych. Zwykle przyblizaja one
te wartosci, ale wyrazaja wylacznie najgorsza warto$é¢ kazdej funkcji oceny od-
notowana podczas optymalizacji innych funkcji. W dalszym przebiegu analizy
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pokazemy, ze te przyblizenia sa czasami przekraczane.

Dzieki specjalnej technice regularyzacyjnej uzywanej przy obliczaniu tablicy
realizacji celéw (por. (3.22)), kazde wygenerowane rozwiazanie zadania jednokry-
terialnego jest takze rozwiazaniem efektywnym problemu wielokryterialnego. Za-
tem mamy juz w bazie rozwiazan efektywnych cztery rozwiazania zwiazane z po-
szczegllnymi wierszami tablicy realizacji celéw. Postugujac sie komendami systemu
DINAS mozemy zbadaé kazde z tych rozwiazan, a w szczegdlnosci mozemy zapo-
znaé sie ze struktura lokalizacji w poszczegélnych rozwiazaniach. W pierwszym
rozwiazaniu, ktére minimalizuje koszt inwestycyjny, wystepuje tylko jeden nowy
osrodek zdrowia zlokalizowany w Bush. We wszystkich pozostalych rozwiazaniach
wystepuja dwa nowe osrodki, co ttumaczy ich znaczaco wyzszy koszt inwestycyjny.
Nowe osrodki sa zlokalizowane w tych rozwiazaniach nastepujaco: Ice i Oasis, Fiord
i Oasis oraz Bush i Fiord.

Majac obliczony wektor utopii mozemy rozpoczaé¢ interaktywne poszukiwa-
nia satysfakcjonujacych rozwiazan efektywnych. Do sterowania analiza interak-
tywna shuza poziomy aspiracji i rezerwacji. Na poczatku tej analizy obliczamy
tzw. rozwiazanie neutralne. W tym celu przyjmujemy wektor utopii jako wektor
aspiracji, a wektor nadiru jako wektor rezerwacji. W wyniku otrzymujemy piate
rozwiazanie efektywne z dwoma nowymi osrodkami zlokalizowanymi w Bush i Ice.
Koszt inwestycyjny jest w tym przypadku dosyé wysoki (Invest=386), podczas gdy
dla pozostalych funkcji otrzymujemy wartosci na srednim poziomie (Satisf=276,
Dist=2.26 i Prox=6457).

Poza rozwiazaniem minimalizujacym koszt inwestycyjny, we wszystkich rozwia-
zaniach wystepuja dwa nowe osrodki zdrowia, co powoduje ich wysoki koszt. Dla-
tego prébujemy znalezé rozwiazanie z niskim kosztem (tylko jeden nowy osrodek)
i stosunkowo dobrymi warto$ciami pozostalych funkcji. W tym celu przyjmujemy
poziomy aspiracji i rezerwacji takie jak w tablicy 3.3. W rezultacie otrzymujemy
szoste rozwiazanie efektywne z jednym nowym osrodkiem zlokalizowanym w Oasis.
Koszt inwestycyjny w tym rozwiazaniu jest niski (Invest=201), poziom satysfakcji
jest umiarkowany (Satisf=192), ale érednia odleglo$é¢ jest bardzo duza (Dist=2.58),
a ogdélna dostepnosé nawet mniejsza niz odpowiedni wspétczynnik wektora nadiru
(Prox=4933). System automatycznie uaktualnia odpowiedni wspéltczynik wektora
nadiru nadajac mu najgorsza wartosé¢ funkcji.

Tablica 3.3
Tablica 3.3:
Invest | Satisf | Dist | Prox
Aspiracja 186 300 2.08 | 8500
Rezerwacja 250 200 2.50 | 7000

Dla unikniecia zbyt matych wartosci ogdlnej dostepnosci modyfikujemy od-
powiedni poziom rezerwacji zwiekszajac jego wartos¢ do 8000. Po powtdérzeniu
obliczen uzyskujemy siédme rozwigzanie efektywne z jednym nowym osrodkiem
zdrowia w Ice. Dzieki wygodnej formie prezentacji rozwiazan w systemie DINAS
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mozemy latwo poréwnaé¢ wartosci funkcji oceny w nowym rozwiazaniu z odpowied-
nimi wartosciami w rozwiazaniu poprzednim. Ogdlna dostepnosc¢, érednia odlegloscé
i koszt inwestycyjny sa nieznacznie lepsze (Prox=5278, Dist=2.53 i Invest=200),
podczas gdy poziom satysfakcji jest o kilka procent gorszy (Satisf=176).

Po przeanalizowaniu dwdéch ostatnich rozwiazan przypuszczamy, ze do znalezie-
nia rozwiazania efektywnego z dobrymi warto$ciami ogdlnej dostepnosci, sredniej
odlegtosci i malym kosztem inwestycyjnym jest konieczne poluzowanie zadan do-
tyczacych poziomu satysfakcji. Zatem zmieniamy poziom rezerwacji odpowia-
dajacy funkcji Satisf na 100. System potwierdza nasze przypuszczenie. W dsmym
rozwiazaniu jest jeden nowy osrodek zlokalizowany w Fiord. To rozwiazanie
gwarantuje dosy¢ duza ogdlna dostepnosé (Prox=7691) i wzglednie maly Srednia
odleglosé (Dist=2.38) przy malym koszcie inwestycyjnym (Invest=212). Z dru-
giej strony poziom satysfakcji jest gorszy nawet od odpowiedniego wspoétczynnika
wektora nadiru (Satisf=87). Poza tym to rozwiazanie wyglada interesujaco w
poréwnaniu z innymi, w ktorych wystepuje tylko jeden nowy oérodek.

Dalsze préby znalezienia zadowalajacego rozwiazania efektywnego z jednym no-
wym osrodkiem zdrowia nie przynosza sukcesu. Dla réznych wartosci poziomoéw
aspiracji i rezerwacji otrzymujemy to samo rozwigzanie. Aby analiza byta kom-
pletna, zmniejszamy wymagania dotyczace kosztu inwestycyjnego. Uzywajac po-
zioméw aspiracji i rezerwacji z tablicy 3.4 otrzymujemy dziewiate rozwiazanie efek-
tywne z dwoma nowymi oSrodkami (Fiord i Oasis). W rozwiazaniu tym wystepuja
te same lokalizacje co w rozwigzaniu trzecim. Koszt inwestycyjny i poziom sa-
tysfakeji jest wiec taki sam (Invest=413 i Satisf=279). Nieco inna jest ogdlna
dostepnosé i $rednia odleglosé (Prox=8791 i Dist=2.04), co jest efektem innego
schematu przydziatow.

Tablica 3.4
Tablica 3.4:
Invest | Satisf | Dist | Prox
Aspiracja 200 300 2.10 | 8800
Rezerwacja 400 200 2.50 | 8400

Na koniec badamy wszystkie wygenerowane rozwiazania efektywne postugujac
sie dostepnymi w systemie narzedziami poréwnywania rozwiazan. Rozwiazania
zostaly zestawione w tablicy 3.5, a ich uwazna analiza prowadzi do nastepujacej
konkluzji. Koszt inwestycyjny nie powinien by¢ rozpatrywany jako typowa funkcja
oceny, poniewaz jego warto$¢ bardziej zalezy od liczby nowych osrodkéw niz od ich
lokalizacji. Dzieli to wszystkie rozwiazania efektywne na dwie grupy: rozwiazania
z jednym nowym osrodkiem zdrowia i rozwiazania z dwoma nowymi o§rodkami. Z
tego powodu nalezy poszukiwaé¢ dobrego rozwiazania z jednym nowym osrodkiem,
takiego ze w przyszlosci bedzie je mozna rozszerzy¢ do lepszego rozwiazania przez
dodanie drugiego nowego osrodka. Naszym zdaniem pierwszy osrodek powinien
by¢ zlokalizowany w Fiord (rozwiazanie 8). Jest to jedyne rozwiazanie efektywne
z jednym nowym osrodkiem, w ktérym srednia odleglosé i ogélna dostepnosé maja
akceptowalne wartosci (patrz tablica 3.5). To rozwiazanie ma jednoczesnie najgor-
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szy poziom satysfakcji. Jednakze pdzniejsze rozszerzenie tego rozwiazania przez
dodanie drugiego o$rodka w Oasis (rozwiazanie 9) prowadzi do znacznego wzrostu
poziomu satysfakcji i poprawia srednia odlegltosé, a takze ogdlng dostepnosé (patrz
tablica 3.5). Oba proponowane rozwiazania maja najwyzszy koszt w odpowiednich
grupach rozwiazan, lecz nie nalezy tego traktowaé jako powaznej wady, poniewaz
réznice wartosci tej funkcji pomiedzy rozwiazaniami z tej samej grupy sa niewielkie.

Tablica 3.5
Rozwiazania efektywne dla przykiladu 3.1
Tablica 3.5:
Wartosci funkcji oceny Lokalizacje

Invest | Satisf | Dist | Prox | Bush | Fiord | Ice | Oasis

Rozwiazanie 1 186 100 2.61 | 4976 tak nie nie nie
Rozwiazanie 2 401 368 2.17 | 6385 nie nie tak tak
Rozwiazanie 3 413 279 2.03 | 8782 nie tak nie tak
Rozwiazanie 4 398 187 2.12 | 8854 tak tak nie nie
Rozwiazanie 5 386 276 2.26 | 6457 nie nie tak nie
Rozwiazanie 6 201 192 2.58 | 4933 nie nie nie tak
Rozwiazanie 7 200 176 2.53 | 5287 nie nie tak nie
Rozwiazanie 8 212 87 2.38 | 7691 nie tak nie nie
Rozwiazanie 9 413 279 2.04 | 8791 nie tak nie tak

Dzieki tatwosci modyfikowania problemu w systemie DINAS mozemy przepro-
wadzi¢ dodatkowa analize wytaczajac pewne funkcje oceny. Powtarzajac ana-
lize wielokryterialng z pominieciem funkcji Invest uzyskujemy rozwiazanie 9 jako
rozwiazanie neutralne, co potwierdza jego optymalnosé wzgledem pozostatlych
trzech funkcji oceny.

Postugujac sie komenda BROWSE mozemy szczegolowo obejrze¢ pod edytorem
sieciowym wybrane rozwiazania. Okazuje sie, ze w rozwiazaniu ésmym nowy
osrodek zlokalizowany w Fiord jest kompletnie wykorzystany, podczas gdy w sta-
rych odrodkach pozostaja pewne niewykorzystane mozliwosci. Wskazuje to na nie-
optymalne ze wzgledu na rozpatrywane funkcje oceny zlokalizowanie istniejacych
osrodkéw. Dziewiate rozwiazanie efektywne potwierdza te diagnoze. Nowy do-
datkowy os$rodek w Oasis obstuguje pewne obszary z rejonu Hill i pewne z rejonu
Pond. W tym rozwiazaniu takze oba nowe osrodki maja w pelni wykorzystane
mozliwosci, podczas gdy stare sg wykorzystane tylko w 50-70%. (I

Przyjete w systemie DINAS zasady analizy interaktywnej i ich funkcjonalna
implementacja sprawdzily sie w praktyce przy rozwiazywaniu rzeczywistych prob-
leméw decyzyjnych. Z wykorzystaniem systemu DINAS zostata przeprowadzona
miedzy innymi analiza studialna lokalizacji i rejonizacji klinik pediatrycznych w ma-
kroregionie warszawskim (Malczewski i Ogryczak, 1990). W analizie tej rozwazano
pieé¢ kryteridow:

— minimalizacja sredniej odleglosci do kliniki,
— maksymalizacja ogdlnej dostepnosci klinik,
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— minimalizacja kosztéw inwestycyjnych dla nowych klinik,
— minimalizacja kosztéow operacyjnych wszystkich klinik,

minimalizacja zanieczyszczen $rodowiska w miejscach lokalizacji nowych klinik.

Tablica 3.6

Macierz realizacji celéw dla problemu lokalizacji klinik

Tablica 3.6:
Optymalizowana Wartosci funkcji oceny
funkcja fi fo f3 fa f5
f1 39099.0 | 12385.9 | 888.8 | 519.6 | 1141.4
fa 40776.4 | 12534.6 | 666.0 | 395.8 917.3
f3 63822.6 9812.9 | 443.2 | 270.0 447.6
fa 62304.9 | 11418.0 | 446.3 | 249.6 474.8
s 66396.0 6104.9 | 443.8 | 260.0 444.1

Problem zostal sformulowany, analogicznie jak w przykladzie 3.1, w postaci za-
dania transportowo—lokalizacyjnego na sieci ztozonej z blisko 100 weztéw (w tym 8
potencjalnych) i 300 tukéw. Pomimo wystepowania istotnego konfliktu pomiedzy
poszczegblnymi kryteriami (por. macierz realizacji celéw w tablicy 3.6), do wy-
znaczenia rozwiazania efektywnego zadowalajacego ekspertéw wystarczyly cztery
iteracje analizy interaktywnej. Przebieg analizy interaktywnej ilustruje tablica 3.7,
gdzie dla kazdej iteracji podano przyjete poziomy aspiracji i rezerwacji oraz wartosci
funkcji oceny wyznaczonego rozwiazania efektywnego.
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Tablica 3.7

Wyniki interaktywnej analizy problemu lokalizacji klinik

Tablica 3.7:
Iteracja Wartosci funkcji oceny
bjl f2 f3 fa fs

1

poziom aspiracji 39099.0 | 12534.6 | 443.2 | 249.6 444.1

poziom rezerwacji 66396.0 6104.9 | 888.8 | 519.6 | 1141.4

rozwiazanie efektywne | 47834.7 8812.4 | 555.3 | 327.1 661.4
2

poziom aspiracji 39099.0 | 12534.6 | 443.2 | 249.6 444.1

poziom rezerwacji 66396.0 6104.9 | 450.0 | 300.0 | 1141.4

rozwiazanie efektywne | 63897.2 7304.6 | 444.8 | 260.4 497.3
3

poziom aspiracji 39099.0 | 12534.6 | 443.2 | 249.6 500.0

poziom rezerwacji 66396.0 6104.9 | 450.0 | 300.0 | 1141.4

rozwigzanie efektywne | 62408.3 7393.3 | 446.1 | 278.3 601.2
4

poziom aspiracji 39099.0 | 12534.6 | 443.2 | 249.6 500.0

poziom rezerwacji 60000.0 7000.0 | 450.0 | 300.0 | 1141.4

rozwigzanie efektywne | 59801.2 7481.3 | 487.4 | 294.3 712.2
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3.3 Referencyjne programowanie celowe

3.3.1 Model wazony

Metody punktu referencyjnego uzywaja, podobnie jak programowanie celowe,
poziomoéw aspiracji jako gléwnych parametréw sterujacych. Pomimo tego, w
odréznieniu od programowania celowego, metody punktu referencyjnego zawsze
generuja rozwiagzania efektywne i wprowadzaja zupelng parametryzacje zbioru
rozwiazan efektywnych. W tym podrozdziale staramy sie odpowiednio rozsze-
rzy¢ mozliwosci modeli programowania celowego, tak aby osiagnaé¢ zalety metod
punktu referencyjnego (por. Ogryczak, 1994). To znaczy, naszym celem jest sfor-
mulowanie uogélnionego modelu programowania celowego spetniajacego postulaty
P1 i P2 oraz generujacego zupeha parametryzacje zbioru rozwiazan efektywnych
za, pomoca poziomow aspiracji.

Zauwazmy, ze skalaryzujaca funkcja osiagniecia (3.3) moze byé¢ wyrazona jako
funkcja uzywanych w programowaniu celowym odchylen d= = (a — f(x)), i dt =
(£(x) —a);

s(d7,d%) = max N(df —d7)+pY ] Ni(d] —dy)
=1

Ogdlniej, parametryzacja (3.4) z funkcjami s; typu (3.7) moze byé zapisana w
postaci nastepujacego modelu programowania celowego

RPC : lexmin g(d~,d") = [g1(d",d"),g2(d",d")] (3.24)

pod warunkiem, ze
fi(x)+d; —df =a; dlai=1,2,...,m (3.25)
dy >0, df >0 dlai=1,2,....m (3.26)
xeQ (3.27)

gdzie
g1(d™,d") = max (-wjd; +wdf) (3.28)
g2(d,d") = Y (-widy +wfdf) (3.29)
=1

0<w; <w dlai=12,...,m (3.30)

Zadanie (3.24)—(3.30) jest zasadniczo leksykograficznym (dwupoziomowym)
problemem PC ze standardowymi réwnaniami celowymi (3.25)-(3.26), funkcja
osiagniecia g; typu minimaksowego i wazona funkcja osiagniecia go. W zadaniu
tym tym kryje sie jednak pewna specyfika, odrézniajaca je od standardowych prob-
leméw PC. Mianowicie, zaréwno w minimaksowej funkcji osiagniecia ¢1, jak i w
wazonej funkcji osiagniecia go, wspolczynniki wagowe odpowiadajace odchyleniom
w dét sa ujemne. Dzieki temu funkcje te definiuja $cisle monotoniczne relacje pre-
ferencji.
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Dla poprawnosci modelu RPC powinno by¢ zagwarantowane wlasciwe oblicza-
nie odchyleri d; i d; z réwnan celowych (3.25)—(3.26), czyli spelienie warunku

didf =0 dlai=1,2,....,m (3.31)
przez rozwiazania optymalne. Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze przyjete w mo-
delu RPC zalozenie o wagach (3.30) gwarantuje spehienie warunku (3.31) przez
rozwigzania optymalne zadania RPC.

Twierdzenie 3.4 Dla dowolnych poziomdw aspiracji a;, jezeli wagi spetniajq wa-
runek (3.30), to rozwiqzanie optymalne (X,d~,d") problemu RPC spetnia warunek
(3.31).

Dowéd. Niech (%,d~,d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu RPC.
Przypus$émy, ze J;)JXJ > 0 dla pewnego indeksu 0 < 79 < m. Mozemy wtedy
zmniejszy¢ Ji_o i Jz o te sama mala dodatnia liczbe. To znaczy, ze dla dostatecznie
malej dodatniej liczby § wektor (X,d~ — de;,,d™ — de;,) jest dopuszczalny dla
problemu RPC. Zgodnie z (3.30) jest spelniona nieréwnosé

—w; (d;; — 6) +wi (dff —6) < —w;_d;; +witd

Stad otrzymujemy
g1 ((_i_ — 5ei0, (_1+ — (5ei0) S g1 (c_l_, c_l+) 1 gg(a_ — 5ei0,c_l+ - 5ei0) < QQ(C_I_, (_i+)

co przeczy optymalnosci rozwiazania (x,d=,d*) dla problemu RPC. Zatem
d;df =0dlai=1,2,...,m. [ |

Twierdzenie 3.5 Dla dowolnych poziomow aspiracji a; oraz dowolnych wag w;
i w spetniajacych warunek (3.30), jezeli (X,d~,d™) jest rozwiqzaniem optymal-
nym problemu RPC, to X jest rozwigzaniem efektywnym problemu optymalizacji
wielokryterialnej (1.7).

Dowéd. Niech (%,d~,d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu RPC.
Przypus$émy, ze X nie jest rozwiazaniem efektywnym problemu (1.7). Czyli, ze
istnieje wektor x € @ taki, ze

filx) < fi(x) dlai=1,2,...,m (3.32)
i fio(x) < fio(X) dla pewnego indeksu iy (1 < ig < m). Innymi stowy

m

Z filx) < Z fi(%) (3.33)

Odchylenia d; i d; spemiaja réwnosci d = (fi(X) — a;)4 i d; = (a; — fi(%))+-
Analogicznymi odchyleniami dla wektora x sa

df = (fi(x) —a;)s, di =(a;—fi(x))y dlai=1,2,....,m

K3

Tréjka wektoréw (x,d~,d") jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu RPC i
zgodnie z (3.32) i (3.33), dla dowolnych dodatnich wag w; oraz w;" sa spelnione
nastepujace nieréwnosci

wjdjgwjd_j i —w;d;ﬁ—w;d{ dlai=1,2,...,m
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oraz m

m

> (cwidy +wlfdf) <) (~widy +wid])
i=1 i=1

Stad otrzymujemy

gl(d_»d+) < gl(a_,(_1+) i gQ(d_vd+) < gQ(a_va+)

co przeczy optymalnoéci rozwiazania (X,d ™, (_i+) dla problemu RPC. Zatem X jest
rozwiazaniem efektywnym wielokryterialnego problemu (1.7). ]

Twierdzenie 3.6 Dla dowolnych pozioméw aspiracji a; oraz dowolnych wag w; @
w; spetniajacych warunek (3.30), jezeli (X,d~,d™) jest rozwiqzaniem optymalnym
problemu RPC, to odchylenie Jj‘ jest dodatnie tylko wtedy, gdy nie istnieje Zaden
wektor x € Q taki, Ze

filx)<a; dlai=1,2,...,m.
Dowéd. Niech (%,d,d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu RPC.
Przypu$émy, ze JZ) > 0 (czyli fi,(X) > a;,) dla pewnego indeksu 0 < ig < m
i istnieje wektor x € @ taki, ze fi(x) < a; dlai = 1,2,...,m. Zdefiniujmy
odchylenia dla wektora x

df = (filx) —ai)y =0, di =(a;— fi(x))4 >0 dlai=1.2,...,m

(2
Tréjka wektoréw (x,d~,d™) jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu RPC i
dla dowolnych dodatnich wag w; oraz w;r jest spelmiona nieréwnosé

max (—w; d; —|—w;"d?‘) <0< wj'gci;; < max (—w;cZ; —I—chf?')
=1,. i=1,..

i=1,...,m .,m

Stad otrzymujemy g;(d~,d") < g;(d~,d"), co przeczy optymalnosci rozwiazania

(%,d~,d") dla problemu RPC. Zatem nie istnieje zaden wektor x € @ taki, ze
fv(X)Saz dlai:1,2,...,m. [ |

Zauwazmy, ze w terminach odchylend (poréwnaj (3.25)—(3.26)) postulat P2
oznacza, ze rozwiazanie z odchyleniem w gére dj rownym 0 dla wszystkich
i=1,2,...,m jest preferowane w stosunku do rozwiagzania z dodatnia wartoscia co
najmniej jednego odchylenia dj. Zatem twierdzenia 3.5 i 3.6 pokazuja, ze model
preferencji zadania RPC realizuje lezacy u podstaw metod punktu referencyjnego
quasi—zadowalajacy model preferencji oparty na postalatach P1 i P2. Model RPC
realizuje rowniez postulat zupelnej parametryzacji zbioru rozwiazan efektywnych
za pomoca wektorow poziomow aspiracji.

Twierdzenie 3.7 Jezeli wektor X € Q) jest rozwigzaniem efektywnym zadania wie-
lokryterialnego (1.7), to wektor (X,0,0) jest rozwiazaniem optymalnym problemu
RPC z wektorem aspiracji a =F(X) i dowolnymi wagami w; , wj spetniajacymsi
warunek (3.30).

Dowéd. Przypusémy, ze (X, 0, 0) nie jest rozwigzaniem optymalnym zadania RPC
z wektorem aspiracji a = F(X). Istnieje wtedy wektor x € @ taki, ze

g1((E(%) = £(x)) 4, (F(x) = £(X))+) < 91(0,0) =0
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albo g1 ((£(X) — £(x), (F(x) — £(X))1) = 0
92((£(X) — £(x)) 4, (f(x) — £(X))+) < 92(0,0) =0
Zatem na mocy (3.30)
(F(R) — £(x))+ 20 i (£(x)— £(%))4 = O

czyli f(x) < f(X), co przeczy efektywnosci wektora X dla zadania wielokryterialnego
(1.7). |

Zauwazmy, ze zadne z twierdzen 3.5-3.7 nie zaklada wypuklosci zbioru dopusz-
czalnego Q. Wynika stad, ze model referencyjny PC mozna stosowaé nie tylko
do probleméw liniowych, ale takze do probleméw catkowitoliczbowych. Ponadto
z twierdzenia 3.4 wynika, ze referencyjne podejscie PC nie wprowadza do modelu
nieliniowo$ci, co umozliwia proste implementacje metod punktu referencyjnego w
standardowych systemach programowania liniowego.

Roéznice miedzy modelem referencyjnym PC i standardowym modelem PC ilus-
truje ponizszy przykitad. Poréwnujemy w nim wyniki analizy dla matego wielokry-
terialnego problemu liniowego i catkowitoliczbowego.

Przykiad 3.2. Rozpatrzmy nastepujacy problem optymalizacji z dwoma funk-

cjami oceny o . i
minimalizowaé (z1, x2)

pod warunkiem, ze 3x1 4+ 4xo > 30
Ty 22,223
Zbiorem efektywnym dla tego problemu jest

{(xl,xg) : 3351 +4.’E2 = 30, T Z 2, ) Z 3}

czyli caly odcinek pomiedzy wierzchotkami (2,6) i (6,3) lacznie z obydwoma wierz-
chotkami. W przypadku odpowiedniego problemu catkowitoliczbowego (1,22 —
catkowite) istnieja cztery rozwiazania efektywne: (2,6), (4,5), (5,4) i (6,3).

Poréwnamy rozwiazania powyzszego problemu rozpatrywanego jako problem
liniowy i catkowitoliczbowy otrzymywane z wazonego, minimaksowego i referencyj-
nego PC. W tym celu wprowadzamy réwnania celowe

xl—l—df—d;r:al, $2+d5—d2+:a2, d; >0, d;r >0 dlai=1,2
We wszystkich modelach uzywamy tych samych wag: 1 dla odchylenia w gore
i 0.9 dla odchylenia w dét. Dla wazonego PC minimalizujemy funkcje
df +0.9d; +d3 +0.9dy
W minimaksowym PC trzeba zminimalizowaé
max (df +0.9d;,df +0.9d5)

a w referencyjnym PC poszukuje sie leksykograficznego minimum funkcji wektoro-

el Mmax (df — 0.9d;,d} — 0.9d5), (dF — 0.9d, +dif — 0.9d5)]

Odpowiednie liniowe i calkowitoliczbowe problemy PC zostaly rozwiazane dla

o$miu wektoréw aspiracji. Do obliczenn uzyto pakietu STORM (Storm Software,
1992).
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Tablica 3.8
Problem liniowy
Tablica 3.8:

(a1,a2) | Wazony PC% | Minimaksowy PC® [ Referencyjny PC
(0,0) (2,6) (4.2857,4.2857) (4.2857,4.2857)
(2,3) (2,6) (3.7143,4.7143) | (3.7143,4.7143)
(1,8) ! (2,8) ! (2,6.8889) (2,6)
(2,5) (2,6) (2.5714,5.5714) | (2.5714,5.5714)
(3,4) (3,5.25) (3.7143,4.7143) (3.7143,4.7143)
(5,5) ! (5,5) ! (5,5) (4.2857,4.2857)
(5,3) (5,3.75) (5.4286,3.4286) (5.4286,3.4286)
(8,2) ! (8,3) ! (6.8889,3) (6,3)

@) | — rozwigzanie nieefektywne

Tablica 3.8 zawiera zestawienie wynikéw dla problemu liniowego. Zauwazmy,
ze zaréwno wazony, jak i minimaksowy PC wygenerowaly rozwiazania niefektywne
dla trzech wektoréw aspiracji ((1,8), (5,5) i (8,3)). Ponadto latwo sprawdzié, ze we
wszystkich trzech przypadkach wazony PC generuje rozwiazania nieefektywne dla
dowolnego uktadu dodatnich wag. To samo dotyczy minimaksowego PC dla wek-
tora aspiracji (5,5). Wazony PC wydaje sie generowaé gorsza dystrybucje rozwiazan
niz minimaksowy PC. Moze to powodowaé gorsza sterowalno$¢ przy analizie inte-
raktywnej. W wazonym PC otrzymalismy rozwiazanie (2,6) zaréwno dla wektora
aspiracji (0,0), jak i (2,5), podczas gdy minimaksowy PC (jak réwniez referencyjny
PC) generuje rozwiazania odpowiednio (4.2857,4.2857) i (2.5714,2.5714). Wazony
PC wygenerowal “narozne” rozwiazanie (2,6) nawet dla wektora aspiracji (2,3),
ktory jest punktem utopii, wiec nalezato sie spodziewaé¢ pewnego rozwiazania kom-
promisowego (Zeleny, 1974). Oba pozostale podejécia (minimaksowy i referencyjny
PC) wygenerowaly wtedy kompromisowe rozwiazanie efektywne (3.7143,3.7143).
W wiekszosci przebiegéw wazony PC generowal rozwigzania z jedna ocena tak
bliska odpowiedniego poziomu aspiracji jak to tylko mozliwe, a druga stosunkowo
odlegta. Natomiast minimaksowy PC i referencyjny PC wydaja sie by¢ nie obar-
czone ta wada. Referencyjny PC generowal doktadnie takie samo rozwiazanie jak i
minimaksowy PC, gdy ten ostatni generowal rozwiazanie efektywne. Réznica jest
tylko taka, ze referencyjny PC generowal rozwiazania efektywne nawet wtedy, gdy
minimaksowy PC tego nie osiagat.

Tablica 3.9 zawiera wyniki dla problemu calkowitoliczbowego. Zauwazmy, ze
zaréwno wazony PC, jak i minimaksowy PC generuja rozwiazania nieefektywne
dla tych samych wektoréw aspiracji co w przypadku problemu liniowego. Jednakze
tutaj wygenerowaly one wiecej rozwiazan nieefektywnych. Minimaksowy PC wyge-
nerowal rozwiazania efektywne tylko dla dwéch wektoréw aspiracji ((2,3) 1 (3,4)),
a wazony PC wygenerowal rozwiazanie nieefektywne (3,6) dla wektora aspiracji
(3,4). W kazdym przypadku dodatkowego (w stosunku do problemu liniowego)
rozwiazania nieefektywnego istnialo alternatywne rozwiazanie efektywne. Nalezy
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Tablica 3.9
Problem catkowitoliczbowy
Tablica 3.9:
(a1,a2) | Wazony PC% | Minimaksowy PC® [ Referencyjny PC
(0,0) (2,6) 1? (5,5) (4,5)
(2,3) (2,6) (4,5) (4,5)
(1,8) ! (2,8) ! (2,7 (2,6)
(2,5) (2,6) 1? (3,6) (2,6)
(3,4) 17 (3,6) (4,5) (4,5)
(5,5) ! (5,5) ! (5,5) (4,5)
(5,3) (5,4) 1? (6,4) (5,4)
(8,2) ! (8,3) ! (7,3) (6,3)
@) | — rozwiazanie nieefektywne

1?7 — rozwiazanie nieefektywne ale istnieje alternatywne
rozwigzanie efektywne

jednak pamietac, ze standardowy modul optymalizacyjny generuje zazwyczaj tylko
jedno rozwiazanie i w tym wypadku bylo to rozwiazanie nieefektywne. Referen-
cyjny PC zawsze generuje rozwiazania efektywne. Nawet gdy istnieja rozwiazania
alternatywne, to sa one réwniez efektywne. Na przyklad, dla wektora aspiracji
(5,5) otrzymaliSmy rozwiazanie (5,4), ale istnieje rozwiazanie alternatywne (4,5),
ktore jest rowniez efektywne. Podobnie jak w przypadku liniowym, referencyjny
PC wykazuje znacznie lepsza sterowalnosé¢ przy analizie interaktywne;j. O

3.3.2 Model leksykograficzny

Istotna zaleta wazonego PC jest mozliwo$¢ latwego rozwiniecia go do modelu
leksykograficznego. Referencyjne PC moze by¢ réwniez rozszerzone do modelu lek-
sykograficznego. Wiaczajac priorytety do modelu RPC, podobnie jak i w standar-
dowym leksykograficznym programowaniu celowym, jesteSmy zainteresowani prio-
rytetami dla zmiennych odchyleri a nie dla oryginalnych funkcji oceny. To zna-
czy, rozpatrujemy oryginalny wielokryterialny problem (1.7) bez hierarchii funkcji
oceny. Priorytety stuza jedynie jako dodatkowe narzedzia lepszego wyrazania pre-
ferencji decydenta podczas interaktywnego poszukiwania rozwiazan efektywnych.

Podczas interaktywnej analizy decydent okresla swoje preferencje przez wek-
tor pozioméw aspiracji a i dwie grupy klas priorytetow P,j dla k = 1,2,...,p4
i P dlak = 1,2,...,p_. Klasy priorytetéw P (k = 1,2,...,p;) reprezen-
tuja hierarchie pozioméw aspiracji w sensie waznosci osiagania ocen nie gorszych
od odpowiadajacych im pozioméw aspiracji. Analogicznie, P, (k = 1,2,...,p_)
reprezentuja hierarchie waznosci osiagania ocen lepszych od odpowiadajacych im
poziomoéw aspiracji. Obie grupy klas priorytetéw stanowia rozklady calego zbioru
ocen I, czyli

U Pr=1 . P,nP,=0 dak #k
k=1,2,...,p_
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U Pri=1 ., PinPlL=0 dak £k

k=1,2,....p4

W szczegdlnym przypadku obie grupy klas priorytetéw moga okreslaé¢ identyczne
rozklady zbioru ocen. Jednakze dla lepszego modelowania rzeczywistych preferen-
cji wydaje sie nieodzowne, by mogly by¢ one rézne, jako ze osiaganie poziomow
aspiracji nie zawsze jest tak samo wazne jak ich przekraczanie.
Przyjmujemy, ze model preferencji decydenta wyrazony w poziomach aspira-
cji i klasach priorytetéw spelnia lezace u podstaw metod punktu referencyjnego
postulaty P1 i P2 oraz dodatkowo nastepujace postulaty
P3. Minimalizacja dowolnego odchylenia w gére df jest wazniejsza od maksy-
malizacji kazdego odchylenia w dét d; .

P4. Jezeli K < k”, to minimalizacja odchylen w gére df dla i € P, jest
wazniejsza od minimalizacji odchylert w gére dj dla i € P,:,.

P5. Jezeli k' < k", to maksymalizacja odchylen w dét d; dla ¢ € P, jest
wazniejsza od maksymalizacji odchylen w dét d; dla i € Pp,.

Postulaty P3, P4 i P5 wyrazaja hierarchie minimalizacji odchylen zdefiniowana
za, pomoca klas priorytetow. Postulaty te moga byé¢ odpowiednio wyrazone jako
nastepujace wlasnosci relacji preferencji

Yit > Qa;’ 1 Yir < Qg = Yy — Elei/ + €Nei// < Yy (334)
dla 0<¢€ <y — ay
i 0< 6” < a;n — Yir
Yir > Qg Yirr > Qi 1 k+(i/) < k+(i”) = y - Elei/ + E/lei// <y (335)
dla 0<e <yy—ay, ' >0
Yir < @iy Yirr < @y 1 ki(i/) < ki(i”) = y- ey +e'eim < y (336)
dla ¢ >0 €&'>0
zie 1) 1 k= (2) oznacza]a indeks as priorytetow takie, ze odpowiednio 7 €
gd- k+(.)-k (-) j . dkykl . y 7’ k. . d -d . .
Pkt(i) oraz i € Pk__(i).
celu wprowadzenia hierarchii odchylen do modelu zastapimy funkec
W cel P dzenia hi hii odchylen d delu RPC apimy funkcje
osiagniecia (3.24) przez
LRPC : lexmin g(d~,d") = [gF(dT),g (d7)] (3.37)
pod warunkiem, ze (3.25), (3.26) i (3.27)

gdzie
g (d") = [g1(d"),g2(dY),.. g, 1(d7), gy, o(d7)] (3.38)
g (d7) = [911(d7),g12(d7),..,8, 1(d7),8, o(d7)] (3.39)
gh(dh) = mazf(w;rd;r) dla k=1,2,...,py (3.40)
A
gty — + g+ _
g™ = > whdf da k=12,...,p, (3.41)

iepPt
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9p(d7) = max(—w; d;) dla k=1,2,...,py (3.42)
i€eP;

gd™) = D —widy dla k=1,2,...,p_ (3.43)
i€P,

Zauwazmy, ze warunki problemu LRPC nie zawieraja wymagan (3.30) gwa-
rantujacych wtasciwe obliczanie odchylen w problemie RPC. Te wymagania moz-
na pominaé w problemie LRPC, poniewaz wszystkie odchylenia w dét d; maja
przypisane priorytety nizsze niz dowolne odchylenie w gére d;. Dzieki temu dla
dowolnych dodatnich wspdlczynnikéw wagowych wj' i w; rozwigzanie optymalne
problemu LRPC spelia warunek (3.31), gwarantujacy poprawnos$é obliczania od-
chylent z réwnan celowych (3.25)-(3.26).

Twierdzenie 3.8 Dla dowolnych poziomow aspiracji a; i dowolnych dodatnich
wag w; 1 w;r rozwiqzanie optymalne (x,d~,d") problemu LRPC spelnia warunki
(8.81), czylid; df =0 dlai=1,2,...,m

Dowéd. Niech (x,d~,d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu LRPC.
Przypusémy, ze d?)cijo > 0 dla pewnego indeksu i (1 < ig < m). Mozemy wtedy
zmniejszy¢ wartosci obu zmiennych d;_ i d o te sama mala dodatnia liczbe. To
znaczy, dla dostatecznie malej dodatniej liczby & wektor (x,d~ — de;,,dt — de;,)
jest dopuszczalny dla problemu LRPC. Ze wzgledu na dodatnio$é wag w; i w;,
spelnione sa nastepujace nieréwnosci

gljl(a—’_ - 6ei0) S glJcrl(a+) i glj2(a+ - 6ei0> S 9;2(614_) dla k = 1’27 Ry
Ponadto istnieje kg takie, ze ig € P,:g. Stad wynika, ze g,joz(a*‘ —de;,) < g,jo2(<_i+),
co przeczy optymalnosci (%,d~,dT) dla problemu LRPC. Zatem (x,d~,d™)
spetnia warunki (3.31). u

Z okreslenia leksykograficznej funkcji celu (3.37)—(3.43) jest jasne, ze problem
LRPC spemia postulaty P3, P4 i P5. Kolejne twierdzenia pokazuja, ze leksyko-
graficzny problem LRPC zawsze generuje rozwiazanie efektywne dla oryginalnego
problemu wielokryterialnego (postulat P1) spehiajac jednoczesnie postulat P2.

Twierdzenie 3.9 Dla dowolnych poziomdw aspiracji a; oraz dowolnych dodatnich
wag w; 1 wj, jezeli (x,d™,d") jest rozwiqzaniem optymalnym problemu LRPC,
to X jest rozwiqzaniem efektywnym wielokryterialnego problemu (1.7).

Dowéd. Niech (x,d~,d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu LRPC.
Przypusémy, ze X nie jest rozwiazaniem efektywnym problemu (1.7), czyli istnieje
wektor x € @ taki, ze

filx) < fi(x) dlai=1,2,...,m (3.44)
i dla pewnego indeksu iy (1 < ig < m)
fio (X) < fio (i) (345)

Na mocy twierdzenia 3.8 odchylenia CZ; i d? spelniaja rownania
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df = (fi(®) —a)+ 1 di =(ai— fi(%)+
Zdefiniujmy analogiczne odchylenia dla wektora x
df = (filx) —a)y i di =(a;i— fi(x))y dlai=1,2,....m

Tréjka wektoréw (x,d™,d™) jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu LRPC i
z (3.44) wynika

df <df i d7>d; dlai=12,....m
Stad, dla dowolnych dodatnich wag w; i w;” prawdziwe sa nastepujace nieréwnosci

92_1(d+) < 91—:1(a+) i QZ_Q(dJr) < 91-:2(&+) dlak=1,2,...,p4

gzil(d_)ﬁgza(a‘) i g,;Z(d_)Sg,ZQ(a_) dlak=1,2,....p_

Ponadto istnieje k. taki, ze ig € P’;: oraz k_ taki, ze ip € P, . A wiec, zgodnie z
+

i

g,j+2(d+) < 9112(8-4_) lub g ,(d7) < g ,(d7)

(3.45), dla dowolnych dodatnich wag w; 1 w

co przeczy optymalnoéci (X,d~,d") dla problemu LRPC. Zatem X jest rozwiaza-
niem efektywnym oryginalnego problemu wielokryterialnego (1.7). |

Twierdzenie 3.10 Dla dowolnych poziomdw aspiracji a; oraz dowolnych dodat-
nich wag w; i wj, jeteli (x,d”,d") jest rozwiqzaniem optymalnym problemu
LRPC, to odchylenie cZ;" jest dodatnie tylko wtedy, gdy nie istnieje Zaden wektor
x € Q taki, Ze fi(x) <a; dlai=1,2,...;m.

Dowéd. Niech (x,d~,d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu LRPC.
Przypudémy, ze dif > 0 (czyli f;,(X) > a;,) dla pewnego indeksu ig (1 < ip < m)
i istnieje wektor x € @ taki, ze fi(x) < a; dla i = 1,2,...,m. Zdefiniujmy
odchylenia dla wektora x

df = (filx) —ai)4+ =0 i di =(ai—fi(x))4 20 dlai=1,2,...,m

Tréjka wektoréw (x,d~,d™) jest rozwiazaniem dopuszczalnym problemu LRPC i
dla dowolnych dodatnich wag w; i w; prawdziwe sa nastepujace nieréwnosci

gh@dT)=0<gfH@") i gHh@dT)=0<gh@") dlak=1,2,...,ps

Ponadto istnieje ko taki, ze ip € P, Stad gf (d¥) = 0 < wid} < g (d¥),

— — 0 0
co przeczy optymalnosci (x,d~,d") dla problemu LRPC. Zatem nie istnieje zaden

wektor x € @ taki, ze f;(x) <a; dlai=1,2,...,m. [ ]

Twierdzenie 3.11 Jezeli wektor X € @ jest rozwigzaniem efektywnym zadania
wielokryterialnego (1.7), to wektor (X,0,0) jest rozwigzaniem optymalnym prob-

lemu LRPC z wektorem aspiracji a = F(X) i dowolnymi dodatnimi wagami w; ,

+
w; .
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Dowéd. Zauwazmy, ze dla dodatnich wag g™ (d™) Z0ig (d~) = 0, a jedno-
czesnie gT(0) = 0i g~ (0) = 0. Zatem gdyby wektor (X, 0,0) nie byt rozwigzaniem
optymalnym problemu LRPC z wektorem aspiracji a = F(X), to istnialby wektor
x € @ taki, ze

gh((f(x) —£(%)+) =0 i g ((F(X) —f(x))4) <iex O

Stad f(x) < f(X), co przeczy efektywnosci wektora X dla zadania wielokryterialnego
(1.7). ]

Zauwazmy, ze zadne z twierdzen 3.8-3.11 nie zakladalo wypuklosci zbioru
dopuszczalnego ). Zatem technika leksykograficznego referencyjnego PC moze
byé¢ stosowana nie tylko do probleméw liniowych, lecz takze do probleméw
catkowitoliczbowych, w ktorych standardowe programowanie celowe moze nie by¢
w stanie wygenerowaé rozwiazania efektywnego (Hallefjord i Jornsten, 1988).

Problem LRPC przyjmuje prostsza posta¢, gdy wszystkie klasy priorytetéw sa
zbiorami jednoelementowymi (p4 = p— = m). W takim przypadku

g,':l(dJr) :g,':z(d+) :w:(k)dj/(k) dlak=12,....m
9 (d7) =g(d™) = —w;,,(k)d;,,(k) dlak=1,2,...,m

)}
q-

gdzie 7/ 1 7" sa permutacjami zbioru {1,2,...,m} takimi, ze P = {r'(k
Pr = {r"(k)} dla k = 1,2,...,m. Zatem funkcje wektorowe g*(d") i g~ (
zdefiniowane w (3.38)—(3.43) moga by¢ zastapione przez

gh(d") 977 (d ™), g5°(dF), -, g7 (d7)]

g (d7) l91 (d7), 95 (A7), g, (d7)]

gdzie g (dT) = dj,(k) ig,(d7)= —d gy dlak=1,2,...,m.

)

Przykiad 3.3. Przedyskutujemy tutaj model LRPC dla przykladowego prob-
lemu decyzyjnego. Nasz problem jest oparty na podrecznikowym modelu wyboru
mediéw dla akeji reklamowej (Budnick i inni, 1988). Rozpatrzmy problem podziatu
budzetu na reklame pomiedzy dwa media: telewizje i radio. Skutecznosé reklamy
jest mierzona liczba odbiorcéw reklamy (oséb, do ktérych dana reklama dociera).
Przyjmijmy, ze znane sa wspétezynniki skutecznosci (stosunek liczby odbiorcéw re-
klamy do kosztéw reklamy wyrazonych w tys. zt): 10000 dla telewizji i 7500 dla
radia. Zalézmy, ze nalezy osiagna¢ nastepujace cele, w kolejnosci od najwyzszego
do najnizszego priorytetu:

Unikna¢ wydania wiecej niz 100 000 zi;

Osiagna¢ co najmniej 750 000 odbiorcow;

Unikna¢ wydania wiecej niz 70 000 zt na reklame w TV;
Maksymalizowaé liczbe odbiorcow;

Minimalizowaé¢ cato$é¢ wydatkow;

2N

Minimalizowaé¢ wydatki na reklame w TV.
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Latwo zauwazy¢, ze podstawowy problem decyzyjny jest zadaniem optymali-
zacji z trzema kryteriami: liczba odbiorcéw (maksymalizowana), catkowitymi wy-
datkami (minimalizowanymi) i wydatkami na reklame w TV (minimalizowanymi).
Jednakze preferencje zostaly wyspecyfikowane za pomoca pozioméw aspiracji i prio-
rytetow.

To 4

(70, 30)

] >

50 100 21

Rysunek 3.1:
Rys. 3.1. Analiza graficzna problemu wyboru mediéw

Wprowadzajac dwie zmienne decyzyjne x1 i zo, wyrazajace odpowiednio wy-
datki na reklame w TV i w radiu (w tysiacach zlotych), otrzymujemy nastepujace
réwnania celowe

T+ Ty + df — df = 100
10000z; + 750022 + dy — di = 750000
T+ dy — di = 70
Ty, 29, dy ,df,dy ,dY dy , dT > 0

Preferencje mozna wyrazi¢ przez nastepujaca funkcje osiagniecia LRPC
lexmin [d-li_a d2_7 d;—a 7d;—7 *dl_a 7d3_]

Zauwazmy, ze d, ma wyzszy priorytet niz —d;r, poniewaz odpowiadajaca jej ocena
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jest maksymalizowana, podczas gdy do rozwazan teoretycznych zaktadaliSmy, ze
wszystki funkcje oceny sa minimalizowane.

Przeprowadzajac analize graficzna, tatwo sprawdzié (por. rys. 3.1), ze powyzszy
problem LRPC ma jednoznaczne rozwiazanie optymalne x = (70,30) z ocenami:
100000 zt catkowitych wydatkéw, w tym 70000 zt na reklame w TV, i 925000
odbiorcéw. Analiza graficzna problemu wskazuje, ze to rozwiazanie nie jest opty-
malne dla zadnej funkcji osiagniecia uzywajacej tylko dodatnich wag. Rzeczywiscie,
rozwiazujac problem

lexmin [wy df,wy dy,widy, wydy,wydy,wsds]

dla dowolnych dodatnich wag w; i w;" otrzymuje sie jednoznaczne rozwiazanie
optymalne x = (0,100) z ocenami: 100 OOO zt calkowitych wydatkéw wylacznie na
reklame w radiu i 750 000 odbiorcéw. To rozwiazanie zdecydowanie nie jest zgodne
z hierarchia celow 1-6. Zatem okazuje sie, ze uzycie ujemnych wag bylo w tym
przykladzie istotne. O

Szczegbélnym przypadkiem modelu LRPC jest problem ze wszystkimi odchy-
leniami w gére d nalezacymi do jednej klasy priorytetéw P;” = I i wszystkimi
odchyleniami w dét nalezacymi do jednej klasy priorytetéw P, = I. Funkcje
osiaggniecia dla takiego problemu mozemy zapisa¢ w postaci

gHdh) = g/ (d").g5 (@) = L_Igax i),y +d+] (3.46)

m
g (d7)= [9(d7)g,(d7)] = [,_max dy),y —w _] (3.47)
i=1,...,m Py

Zadanie LRPC (3.37) z funkcjami osiagniecia (3.46)—(3.47) definiuje model
referencyjnego programowania celowego bez priorytetéw minimalizacji odchyler.
Rézni sie on od wprowadzonego wezesniej modelu RPC (3.24)—(3.29) nie tylko
forma, lecz réowniez wlasno$ciami. O ile w modelu RPC wspdlczynniki wagowe
musza spehiaé¢ warunek (3.30), to model LRPC bez klas priorytetéw wymaga je-
dynie dodatniosci wag (por. twierdzenia 3.8-3.11). Wynika to z przyjetego w mo-
delu preferencji dla LRPC dodatkowego postulatu P3. Wiasnosé relacji preferencji
(3.34) ré6wnowazna temu postulatowi nie wynika z postulatu P2. Wrecz przeciwnie,
w przypadku racjonalnych relacji preferencji z wlasnosci (3.34) wynika spehienie
warunku (3.1). Wiasnosci (3.34) nie posiada ani model preferencji zadania RPC,
ani model preferencji standardowych metod punktu referencyjnego opartych na
parametryzacji (3.4). Dokladniej, metody punktu referencyjnego oparte na para-
metryzacji (3.4) spelniaja warunek (3.34) zawsze w przypadku dwéch funkeji oceny
(m = 2), ale moga go nie speliaé przy wiekszej liczbie funkcji.

Zauwazmy, ze postulat P2 nie precyzuje regul preferencji dla réznych wektoréw
ocen 'y’ A, aiy” #A, a, a okrefla jedynie, ze wektor aspiracji a jest preferowany
w stosunku do wszystkich wektoréw ocen y Z, a (por. (3.1)), Na przyktad, w
standardowych metodach punktu referencyjnego opartych na parametryzacji (3.4)
z liniowymi funkcjami skalujacymi (3.5) o jednostkowych wspélezynnikach A;, jak
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réwniez w przypadku przedzialami liniowych funkcji skalujacych (3.7) o jednost-
kowych wspdlezynnikach A; i 8 > 0.1, wektor ocen (a1 + 1,a2 + 1,a3 — 10) jest
preferowany w stosunku do wektora (a1 + 1,a9,a3). Preferowanie w takim wy-
padku wektora ocen (a; + 1, as, az) wydaje sie byé zgodne z intuicyjnym pojeciem
poziomoéw aspiracji i z lezaca u podstaw podejscia quasi—zadowalajacego zasada,
ze decydent koncentruje uwage na poprawie wartosci tych ocen, ktére nie osiagnety
swoich pozioméw aspiracji. Odpowiada to przyjeciu zalozenia, ze wektor aspiracji a
definiuje model preferencji speliajacy warunki (3.2) oraz (3.34). Taki wlasnie mo-
del preferencji realizuje LRPC niezaleznie od wartosci wspdtczynnikéow wagowych,
podczas gdy w standardowych metodach punktu referencyjnego, opartych na para-
metryzacji (3.4), wymaga to stosowania funkcji skalujacych typu (3.7) z arbitralnie
malym parametrem S > 0. Zatem, nawet w przypadku braku priorytetéw, LRPC
nie jest modelem standardowych metod punktu referencyjnego zapisanym w ter-
minach programowania celowego, lecz jakosciowo inna metoda, $cidlej realizujaca
quasi—zadowalajacy model preferencji decydenta.

3.4 Przedzialowe referencyjne programowanie ce-
lowe

3.4.1 Model wazony

Przy analizie praktycznych wielokryterialnych probleméw decyzyjnych najwy-
godniejsza forma metody punktu referencyjnego jest przedzialowa metoda punktu
referencyjnego (por. podrozdzialy 3.1 1 3.2), gdzie uzywa sie dodatkowego wektora
referencyjnego, wyrazajacego poziomy rezerwacji, a wspdlezynniki skalujace (wagi)
sg automatycznie wyznaczane na podstawie poziomdw aspiracji i rezerwacji. W tym
podrozdziale pokazujemy, ze przedzialowa metoda punktu referencyjnego moze by¢
wyrazona za pomoca technik programowania celowego (por. Ogryczak i Lahoda,
1992). To znaczy, naszym celem jest sformulowanie modelu PC zgodnego z po-
stulatami P1, P2 i P2a oraz spehiajacego wymaganie zupemosci parametryzacji
zbioru rozwiazan efektywnych.

Przedzialowa metoda punktu referencyjnego uzywa wektora pozioméw re-
zerwacji jako drugiego wektora parametréw sterujacych. Poziomy rezerwacji
mozna wprowadzi¢ do modelu programowania celowego zgodnie z tzw. tech-
nika funkcji kary (Romero, 1991). Najprostsza droga jest zdefiniowanie dwdéch
rownan celowych: jednego zwiazanego z odchyleniami od poziomu aspiracji i dru-
giego zwiazanego z odchyleniami od poziomu rezerwacji. Mozna jednak uniknaé
zwiekszania wymiaréw problemu, korzystajac z techniki modelowania podobnej do
przedzialowego PC (Ignizio, 1982; Ogryczak, 1988). W tym celu wprowadzamy
réwnania celowe postaci

fix)+d; —df —di =a, dlai=1,2,...,m (3.48)
d; >0, 0<dy<ri—a; d;>0 dlai=1,2,...,m (3.49)

7

gdzie a; i r; oznaczaja odpowiednio poziom aspiracji i rezerwacji dla i—tej funk-
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cji oceny, a d; , df i d sa nieujemnymi zmiennymi stanu mierzacymi odchylenia
wartoéci i—tej funkcji oceny od odpowiednich pozioméw aspiracji i rezerwacji: d;
jest odchyleniem w dét od poziomu aspiracji, df jest odchyleniem w gére od po-
ziomu aspiracji, wewnatrz przedzialu miedzy poziomem aspiracji i rezerwacji, a df
jest odchyleniem w gére od poziomu rezerwacji.

Roéwnania celowe (3.48)—(3.49) réznig sie od typowych (3.25)—(3.26) tylko tym,
ze odchylenie w gére dj' jest sumag dwoch odchylen df i df, z ktérych pierwsze jest
ograniczone do przedzialu miedzy poziomami aspiracji i rezerwacji, a drugie jest
dodatnie tylko wtedy, gdy df = r; —a;. Zmienne d; , d} i d} wyrazajs odpowiednie
odchylenia wartosci funkeji oceny f;(x) od pozioméw aspiracji i rezerwacji (df =
(fi(x) = 7i)4, df = (fi(x) —d} —a;)y+ 1 d; = (a; — fi(x))+), o ile spelnione s

warunki
d;di =0, (ri—a;,—d})di =0 dlai=1,2,...,m (3.50)
stanowiace odpowiednie rozszerzenie warunkéw komplementarnosci odchylen w
gére i w dét (3.31).
Uzywajac trzech typéw odchyleni, zdefiniowanych przez réwnania celowe (3.48)—
(3.49), mozemy zapisaé¢ obie formutly (3.11) i (3.12) jako

—w; d;  gdy yi < ay
si(d;,df,d}) = wid? gdy a; <y; <y (3.51)
wid; +1 gdy Yi >

gdzie w; , w{ i w] sa wagami dodatnimi, zdefiniowanymi w zaleznosci od odpo-
wiednich pozioméw aspiracji i rezerwacji. Zakladajac, ze we = 1/(r; — a;) jak w
formutach (3.11) i (3.12), mozemy zapisaé¢ funkcje (3.51) w postaci sumy wazonej
odchylen
si(dy,df,dY) = —w; d; +wid +wid (3.52)
Jednakze, podobnie jak w przypadku referencyjnego PC, w tej formule kryje sie
pewna specyfika. Jest nig ujemny wspélczynnik wagi —w; wystepujacy przy od-
chyleniu w dét d; .
Jako odpowiednik lezacej u podstaw przedzialowej metody punktu referen-
cyjnego parametryzacji (3.13) mozemy sformulowaé nastepujacy leksykograficzny

problem PC
PRPC : lexmin g(d=,d*,d") =[g1(d7,d*,d"), g2(d™,d*,d")] (3.53)
pod warunkiem, ze (3.48)-(3.49) oraz x € Q

gdzie
g1(d—,d*,d") = _max {—w; d] +wid} +wjd;} (3.54)
o
g2(d7,d%d") = ) (—w;di +widf +wd]) (3.55)
i=1

Wystepujace w funkcjach osiagniecia g; i g2 wagi w; , wf i w; sa parametrami do-
datnimi, ktére moga zaleze¢ od pozioméw aspiracji i rezerwacji. Na przyklad,
ktadac w{ = 1/(r; — a;), w; = B/(ri —a;) 1 w] = 7v/(r; — a;) z dodatnimi

K2
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wartosciami 8 i v, otrzymujemy zadanie réwnowazne problemowi (3.13) z funk-
cjami s; okreslonymi wzorem (3.12).

Dla zapewnienia wlasciwego obliczania odchylen w zadaniu PRPC, optymalne
wartosci zmiennych reprezentujacych odchylenia powinny spehiaé¢ warunki (3.50).
Pierwsze wymaganie d; df = 0 mozna wzglednie latwo zaimplementowa¢ w prog-
ramowaniu liniowym. Drugie natomiast wymaga specjalnych technik, nawet w
przypadku programowania liniowego. Jednakze okazuje sie, ze warunki (3.50) sa
spelnione przez rozwiazania optymalne problemu PRPC, jezeli wagi spelniaja wa-
runki naturalne dla przedzialowej metody punktu referencyjnego

w=1/(ri —a;), O0<w; <w!<w] dai=12,...,m (3.56)

Twierdzenie 3.12 Dla dowolnych poziomow aspiracji i rezerwacji a; < r;, jezeli
wagi spelniajq warunki (3.56), to rozwigzanie optymalne (X,d~,d®,d") problemu
PRPC spetnia warunki (3.50), czyli d; d? = 0 oraz (r; — a; — d2)d; = 0 dla i =
1,2,...,m.

Dowéd. Niech (%,d~,d?, d") bedzie rozwigzaniem optymalnym problemu PRPC.
Przypusémy, ze d; df, > 0 dla pewnego indeksu 1 < g < m. Mozemy wtedy
zmniejszy¢ J;O i J?O o taka sama matla liczbe. To znaczy, dla dostatecznie malej
dodatniej liczby § wektor (X, d~—de;,,d*—de;,,d") jest dopuszczalny dla problemu
PRPC. Dzieki temu, ze 0 < w; < wy, spelniona jest nastepujaca nieréwnosé

—wy, (JZ_O —9)+ w?o((zfo —)+ w{ogfo < —w;d; + wfocffo + wgocigo

0 0

Stad wynika
g1(d™ — de;y,d* — ey, d") < gi(d”,d%,d")
gg((_i_ — 5ei0,a“ — 6ei0,ar) < gg(a_,a“,a’")

co przeczy optymalnosci (X,d~,d?,d") dla problemu PRPC.

Dalej przypusémy, ze (r;, — ai, — d?o)(ffo > 0 dla pewnego indeksu 1 < ig <
m. Mozemy wtedy zmniejszy¢ dj i jednoczesnie zwigkszy¢ di o taka sama mala
liczbe. To znaczy, dla dostatecznie malej liczby dodatniej § czwérka wektorow
(%,d,d*+de;,,d” —Je;,) jest rozwiazaniem dopuszczalnym dla problemu PRPC.

Dzigki temu, ze w] > w}, spelniona jest nastepujaca nieré6wnoscé
—w; dy +wi (df +6) +w] (di, —0) < —w; d;. +wi di +w) df

0 o 0 0 0 o 0 0
Stad wynika
gl(a_7aa+§eioaar _(seio) S gl(a—7aa7ar)
92((_17,(_1a +§ei0,ar — §ei0) < gg(a*,a“,ar)
co przeczy optymalnosci (X,d~,d?,d") dla problemu PRPC. Zatem (%,d~,d%,d")
spelia oba warunki (3.50) |
Z twierdzenia 3.12 wynika, ze wymagania (3.50) mozna pominiaé¢ w sformutowa-
niu problemu PRPC, gdy wagi wprowadzaja stosunkowo wysoka kare za przekro-

czenie poziomu rezerwacji i stosunkowo niska premie za wynik lepszy od odpowied-
niego poziomu aspiracji. Zauwazmy, ze dla parametréow 3 i v speliajacych waruki
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0 < pB <1liy>1, wagl okreSlone wzorami w¢ = 1/(r; — a;), w; = B/(r: — a;)
iwl =v/(r; — a;) speliaja warunek (3.56). Zatem funkcja s; zdefiniowana wzo-
rem (3.12) moze by¢ wyrazona w postaci (3.52), tak zeby spelione byly wszystkie
zalozenia twierdzenia 3.12. W przypadku funkcji s; zdefiniowanej wzorem (3.11)
mozna napotka¢ pewne trudnosci przy dobieraniu witasciwych wartosci dla para-
metréw [ i 7.

Wykazemy, ze problem PRPC zawsze generuje rozwiazanie efektywne orygi-
nalnego problemu wielokryterialnego (twierdzenie 3.13), spehliajac jednoczesnie
postulaty P2 (twierdzenie 3.14) i P2a (twierdzenie 3.15), definiujace model prefe-
rencji przedzialowej metody punktu referencyjnego. Ponadto zadanie PRPC sta-
nowi zupelng parametryzacje zbioru rozwiazan efektywnych za pomoca poziomow
aspiracji (twierdzenie 3.16).

Twierdzenie 3.13 Dla dowolnych poziomow aspiracji i rezerwacyi a; < r; © dowol-
nych dodatnich wag w; , wi, w¢ speliajacych warunki (3.56), jezeli (X,d~,d®,d")
jest rozwigzaniem optymalnym problemu PRPC, to X jest rozwigzaniem efektyw-
nym problemu wielokryterialnego (1.7).

Dowéd. Niech (%,d~,d®, d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu PRPC.
Przypusémy, ze X jest rozwiazaniem nieefektywnym problemu (1.7). Oznacza to,
ze istnieje wektor x € @) taki, ze

fix) < fi(x) dlai=1,2,...,m (3.57)

i fi,(x) < fi,(X) dla pewnego indeksu ig (1 < iy < m), czyli
S A <Y f®) (3.58)
i=1 i=1

Na mocy twierdzenia 3.12 odchylenia d; , d¢ i d} speliaja réwnosci

di = (fi(®) =)+, df = (fi®) —df —a)s, d; =(ai— fi(%X))+
Zdefiniujmy analogicznie odchylenia dla wektora x jako

di = (fi(x) =ri)y,  di = (fi(x) —di —ai)y, di = (a;i = fi(x))+

Czwérka wektoréw (x,d~,d? d") jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu
PRPC i ze wzgledu na (3.57) i (3.58) nieréwnosci

—w; d; +wid! +wld] < —w;d; +wld! +wid, dlai=12,....m
m m

Z (—w; d; 4+ wid? +widy) < Z (—w; d; 4+ wid? +widy)
=1

i=1

s spelnione dla dowolnych dodatnich wag w; , w{ i w]. Stad wynika
g1 (d_v dav dT) < g1 (a_v aav aT) i gZ(d_v da? dr) < 92((_1_7 aa7 ar)

co przeczy optymalnosci (X,d~,d?,d") dla problemu PRPC. Zatem X jest rozwia-
zaniem efektywnym oryginalnego problemu (1.7). |
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Twierdzenie 3.14 Dla dowolnych poziomow aspiracji © rezerwacyi a; < r; % dowol-
nych dodatnich wag w; , wl, we spetniajqcych warunki (3.56), jezeli (%,d~,d%,d")
jest rozwiqzaniem optymalnym problemu PRPC, to odchylenie d jest dodatnie tylko
wtedy, gdy nie istnieje wektor x € Q taki, Ze fi(x) <r; dlai=1,2,...,m.
Dowéd. Niech (%,d~,d? d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu PRPC.
Przypusémy, ze dj, > 0 (czyli fi,(X) > 7y 1 dY, = i, — ai,) dla pewnego indeksu
ip oraz istnieje wektor x € @ taki, ze f;(x) <r; dlai=1,2,...,m. Zdefiniujmy
odchylenia dla wektora x jako
di = (fi(x) =ri)+ =0, df =(fi(x) —dj —ai)+ 20, di =(a;— fi(x))+ =0

dlai=1,2,...,m. Czwérka wektoréw (x,d~,d?,d") jest rozwiazaniem dopusz-
czalnym dla problemu PRPC i dla dowolnych dodatnich wag w, i w] sa spelnione
nastepujace zaleznosci

max {—w;d; +wid! +wid} = max {—w;d; +widi} <1

K3

i=1,....m ¢ =1,...m

_max {~w;d; +wid +wid} >1+wid >1

Stad g;(d—,d?,d") < g1(d—,d?,d"), co przeczy optymalnosci (X,d~,d%,d") dla
problemu PRPC. Zatem nie istnieje wektor x € @ taki, ze f;(x) < r; dla i =
1,2,...,m. |

Twierdzenie 3.15 Dla dowolnych poziomdw aspiracji i rezerwacji a; < T4
oraz dowolnych dodatnich wag w; , w}, wf spelniajacych warunki (3.56), jezeli
(x,d=,d*, d") jest rozwigzaniem optymalnym problemu PRPC, to odchylenie CZ;I
jest dodatnie tylko wtedy, gdy nie istnieje wektor x € Q taki, ze fi(x) < a; dla
i=1,2,...,m.

Dowéd. Niech (%,d~,d? d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu PRPC.
Przypusémy, ze J?O > 0 (czyli f;y(X) > a;,) dla pewnego indeksu iy oraz istnieje
wektor x € @ taki, ze f;(x) <a; dlai=1,2,...,m. Zdefiniujmy odchylenia dla
wektora x jako

di = (fi(x) =ri)4 =0, df = (fi(x) =dj —a;)y =0, di =(ai— fi(x))+ =20
dlai=1,2,...,m. Czwérka wektoréw (x,d~,d? d") jest rozwiazaniem dopusz-
czalnym problemu PRPC i dla dowolnych dodatnich wag w; i w] sa spelnione
nastepujace nieréwnosci

max {—w; d; +wjd] +w;dj} = max {-w;d;} <0
i=1,..,m i=1,..,m

_max {—w; d; +wid! +wld} > wid} >0
Stad g1(d—,d®,d") < g1(d—,d?,d"), co przeczy optymalnosci (%X,d~,d*,d") dla
problemu PRPC. Wigc nie istnieje wektor x € @ taki, ze f;(x) < a; dla i =
1,2,...,m. |

Twierdzenie 3.16 Jezeli wektor X € @ jest rozwigzaniem efektywnym zadania
wielokryterialnego (1.7), to wektor (X,0,0,0) jest rozwiazaniem optymalnym prob-
lemu PRPC z wektorem aspiracji a = F(X), dowolnym wektorem rezerwacji r > a
i dowolnymi wagami w; , w¥, wi spelniajacymi warunek (3.56).

A
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Dowéd. Przypusémy, ze (X,0,0,0) nie jest rozwigzaniem optymalnym zadania
PRPC z wektorem aspiracji a = F(X). Istnieje wtedy wektor x € Q taki, ze

g1((E(X) = £(x)) 4, (£(x) — (£(x) = )4 = £(X))4, (F(x) —1)4) < 91(0,0,0) =0

albo
91 ((F(X) = £(x)) 4, (F(x) = (F(x) = )4 = £(X))4, (f(x) —=1)1) =0

i jednoczesnie

92((£(X) = £(x)) 4, (£(x) — (£(x) = r)4 = £(X))+, (F(x) —1)4) < 92(0,0,0) =0
Zatem na mocy (3.56)

(F(R)— £())4 >0 i (E(x)— ()2 = 0

czyli f(x) < f(X), co przeczy efektywnosci wektora X dla zadania (1.7). |

3.4.2 Implementacja w arkuszu kalkulacyjnym

Zauwazmy, ze warunki (3.56) sa spelnione dla wf = 1/(r;—a;), w; = 8/(ri—a;)

iw! =~v/(r; — a;) z wartoSciami S i v speliajacymi nieréwnosci 0 < 8 < 1 < 7.
Odpowiedni problem PRPC przyjmuje wtedy prosta do implementacji postaé

PRPC: lexmin g(d~,d%,d") = [g:(d~,d%,d"), g2(d™,d*, d")]
pod warunkiem, ze (3.48)-(3.49) i x€Q

gdzie
g(d™,d%d") = max {(=fd +df +7d;)/(ri —a)}  (3.59)

g2(d—,d*, d")

> (=B +df +dp)/(ri — a) (3.60)

i=1

Powyzsza postaé zadania PRPC jest tak prosta, ze moze byé¢ latwo zaimple-
mentowana w arkuszu kalkulacyjnym. W ostatniej dekadzie elektroniczne arkusze
kalkulacyjne staly sie standardowym narzedziem analizy uzywanym w zarzadzaniu.
Podstawowa technika analizy w arkuszach kalkulacyjnych jest analiza typu what—
if. Za jej pomoca uzytkownik przymierza rézne wartosci w komorkach arkusza,
reprezentujacych zmienne decyzyjne i analizuje zaktualizowany arkusz w poszuki-
waniu najbardziej satysfakcjonujacego wyboru. Analiza symulacyjna typu what—if
nie jest wystarczajaco sprawna dla bardziej skomplikowanych modeli ilosciowych.
Dlatego pewne arkusze kalkulacyjne oferuja tak zwana analize goal-seeking (np.
Gray, 1988). Za jej pomoca uzytkownik moze okresli¢ preferowana wartos$é celu
dla pewnej komorki reprezentujacej ocene i wywota¢ komende znajdowania odpo-
wiedniej wartosci dla wskazanej komdérki wejsciowej (zmiennej decyzyjnej). Mozna
wiec uwazad, ze analiza goal-seeking jest rozwiazywaniem réwnania lub uproszczona,
symulacja odwrotna. Naturalnym krokiem dalej jest uzycie narzedzi optymalizacji
do poszukiwania najlepszych wartosci zmiennych decyzyjnych, odpowiadajacych
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wartoséci optymalnej wskazanej komorki oceny. Poczynajac od pionierskich im-
plementacji w polowie lat 80. (por. Sharda, 1985), programowanie liniowe, czy
generalnie optymalizacja, zaczely by¢ dostepne w arkuszach kalkulacyjnych jako
dodatkowe oprogramowanie lub jako wbudowane funkcje arkusza. Jednakze, aby
sprosta¢ oczekiwaniom uzytkownika, techniki optymalizacji nie powinny ograni-
cza¢ sie do analiz jednokryterialnych. Poniewaz modele w arkuszach kalkulacyj-
nych pozwalaja za pomoca analizy what—if obserwowa¢ wiele ocen, nalezaloby to
wykorzystaé¢ do optymalizacji wielokryterialnej.

Nowoczesne arkusze kalkulacyjne sa wyposazone w narzedzia ulatwiajace imple-
mentacje wigkszosci funkeji systeméw wspomagania decyzji (DeSanctis 1 Gallupe,
1987). Przede wszystkim, maja mozliwosci skltadowania danych zaréwno w formie
tablic, jak i w postaci relacyjnych baz danych. To pierwsze jest istotne, poniewaz
naturalna postacia wiekszosci danych jest prostokatna tablica i jej skladowanie
w relacyjnej bazie danych jest zwykle nieefektywne. 7 drugiej strony, funkcje
relacyjnych baz danych sa bardzo przydatne w procesie thumaczenia wybranych
rozwiazan (decyzji) na jezyk konkretnych procedur zarzadzania. Arkusze kalkula-
cyjne wyposazone w réznorodne narzedzia graficznej prezentacji wynikéw stanowia
tez wygodne i przyjazne dla uzytkownika $rodowisko dla implementacji systemow
wspomagania decyzji. Sa one wiec idealnym $rodowiskiem dla interaktywnej ana-
lizy wielokryterialnej (por. Troutt i inni, 1991). Omawiana w tym podrozdziale
technika przedzialowego referencyjnego programowania celowego dobrze pasuje do
stylu analizy interaktywnej w arkuszu kalkulacyjnym, poniewaz proces interak-
tywny jest catkowicie otwarty, jak w typowej analizie what—if.

Interaktywna metoda PRPC zostala zaimplementowana w arkuszu Lotus 1-2-3
wyposazonym w dodatkowy pakiet optymalizacyjny What’sBest! (Lindo Systems,
1992). Implementacja rozszerza zbiér zmiennych oryginalnego modelu decyzyj-
nego o zmienne odchylen d; , df i df, dodaje nowe ograniczenia typu (3.48)—(3.49)
i wykonuje dwa przebiegi optymalizacji. W pierwszym przebiegu jest minimali-
zowana funkcja (3.59), a w drugim funkcja (3.60) przy ustalonej na poprzednim,
optymalnym poziomie, wartosci funkcji (3.59). W ten sposéb otrzymywane sa dwa
kolejne zadania optymalizacyjne. Do implementowania ograniczeri (3.48)—(3.49) i
funkeji osiagniecia (3.59)—(3.60) zostal przygotowany specjalny szablon. Poniewaz
dodatkowe réwnania celowe (3.48)—(3.49) uzywaja tylko wartodci funkcji oceny z
oryginalnego modelu, szablon jest powiazany z oryginalnym modelem tylko poprzez
kilka komdrek odnoszacych sie do funkcji oceny f;(x) w (3.48). Aby skorzystaé z
mozliwoéci analizy PRPC, uzytkownik potrzebuje tylko skopiowaé szablon do ar-
kusza zawierajacego problem decyzyjny i wskaza¢ funkcje oceny, ktore maja byé
analizowane. Uzyty pakiet optymalizacyjny (Lindo Systems, 1992) pozwala anali-
zowaé wielokryterialne modele liniowe i catkowitoliczbowe. Jednakze PRPC stosuje
sig takze do problemoéw nieliniowych i moze by¢ implementowane do nich, jesli tylko
dodatkowe oprogramowanie pozwala na optymalizacje nieliniowa,.

Wigkszoé¢ szablonu PRPC jest ukryta przed uzytkownikiem, ktéry pracuje
tylko z jedna tablica sterujaca (por. tablica 3.10). Tablica sterujaca wspomaga
zaréwno caly interaktywny proces analizy, jak i przylaczenie narzedzia PRPC do
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oryginalnego modelu (poprzez specyfikacje funkcji oceny). Wiersze tablicy ste-
rujacej odpowiadaja poszczegdlnym funkcjom oceny. Wszystkie maja taka sama
szesciokolumnowa strukture. Pierwsze cztery kolumny powinny by¢ wypelnione
przed rozpoczeciem analizy interaktywnej, aby przylaczy¢ szablon do biezacego mo-
delu decyzyjnego. Pierwsza kolumna (Objective) zawiera komérke tekstowa prze-
znaczona na nazwe funkcji oceny. Druga kolumna (Max/Min) stuzy do okreslenia
typu funkcji. Zawiera ona komoérke tekstowa, w ktérej wpisuje sie odpowiednio
max lub min. Trzecia kolumna (Activity) pozwala uzytkownikowi aktywizowaé lub
dezaktywizowaé funkcje oceny podczas analizy interaktywnej. Czwarta kolumna
(Value) jest przeznaczona do pokazywania biezacej wartosci funkeji oceny. Zawiera
komorke formuty, w ktérej na poczatku powinien byé wpisany adres komorki funk-
cji oceny w oryginalnym modelu decyzyjnym. Operacja wpisania adresu przylacza
tablice sterujaca do modelu decyzyjnego.

Tablica 3.10

Tablica sterujaca PRPC

Tablica 3.10:

Objective | Max/Min | Activity Value Aspiration | Reservation
(0or1) level level
tekst tekst liczba formuta liczba liczba
tekst tekst liczba formuta liczba liczba

Zasadnicza cze$¢ implementacji kryje sie w strukturze danych zawierajacej de-
finicje zmiennych i formuly. Przygotowany zbiér formut reperezentuje ograniczenia
(3.48)—(3.49) w postaci m roztacznych podzbioréw, z ktérych kazdy odwotuje sie do
konkretnej funkcji oceny f; (i = 1,2,...,m). Dodatkowe dwie komérki zawieraja
formuty reprezentujace funkcje osiagniecia (3.59) i (3.60). Zauwazmy, ze dodatkowe
struktury sa niezalezne od konkretnego modelu decyzyjnego i dlatego sa uniwer-
salne. Jedyne polaczenie z modelem wystepuje w ograniczeniach (3.48), ktdre sa
przyltaczane do reszty modelu poprzez adresy funkcji oceny w czwartej kolumnie
tablicy sterujace;j.

Druga cze$¢ implementacji stanowi makro arkusza. Gléwnym jego zadaniem
jest wylaczenie zbednych formut (3.48)—(3.49) odpowiadajacych nieaktywnym funk-
cjom oceny (zgodnie z warto$ciami z trzeciej kolumny tablicy sterujacej) oraz przy-
gotowanie zadan dla kazdego z dwdéch przebiegdéw optymalizacji. Operacje te sa re-
alizowane za pomoca standardowych komend arkusza Lotus 1-2-3. Do pierwszego
przebiegu optymalizacji wylaczana jest komérka zawierajaca funkcje celu (3.60). Po
pierwszej optymalizacji pomocnicza zmienna wybierajaca maksimum w (3.59) jest
ustalana na poziomie wartosci optymalnej i uaktywniana jest funkcja celu (3.60)
dla drugiego przebiegu optymalizacji.

Majac tablice sterujaca przylaczona do modelu decyzyjnego mozna rozpoczaé
analize interaktywna, jako ze model zostanie automatycznie rozszerzony o ogra-
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niczenia (3.48)—(3.49) zawarte w szablonie. Uzytkownik steruje analiza poprzez
edycje pozioméw aspiracji i/lub rezerwacji, czyli uzywajac kolumn piatej (Aspira-
tion level) i szdstej (Reservation level) w tablicy sterujacej. Kolumny te zawieraja
komérki przeznaczone do wpisywania odpowiednich liczb. Mozna takze zaktywi-
zowaé lub dezaktywizowaé¢ pewne funkcje oceny w trzeciej kolumnie. Wykonanie
makro generuje odpowiednie rozwiazanie efektywne. Biezace oceny pojawiaja sie w
czwartej kolumnie (Value) tablicy sterujacej, podczas gdy biezace wartosci zmien-
nych decyzyjnych sa umieszczane w odpowiednich komérkach oryginalnego modelu.
Uzytkownik moze prowadzi¢ otwarta analize interaktywna, jak w trybie what—if.
Standardowe mozliwosci sktadowania i graficznej prezentacji danych w arkuszu kal-
kulacyjnym pozwalaja zapamietywadé i poréwnywaé kilka rozwiazan efektywnych w
sposéb najbardziej dogodny dla uzytkownika.

Czesto jako pierwszy krok analizy wielokryterialnej stosuje sie jednokryterialna
optymalizacje wzgledem kazdej funkcji oceny z osobna, co umozliwia wyznaczenie
macierzy konfliktu (por. podrozdziat 1.4). Dlatego implementacja PRPC zostala
wyposazona w dodatkowe makro wykonujace wszystkie optymalizacje jednokry-
terialne w jednym wywolaniu. Jest to niewielkie rozszerzenie giéwnego makro
optymalizacyjnego uzywajace tych samych struktur danych. Macierz konfliktu po-
wstaje jako tablica zawierajaca wartosci wszystkich funkcji oceny (wierszy) otrzy-
mywane podczas rozwiazywania poszcezegdlnych probleméw jednokryterialnych (ko-
lumn). Dzigki uzyciu techniki regularyzacyjnej podczas wyliczania macierzy kon-
fliktu kazde jednokryterialne rozwiazanie optymalne jest jednoczesnie rozwigzaniem
efektywnym oryginalnego problemu wielokryterialnego.

Przykilad 3.4. Do zademonstrowania analizy wielokryterialnej przeprowadzanej z
pomoca szablonu PRPC w arkuszu kalkulacyjnym uzyjemy malego przyktadowego
problemu decyzyjnego. Problem wywodzi sie z podrecznikowego modelu planowa-
nia finansowego (Shogan, 1988, rozdz. 4.4), ale my zajmiemy sie¢ jego wielokry-
terialna natura, podczas gdy w oryginale byl sformulowany jako jednokryterialny
problem liniowy. Nalezy zdecydowaé, jak inwestowaé w okresie 6 miesiecy pewna
kwote “wolnej gotéwki”. Jest kilka mozliwosci inwestowania (lokat terminowych)
charakteryzujacych sie réznymi terminami, stopami procentowymi i wskaznikami
ryzyka. Po uplywie terminu lokaty zainwestowana kwota wraz z odsetkami jest
natychmiast dostepna do ponownego zainwestowania. Tworzy to dynamiczna sie¢
przepltywu gotéwki, ktéra mozna opisa¢ liniowymi réwnaniami bilansu (por. Sho-
gan, 1988). Technika modelowania w arkuszu kalkulacyjnym (por. Lindo Systems,
1990) pozwala zapisa¢ model decyzyjny w przejrzystej postaci prostokatnej tablicy
zmiennych decyzyjnych (kwoty zainwestowane), z wierszami odpowiadajacymi po-
szczegblnym mozliwosciom inwestowania, podczas gdy réwnania bilansu sa ukryte
w dodatkowych formutach.

Celem jest znalezienie scenariusza inwestowania, ktory maksymalizuje zysk
na koniec 6—miesiecznego okresu, minimalizuje ryzyko i maksymalizuje mobilno$¢
gotéwki. Zysk jest zdefiniowany jako réznica miedzy uzyskana kwota koncows a
kwota zainwestowana na poczatku. W celu okreslenia ryzyka definiujemy mie-
sieczny wskaznik ryzyka dla zainwestowanych kwot jako sume biezacych inwestycji
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wazong odpowiednimi wskaznikami ryzyka lokat. Funkcja oceny (minimalizowana)
jest wtedy maksimum z 6 miesiecznych wskaznikéw ryzyka. Jako miare mobilnosci
gotowki rozpatrujemy kwote dostepna do szybkiego wycofania. W tym celu obli-
czamy dla kazdego miesiaca dwie wielkosci: kwote dostepna do wycofania w czasie
jednego miesiaca i kwote dostepna do wycofania w czasie dwoch miesiecy. Pozwala
to na sformulowanie dwéch funkeji oceny (maksymalizowanych) wyrazajacych mi-
nimum po 6 miesiacach kwot dostepnych do wycofania odpowiednio w czasie 1 i
2 miesiecy. Rozpatrywany problem decyzyjny jest ostatecznie sformulowany jako
wielokryterialny problem liniowy z czterema funkcjami oceny nazywanymi odpo-
wiednio: Zysk, Ryzyko, EW-11i EW-2.

Wykonujac odpowiednie makro otrzymujemy macierz konfliktu oraz wektory
utopii 1 nadiru pokazane w tablicy 3.11. Zauwazmy, ze warto$ci ocen zmieniaja
sie znaczaco w zalezno$ci od tego, ktéra funkcja oceny jest wybrana do jednokry-
terialnej optymalizacji. Ponadto wida¢ zdecydowany konflikt pomiedzy Zyskiem i
pozostalymi funkcjami oceny.

Tablica 3.11

Macierz konfliktu

Tablica 3.11:

Optymalizowana funkcja

Funkcja | Zysk | Ryzyko | EW-1 | EW-2 | Utopia | Nadir
Zysk 12.36 9.35 9.35 10.80 12.36 9.35
Ryzyko 9.54 1.08 1.08 4.00 1.08 9.54
EW-1 0.00 101.50 | 101.50 0.00 | 101.50 0.00
EW-2 0.00 101.50 | 101.50 | 103.50 | 103.50 0.00

Tablica 3.12

Analiza problemu przykladowego z PRPC

Tablica 3.12:

F-kcja H Asp. [ Rez. [ Rozw. H Asp. [ Rez. [ Rozw.
Iteracja 1 Iteracja 2

Zysk 12.36 9.35 10.86 12.36 9.35 10.51

Ryzyko 1.08 9.54 5.26 3.00 4.00 3.62

EW-1 101.50 0.00 51.15 50.00 | 30.00 37.65
EW-2 103.50 0.00 52.17 || 50.00 | 30.00 65.48

Iteracja 3 Iteracja 4
Zysk 12.36 | 11.00 10.76 || 12.36 | 11.00 11.04
Ryzyko 3.00 4.00 4.19 3.00 5.00 4.94
EW-1 50.00 | 30.00 26.26 || 40.00 | 20.00 20.56

EW-2 50.00 | 30.00 53.49 || 50.00 | 30.00 30.59
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Przebieg analizy interaktywnej zostal przedstawiony w tablicy 3.12. Na
poczatku uzyliSmy wektora utopii jako poziomoéw aspiracji i wektora nadiru jako po-
zioméw rezerwacji, co dalo w wyniku tak zwane rozwigzanie neutralne. Analizujac
rozwiazanie neutralne spostrzegliémy, ze poziom Ryzyka nie jest satysfakcjonujacy,
podczas gdy wartoéci obu ocen mobilnosci sa lepsze od spodziewanych. Dlatego w
Iteracji 2 zmienione zostaly poziomy aspiracji i rezerwacji dla tych funkcji. W wy-
niku otrzymaliSmy rozwiazanie efektywne z mniejszym Zyskiem i bardzo dobrymi
pozostalymi ocenami. Zauwazmy, ze wartos¢ EW-2 jest nawet lepsza od odpo-
wiadajacego jej poziomu aspiracji, gdyz mogla by¢ poprawiona bez pogarszania
innych ocen. To wtasénie ré6zni podejscie PRPC od standardowego programowania
celowego. Pragniemy znalezé rozwiazanie z wigkszym Zyskiem. Dlatego w Ite-
racji 3 podnosimy odpowiedni poziom rezerwacji do 11. W wyniku otrzymujemy
rozwiazanie efektywne z wszystkimi ocenami gorszymi od odpowiadajacych im po-
zioméw rezerwacji. Zatem po ponownym rozpatrzeniu naszych oczekiwan, decydu-
jemy sie na oslabienie wymagan na Ryzyko i EW-1. Pozwala to na otrzymanie w
Tteracji 4 rozwiazania efektywnego, w ktérym wszystkie oceny spehiaja nalozone
na nie wymagania. Decydujemy sie na przyjecie tego rozwiazania jako koricowego.
Wybér konicowego rozwiazania zalezy oczywiscie od preferencji uzytkownika. Nasz
przyklad sesji PRPC pokazuje, jak tatwo decydent moze poznaé¢ problem decyzyjny
i sterowaé analiza zbioru rozwiazan efektywnych pracujac w trybie what—if arkusza
kalkulacyjnego. O

W podejsciu PRPC poziomy rezerwacji sa posrednio uzywane do definiowa-
nia wag w¢ = 1/(r; — a;). Mozna rozpatrywaé standardowe podejécie PC z tak
zdefiniowanymi wagami jako prostsza technike do zaimplementowania w arkuszu
kalkulacyjnym. W kolejnym przyktadzie przedstawiamy wyniki eksperymentéw
obliczeniowych stuzacych do poréwnania tych dwéch podejsé.

Przyklad 3.5. Rozpatrujemy modele wazonego i minimaksowego programowania
celowego z wagami w; = 1/(r; — a;). Ponadto pozwalamy, aby poziomy rezer-
wacji byly uzyte jako drugie cele, definiujac w ten sposéb programowanie celowe
z funkcjami kary (Romero, 1991, rozdz. 6). W terminach modelu (3.48)—(3.49)
rozpatrywane przez nas funkcje osiagniecia PC przyjmuja nastepujaca postac

g(d=,d%,d") = Z(d;?ﬂd:)/(rrai) (3.61)
g(d=,d*,d") = Z(ﬁdi_+d?+7d§)/(m—ai) (3.62)
g(d=,d*d") = max {(dj+nd;)/(ri —ai)} (3.63)
g(d",d%,d") = max {(Bd; +df +9d})/(ri — a)} (3.64)

Wzér (3.61) reprezentuje jednostronna wazona funkcje osiagniecia, minimali-
zujaca tylko odchylenia dodatnie, podczas gdy (3.62) uwzglednia takze odchylenia
ujemne. W przypadku v = 1 standardowe odchylenia dodatnie sa rozpatrywane
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z odpowiednimi wagami réwnymi 1/(r; — a;). Dla v > 1 wzory definiuja funkcje
osiagniecia z dodatkowymi karami za odchylenia przekraczajace odpowiadajace im
poziomy rezerwacji. Wzory (3.63) i (3.64) okreslaja podobne minimaksowe funkcje
osiagniecia. Zauwazmy, ze funkcje osiagniecia PC (3.64) i (3.62) r6znia sie od
funkeji (3.59) i (3.60), uzywanych w podejsciu PRPC, znakiem wspétczynnikéw
wagowych zwiazanych z odchyleniami ujemnymi d; .

Tablica 3.13 jest zestawieniem wynikéw standardowego podejscia wazonego PC
(3.61) z v = 1 dla problemu z przyktadu 3.4. Tteracje od 1 do 4 odpowiadaja ta-
kim samym w tablicy 3.12 w tym sensie, ze uzyto tych samych poziomoéw aspiracji
i rezerwacji. W tablicy 3.13 mozna zaobserwowaé znacznie gorsza sterowalnosé
procesu interaktywnego przez poziomy aspiracji i rezerwacji. W pierwszej itera-
cji, uzywajac wektora utopii jako wektora aspiracji i wektora nadiru jako wektora
rezerwacji, zamiast rozwigzania kompromisowego otrzymujemy rozwiazanie odpo-
wiadajace jednokryterialnej optymalizacji wzgledem Ryzyka lub EW-1 (poréwnaj
tablica 3.11). W Iteracji 3, mimo zmiany poziomu rezerwacji dla Zysku, otrzy-
mujemy ponownie rozwiazanie z Iteracji 2 z wartoscia Zysku ponizej poziomu re-
zerwacji, podczas gdy pozostale kryteria osiagaja lub przekraczaja swoje poziomy
aspiracji. Podobne cechy ma rozwiazanie w Iteracji 4. Aby otrzymac rozwiazanie
z wiekszym Zyskiem, w Iteracji 5 podnosimy odpowiedni poziom rezerwacji do
12. Daje to w efekcie rozwiazanie z Zyskiem=11.04 (jak w Iteracji 4 PRPC, ale
znacznie ponizej biezacego poziomu rezerwacji) i wartoscia Ryzyka przekraczajaca
swéj poziom rezerwacji, podczas gdy kryteria mobilnosci osiagaja swoje poziomy
aspiracji.

Tablica 3.13

Analiza wazonego PC dla problemu przykladowego

Tablica 3.13:

Iteracja 1 | Iteracja 2 | Iteracja 3 | Iteracja 4 Iteracja 5
Funkcja Rozw. Rozw. Rozw. Rozw. Asp. Rez. | Rozw.
Zysk 9.35 10.24 10.24 10.28 | 12.36 | 12.00 11.04
Ryzyko 1.08 3.00 3.00 3.00 3.00 5.00 5.60
EW-1 101.50 50.00 50.00 40.00 | 40.00 | 20.00 40.00
EwW-2 101.50 78.32 78.32 93.71 | 50.00 | 30.00 50.00

Uzywajac poziomu rezerwacji jako drugiego celu do definicji funkcji kary, mozna
poprawié sterowalno$¢ w podejsciu wazonego PC. W tablicy 3.14 zestawiono wyniki
dla takiego wlasnie podejécia (z v = 10) do problemu przykladowego, dla takich
samych pieciu iteracji jak w tablicy 3.13. Mozna zauwazy¢ poprawe sterowalnosci
przez poziomy rezerwacji w tym sensie, ze rozwiazania sa zmuszane do osiagania
wszystkich poziomdéw rezerwacji, o ile jest to tylko mozliwe. Jednakze, mimo po-
prawy w Iteracji 4, wszystkie trudnosci ze sterowalnoscia wskazane w tablicy 3.13
pozostaja istotne w tablicy 3.14. Dokladniej, wciaz nie ma rozwiazania kompro-
misowego w Iteracji 1, a rozwiazanie z Iteracji 4 nie przybliza tak réwnomiernie
poziomoéw aspiracji i rezerwacji jak odpowiednie rozwiazanie w tablicy 3.12.
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Tablica 3.14

Analiza problemu przyktadowego z wazonym PC z funkcja kary

Tablica 3.14:

Iteracja 1 Iteracja 2 Iteracja 3 Iteracja 4 Iteracja 5
Funkcja | Rozwiazanie | Rozwiazanie | Rozwiazanie | Rozwiazanie | Rozwiagzanie
Zysk 9.35 10.24 10.62 11.00 11.62
Ryzyko 1.08 3.00 4.00 5.00 7.17
EwW-1 101.50 50.00 41.20 23.55 20.00
EW-2 101.50 78.32 50.00 50.00 30.00

Sterowalnos$é¢, podobna do tej jaka ma podejécie PRPC, moze by¢ osiagnieta
przy minimaksowym PC z funkcja kary. W tym podejsciu funkcja osiagniecia
(3.63) rézni sie od pierwszego poziomu funkcji osiagniecia PRPC (3.59) tylko tym,
ze nie uzywa ujemnych wag dla odchylen d;. Jednakze ujemne wagi i uzycie
drugiego poziomu funkcji osiagniecia (3.60) sa nieodzowne dla zagwarantowania
efektywnosci generowanego rozwiazania (Ogryczak i Lahoda, 1992). Standardowe
techniki PC naruszaja wlasnosé P1 i dlatego moga generowaé rozwiazania nieefek-
tywne. Ilustruja to eksperymenty z problemami testowymi generowanymi losowo.
Wygenerowano 20 dwukryterialnych probleméw catkowitoliczbowych zdefiniowa-
nych bezposrednio w dwuwymiarowej przestrzeni ocen (tzn. y; = f;(x) = z;). Dla
kazdego problemu wygenerowano losowo 10 zbioréw poziomdéw aspiracji i rezerwa-
cji. Wszystkie rozwiazania dopuszczalne sa zawarte w kwadracie o wierzchotkach
(0,0), (0,100), (100,100) i (100,0). Ponadto zostaly wygenerowane losowo dwie
nieréwnosci odcinajace wierzchotek (0,0); jedna z wierzchotka (0,100) i druga z
wierzchotka (100, 0). Wektory aspiracji wygenerowano jako punkty o wspéhrzednych
catkowitych nalezace do trdjkata o wierzchotkach (0,0), (0,99) i (99,0). 87% wyge-
nerowanych wektoréow aspiracji okazalo sie by¢ nieosiagalnymi. Poziomy rezerwacji
wygenerowano losowo jako liczby calkowite speliajace nieréwnosci a; +1 < r; <
100. 44% sposréd wektoréw rezerwacji okazalto sie nieosiagalne. Wszystkie liczby
losowe byly generowane zgodnie z rozktadem jednostajnym.

Tablica 3.15

Statystyka wynikéw dla generowanych losowo probleméw catkowitoliczbowych

Tablica 3.15:

Funkcje osiagnieciaz =~y =1

(3.59)

(3.61) | (3.62) | (3.63) | (3.64) | (3.59) | (3.60) | 222

(3.60)

Nie osiagnieta efektywnosé 15% 30% 17% 30% 20% 0% 0%
Nie osiagniete poz. rezerwacji 50% 50% 44% 44% 44% 82% 44%
Nie osiagniete poz. aspiracji 87% 87% 87% 87% 87% 98% 87%
Nakladajace sie rozwiazania 27% 21% 24% 18% 20% 66% 26%

W tablicach 3.15 i 3.16 sa zestawione wyniki dla réznych funkcji osiagniecia
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Tablica 3.16

Statystyka wynikéw dla generowanych losowo probleméw catkowitoliczbowych

Tablica 3.16:

Funkcje osiagnieciaz § =0.11iy =10
(3.61) | (3.62) | (3.63) | (3.64) | (3.59) | (3.60) | (8:59)
(3.60)
Nie osiagnieta efektywnosé 11% 26% 13% 21% 15% 0% 0%
Nie osiagniete poz. rezerwacji 44% 44% 44% 44% 44% 44% 44%
Nie osiagniete poz. aspiracji 87% 87% 87% 87% 87% 90% 87%
Nakladajace sie rozwiazania 19% 14% 23% 17% 19% 27% 25%

na problemach testowych wygenerowanych losowo. To poréwnanie zawiera cztery
funkcje osiagniecia PC (3.61)—(3.64), funkcje (3.59) i (3.60) z podejécia PRPC
rozpatrywane oddzielnie i w koncu technike PRPC oparta na leksykograficznej
minimalizacji funkeji (3.59) i (3.60). Kolejne wiersze tablic zawieraja: procent
wyznaczonych rozwiazan, ktére nie speliaja wymagan efektywnosci, procent wyz-
naczonych rozwiazan, ktére nie osiagnely swoich pozioméw rezerwacji (y; > r1 lub
ya > T2), procent wyznaczonych rozwiazan, ktére nie osiagnely swoich pozioméw
aspiracji (y1 > a1 lub y2 > ag) oraz $redni procent wyznaczonych naktadajacych
si¢ rozwiazan. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie funkcje osiagniecia PC wygene-
rowaly 11-30% rozwiazaii nieefektywnych, mimo ze tylko 13% wektoréw aspira-
cji bylo osiagalnych. W istocie, poza technika PRPC tylko funkcja (3.60) wy-
generowata wylacznie rozwiazanie efektywne. Jednakze funkcja (3.60), w przy-
padku 8 = v = 1 odpowiadajaca standardowemu podejsciu wazonemu (1.19),
okazala sie bardzo slabo sterowalna przez poziomy aspiracji i rezerwacji. Wszyst-
kie podejscia bazujace na minimaksowych funkcjach osiagniecia, tacznie z technika
PRPC, osiagnely wszystkie osiagalne poziomy aspiracji i rezerwacji. Zauwazmy, ze
nawet “splaszczona”’ wersja techniki PRPC z § = v = 1 spelnila wlasnosci P1-
P3. Wprowadzenie parametréw 8 = 0.1 i v = 10 (tablica 3.16) poprawilo wyniki
funkcji osiagniecia PC, ale jeszcze pozostalo wiele rozwiazan nieefektywnych. O

3.4.3 Model leksykograficzny

W podrozdziale 3.3 pokazano, ze referencyjne PC moze by¢ rozszerzone do
modelu leksykograficznego. W modelu PRPC mozna w podobny sposéb okresli¢
priorytety dla zmiennych odchyleri. Poniewaz priorytety dotycza zmiennych od-
chylen a nie poszczegdlnych funkcji oceny, to zachowany zostaje oryginalny prob-
lem wielokryterialny (1.7) bez hierarchii funkcji oceny, a priorytety stuza tylko
jako dodatkowe narzedzia lepszego wyrazania preferencji decydenta podczas inte-
raktywnego poszukiwania rozwiazan efektywnych. Zakladamy, ze podczas analizy
interaktywnej decydent okresla swoje preferencje poprzez wektory poziomow aspi-
racji a i rezerwacji r oraz trzy grupy klas priorytetéw P dlak =1,2,...,p,, P dla
k=1,2,...,ps1 P, dlak=1,2,...,p_. Klasy priorytetéw P; (k =1,2,...,p,)
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reprezentuja hierarchie pozioméw rezerwacji w sensie waznosci osiggania ocen nie
gorszych od odpowiadajacych im pozioméw rezerwacji. Analogicznie, klasy prio-
rytetéw PZ (k= 1,2,...,p,) reprezentuja hierarchie pozioméw aspiracji w sensie
waznosci osiggania ocen nie gorszych od odpowiadajacych im poziomdéw aspira-
cji. Klasy P, (k = 1,2,...,p_) reprezentuja hierarchi¢ waznosci osiagania ocen
lepszych od odpowiadajacych im pozioméw aspiracji. Kazda z trzech grup klas
priorytetow stanowi rozktad calego zbioru ocen i w szczegdlnym przypadku moga
one by¢ identyczne. Model preferencji decydenta wyrazony w poziomach aspiracji

i rezerwacji oraz klasach priorytetéw speklnia nastepujace postulaty:

P1. Relacja preferencji jest racjonalna relacja preferencji, czyli spetnia warunki
zwrotnosci (1.3), przechodniosci (1.4) i Scistej monotonicznosci (1.5).

P2. Rozwiazanie ze wszystkimi indywidualnymi ocenami f;(x) réwnymi odpo-
wiadajacym im poziomom aspiracji jest preferowane w stosunku do rozwia-
zania z przynajmniej jedna indywidualna ocena wieksza od odpowiadajacego
jej poziomu aspiracji.

P2a. Rozwiazanie ze wszystkimi indywidualnymi ocenami f;(x) réwnymi odpo-
wiadajacym im poziomom rezerwacji jest preferowane w stosunku do rozwia-
zania z przynajmniej jedna indywidualng ocena wieksza od odpowiadajacego
jej poziomu rezerwacji.

P3a. Minimalizacja dowolnego odchylenia df jest wazniejsza od maksymalizacji
kazdego odchylenia w dét d .

P3b. Minimalizacja dowolnego odchylenia d jest wazniejsza od minimalizacji
kazdego odchylenia df.

P4a. Jezeli k' < k", to minimalizacja odchylen d} dla i € P], jest wazniejsza od
minimalizacji odchylen d} dla ¢ € P[,,.

P4b. Jezeli k' < k", to minimalizacja odchylen df dla ¢ € Py, jest wazniejsza od
minimalizacji odchylenl df dla i € Pg,.

P5. Jezeli k' < k", to maksymalizacja odchyleii w dét d; dla i € P, jest
wazniejsza od maksymalizacji odchylen w dét d; dla i € Pp,,.

Postulaty P1, P2 i P2a charakteryzuja model preferencji wykorzystywany w
podejéciu PRPC. Natomiast postulaty P3a, P3b, P4a, P4b i P5 wyrazaja hierar-
chie minimalizacji odchyleri zdefiniowana za pomoca klas priorytetow. Postulaty
P3a i P3b wyrazaja wlasnosci relacji preferencji, ktore moga by¢ zapisane w pos-
taci warunku (3.34) i analogicznego warunku dla pozioméw rezerwacji

yr >ry 1 oy <rp = y—cey+eepn <y (3.65)
dla 0<é& <yy—ry, 0<e” <rp—ym
Postulat P5 wyraza wlasnosci relacji preferencji zapisane w postaci warunku (3.36),
natomiast postulaty P4a i P4b moga by¢ zapisane w postaci warunkow
Yir >, yir > i K@) <k"(@") = y—cep+een <y
dla 0<ée <yy—ry, €20

T > Y > ap, Y > a1 KU() <k(i") = y—clep+elen <y

dla 0<é& <yy—ap, 0<e"<ry—ypn



3.4. PRZEDZIALOWE REFERENCYJNE PROGRAMOWANIE CELOWE 127

gdzie k" (i) i k*(i) oznaczaja indeksy klas priorytetéw takie, ze odpowiednio i €
P,Q(i) oraz i € P,?a(i).
Hierarchia minimalizacji odchylenn moze by¢ wprowadzona do modelu PRPC za
pomoca nastepujacych funkcji osiagniecia
LPRPC : lexmin g(d—,d*,d") =[g"(d"),g*(d*),g"(d7)] (3.66)
pod warunkiem, ze (3.48), (3.49) i x € Q)

gdzie

g'(d") = [g71(d"),g12(d )w--7g;w1(dr)ag;m2(dr)] (3.67)

“a%) = lg11(d"),¢12(d%), . ... 5,1 (dY), g, 2(d")] (3.68)

g (d) = [gnd ) 912(d7); o8, 1(d7), g, o(d7)] (3.69)
e

gho(d") = > widy dla k=1,2,...,p, (3.71)
ISy

gp(d) = m%x(w d) dla k=1,2,...,p, (3.72)
i€ P

gia(d®) = > wid! dla k=1,2,...,pa (3.73)
S

9,(d7) = max(—w; d;) dla k=1,2,...,p, (3.74)
ieP;

gpd™) = Y —wyd;  dla k=12,...p_ (3.75)
ieP;

wCL

Wystepujace w problemie LPRPC wagi w; , w{ i w] moga przyjmowaé¢ do-
wolne wartosci dodatnie i nie musza spetniaé¢ dodatkowych warunkéw typu (3.56)
dla zagwarantowania wlasciwego obliczania odchylen. Warunki te mozna pominaé
w problemie LPRPC, poniewaz wszystkie odchylenia w dét d; maja przypisane
priorytety nizsze niz dowolne odchylenie df i wszystkie odchylenia df maja przy-
pisane priorytety nizsze niz dowolne odchylenie dj. Zostalo to sprecyzowane w
twierdzeniu 3.17.

Twierdzenie 3.17 Dia dowolnych poziomow aspiracji i rezerwacyi a; < r; i dowol-
nych dodatnich wag w; , wi i w] rozwigzanie optymalne (x,d=,d*, d") problemu
LPRPC spetnia warunki (3.50), czyli
d;d¢ =0, (ri—a;—d})d; =0 dlai=1,2,...,m

Dowdéd. Niech (%x,d~,d% d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu
LPRPC. Przypusémy, ze CZ;OJ?U > 0 dla pewnego indeksu i (1 < ig < m). Mozemy
wtedy zmniejszy¢ wartosci obu zmiennych d;. i df o te sama mala dodatnia
liczbe. To znaczy, dla dostatecznie malej dodatniej liczby § czwoérka wektoréow
(x,d™—6e;,,d*—de;,,d") jest rozwiazaniem dopuszczalnym dla problemu LPRPC.
Ze wzgledu na dodatnios¢ wag w; i wf, spelnione sg nastepujace nieréwnosci



128 ROZDZIAL 3. METODY PUNKTU REFERENCYJNEGO

gri(d® —dei,) < gir(d?) 1 gia(d® —de;,) < gia(d?) dlak=1,2,....p,
Ponadto istnieje ko takie, ze ig € Py . Stad wynika, ze gp ,(d* — de;,) < gro2(d®),
co przeczy optymalnosci (X,d~,d?,d") dla problemu LPRPC.

Dalej przypusémy, ze (ri, — a;, — di,)d; > 0 dla pewnego indeksu iy (1 <
io < m). Mozemy wtedy zmniejszy¢ warto$¢ zmiennej d; i jednoczesnie zwigkszy¢
wartos¢ df o taka sama mata dodatnia liczbe. To znaczy, ze dla dostatecznie
malej dodatniej liczby § wektor (x,d~,d* + de;,,d” — de;,) jest dopuszczalny dla
problemu LPRPC. Ze wzgledu na dodatnios¢ wag w! i wf, spelnione sg nastepujace
nieréwnosci

G (@~ dei,) < g(d) i ga(d — der,) < gip(@) dlak=1,2,....p,
Ponadto istnieje ko takie, ze ig € Py . Stad wynika, ze gzoz(ar—éeio) < g_ZOQ@T),_co
przeczy optymalnosci (X,d,d*,d") dla problemu LPRPC. Zatem (x,d~,d%,d")
spelnia oba warunki (3.50). |

Z okreslenia leksykograficznej funkcji celu (3.66)—(3.75) jest jasne, ze problem
LRPC spehia postulaty P3a, P3b, P4a, P4b i P5. Kolejne twierdzenia pokazuja,
ze leksykograficzny problem LPRPC zawsze generuje rozwigzanie efektywne dla
oryginalnego problemu wielokryterialnego (postulat P1), spehiajac jednoczesnie
postulaty P2 i P2a.

Twierdzenie 3.18 Dia dowolnych poziomdéw aspiracji i rezerwacji a; < r; oraz
dowolnych dodatnich wag w; , we i wl, jezeli (x,d~,d% d") jest rozwigzaniem

i [
optymalnym problemu LPRPC, to X jest rozwiqzaniem efektywnym problemu wie-
lokryterialnego (1.7).

Dowdéd. Niech (%x,d~,d% d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu
LPRPC. Przypuséémy, ze X nie jest rozwiazaniem efektywnym problemu (1.7), czyli
istnieje wektor x € @ taki, ze

fix) < fi(x) dlai=1,2,...,m (3.76)
i dla pewnego indeksu iy (1 < ig < m)
fio (%) < fio (%) (3.77)
Na mocy twierdzenia 3.17 odchylenia J{ , d}l i J;' speliaja rownosci
di = (fi(®) —ri)+,  df = (fi®) —d} —ai)y, di = (ai— fi(X)+
Zdefiniujmy analogicznie odchylenia dla wektora x jako
di = (fi(x) = i)y, dif = (fi(x) —di —ai)y, di =(ai— fi(x))+

Czwérka wektoréw (x,d~,d? d") jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu
LPRPC iz (3.76) wynika

di <dj, df<d! i dy >d; dlai=12,....,m

(3

Stad, dla dowolnych dodatnich wag w
nieréwnosci

, wy i w] prawdziwe sg nastepujace
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gin(d") < gia(d") i gip(d") S gpp(d”) dlak=1.2,....p,

g (d?) < 91‘31(3(1) i gpo(d?) < g,‘;Q(Ela) dlak=1,2,....p,

g (d7) < 91:1((_17) I gpp(d) < 91?2(37) dlak=1,2,...,p_
Ponadto istnieja k_, k4 i k, takie, ze ig € P, , 19 € P,‘:a i1 € P,;. A wiec, zgodnie
z (3.77), dla dowolnych dodatnich wag w; , w
jedna z nieréwnosci

Gho(d") < gpo(d") Tub  gf 5(d%) < g o(d?) lub g, ,(d7) < g ,(d7)

co przeczy optymalnoéci (X,d~,d?% d") dla problemu LPRPC. Zatem X jest
rozwiazaniem efektywnym oryginalnego problemu wielokryterialnego (1.7). |

i w] prawdziwa jest przynajmniej

Twierdzenie 3.19 Dla dowolnych poziomoéw aspiracji ¢ rezerwacji a; < r; 0T0Z
dowolnych dodatnich wag w; , wj 1 w;, jezeli ()‘(,a_,aa,a’") jest rozwigzaniem
optymalnym problemu LPRPC, to odchylenie di jest dodatnie tylko wtedy, gdy nie
istnieje zaden wektor x € Q taki, ze fi(x) <r; dlai=1,2,...,m.

Dowdéd. Niech (%x,d~,d% d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu
LPRPC. Przypusémy, ze d > 0 (czyli fi,(X) > r;,) dla pewnego indeksu ig
(1 <49 < m) i istnieje wektor x € @Q taki, ze fi(x) < r; dlai = 1,2,...,m.
Zdefiniujmy odchylenia dla wektora x

di = (fi(x) =ri)+ =0, df =(fi(x) —dj —ai)+ 20, di =(a;— fi(x))+ =0
Czworka wektoréw (x,d™,d*,d") jest rozwiazaniem dopuszczalnym problemu
LPRPC i dla dowolnych dodatnich wag w, , w{ i w; prawdziwe sa nastepujace
nieréwnosci

gr(d")=0< 921(ar) 1 gpe(d’)=0< 922(87‘) dlak=1,2,....,p,
Ponadto istnieje ko taki, ze ig € Py . Stad gj ,(d") = 0 < wy, dr < g,zol((_lr),

0 "0

co przeczy optymalnosci (%x,d~,d?,d") dla problemu LPRPC. Zatem nie istnieje
zaden wektor x € @ taki, ze fi(x) <r;dlai=1,2,...,m. [ ]

Twierdzenie 3.20 Dla dowolnych poziomdéw aspiracji i rezerwacji a; < r; 0TGZ
dowolnych dodatnich wag w; , w{ i w;, jezeli (x,d~,d?%,d") jest rozwigzaniem
optymalnym problemu LPRPC, to odchylenie d? jest dodatnie tylko wtedy, gdy nie
istnieje zaden wektor x € Q taki, Ze f;(x) < a; dlai=1,2,...,m.

Dowdéd. Niech (%x,d~,d® d") bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu
LPRPC. Przypusémy, ze df > 0 (czyli f;(X) > a4) dla pewnego indeksu ig
(1 < ip < m) i istnieje wektor x € @ taki, ze fi(x) < a; dlai = 1,2,...,m.
Zdefiniujmy odchylenia dla wektora x

di = (fi(x) =ri)4 =0, df = (fi(x) —=dj —a;)y =0, di =(a;i— fi(x))+ =20
Czwoérka wektoréw (x,d™,d*,d") jest rozwiazaniem dopuszczalnym problemu

LPRPC i dla dowolnych dodatnich wag w; , w{ i wj prawdziwe sa nastepujace
nieréwnosci
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<gm(d") i gpa(d) =0
< gri(d?) 1 gga(d) =0

Ponadto istnieje ko taki, ze ig € Pg. Stad g ,(d*) = 0 < widf < g ,(d*),
co przeczy optymalnosci (%x,d~,d?,d") dla problemu LPRPC. Zatem nie istnieje
zaden wektor x € @ taki, ze f;(x) <a; dlai=1,2,...,m. [ ]

gro(d”) dlak=1,2,...,p,
gls(d®) dlak=1,2,...,p,

gra(d”)

g;‘il(d“) =0 <

Twierdzenie 3.21 Jezeli wektor X € @ jest rozwiqzaniem efektywnym zadania
wielokryterialnego (1.7), to wektor (X,0,0,0) jest rozwigzaniem optymalnym prob-
lemu LPRPC z wektorem aspiracji a = F(X), dowolnym wektorem rezerwacjir > a
@ dowolnymi dodatnimi wagami w; , w ¢ w; .

Dowéd. Zauwazmy, ze dla dowolnych dodatnich wag g"(d") 0, g?(d®) Z0i
g (d7) = 0, a jednoczesnie g"(0) =0, g*(0) =01ig (0) =0. Zatem, gdyby
wektor (X,0,0,0) nie byl rozwiazaniem optymalnym problemu LRPC z wekto-
rem aspiracji a = F(X), to istnialby wektor x € @ taki, ze g"((f(x) —r)4+) = 0,
g ((F(x)— (F(x)—1) 4 —£(%))+) = 0 g (E(R)—F(x))4) <iex 0. Stad £(x) < £(%).
co przeczy efektywnosci wektora X dla zadania wielokryterialnego (1.7). |

Zauwazmy, ze zadne z twierdzen 3.17-3.21 nie zaklada wypuklosci zbioru do-
puszczalnego (). Zatem technika LPRPC moze by¢ stosowana nie tylko do prob-
lemoéw liniowych, lecz takze do probleméw catkowitoliczbowych.

Problem LPRPC przyjmuje prostsza postaé¢, gdy wszystkie klasy priorytetéw
sg zbiorami jednoelementowymi (p, = p, = p— = m). Zauwazmy, ze w takim
przypadku

:w:"(k)d:'(k) dla k= 1,2,‘..,m
:wf—“(k)dia(k) dla k: 1,27...,m
9 (d7) =gpn(d™) = fw;_(k)d;_(k) dla k=1,2,...,m

gdzie 77, 7% i 7~ sa permutacjami zbioru {1,2,...,m} takimi, ze P} = {r"(k)},
P = {r*(k)} i P, = {7~ (k)} dla k = 1,2,...,m. Zatem funkcje wektorowe
g"(d"), g*(d*) i g~ (d~) zdefiniowane w (3.67)-(3.75) moga by¢ zastapione przez
nastepujace

g'(d") = [¢1(d"),g95(d"),...,g;,(d")]
g’(d’) = [g7(d"),g5(d"),..., g5, (d")]
g (d) = [g(d),95(d7 )., 9,(d7)]

gdzie gi(d") = d7. 5, gi(d?) = df. ;) 1 g, (A7) = —d_ gy dak=12..m

T

Szczegdlnym przypadkiem modelu LPRPC jest problem z pojedynczymi kla-
sami priorytetéw P{ = I, P = I i P| = I. Funkcje osiagniecia dla takiego
problemu mozemy zapisa¢ w postaci

m

g'(d)=[gfd"),g5(d")] = | max (wjd)), > wjd] (3.78)

i=1,...,m ¢
=1
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(3.79)

m
i=1,....m

g"(d") = [g7(d"),g5(d")] = [Amax (widf), ) wids

—

7

g (d7)= [g1(d7),9;(d7)] = [ max DY —wp ] (3.80)

i=1,...,
’ i=1

Zadanie LPRPC (3.37) z funkcjami osiagniecia (3.78)—(3.80) definiuje mo-
del przedzialowego referencyjnego programowania celowego bez priorytetéw mi-
nimalizacji odchylenn w poszczegdlnych grupach. Rézni sie on od wprowadzonego
wezedniej modelu PRPC (3.53)—(3.55) nie tylko forma, lecz réwniez wlasnosciami.
O ile w modelu PRPC wspdlezynniki wagowe musza speliaé¢ warunek (3.56), to
model LPRPC bez klas priorytetéw wymaga jedynie dodatniosci wag (twierdzenia
3.17-3.21). Wynika to z przyjetych w modelu preferencji dla LPRPC dodatkowych
postulatéw P3a i P3b. Wilasnosci relacji preferencji (3.34) i (3.65) réwnowazne
tym postulatom nie wynikaja z postulatéw P2 i P2a. Wiasnosci (3.34) i (3.65)
nie posiada ani model preferencji zadania PRPC, ani model preferencji standar-
dowych przedzialowych metod punktu referencyjnego opartych na parametryzacji
(3.13). Dokladniej, metody punktu referencyjnego oparte na parametryzacji (3.13)
speliaja warunki (3.34) i (3.65) w przypadku dwdéch funkcji oceny (m = 2), ale
moga ich nie speliaé¢ przy wiekszej liczbie funkcji.

Zauwazmy, ze postulaty P2 i P2a okreslaja jedynie, ze wektory aspiracji i
rezerwacji sa preferowane w stosunku do wszystkich wektoréw ocen spetiajacych
odpowiednio warunkiy %, a (por. (3.2))iy Z, r (por. (3.9)). Postulaty te nie pre-
cyzuja regut preferencji dla réznych wektoréw oceny’ A, aiy” A.aluby’ A, ri

" A, r. Na przyklad, w przedzialowych metodach punktu referencyjnego opartych
na parametryzacji (3.13) z przedzialami liniowymi funkcjami skalujacymi (3.12) z
ro—as =r3—as, 8> 0.1+ < 10 wektor ocen (a; +1,as+ 1, az — 10) jest prefero-
wany w stosunku do wektora (a1 +1, as, ag) i wektor ocen (r1+1,r5+1, 73 —10) jest
preferowany w stosunku do wektora (r1+1,r2,73). Preferowanie w takim wypadku
wektora ocen (aj + 1, a9, a3) i odpowiednio (r1 + 1,72, 73) wydaje sie by¢ zgodne z
intuicyjnym pojeciem poziomdéw aspiracji i rezerwacji oraz z lezaca u podstaw po-
dejécia quasi-zadowalajacego zasada, ze decydent koncentruje uwage na poprawie
wartosci tych ocen, ktére nie osiagnely swoich pozioméw aspiracji (lub odpowiednio
rezerwacji). Odpowiada to przyjeciu zalozenia, ze wektory aspiracji i rezerwacji de-
finiuja model preferencji spetniajacy warunki (3.2) i (3.34) oraz (3.9) i (3.65). Taki
wtasnie model preferencji realizuje LPRPC niezaleznie od wartosci wspétczynnikow
wagowych, podczas gdy w standardowych przedzialowych metodach punktu refe-
rencyjnego, opartych na parametryzacji (3.13) z funkcjami s; postaci (3.11) lub
(3.12), wymaga to stosowania arbitralnie malego wspétczynnika 5 > 0 i arbitralnie
duzego wspdlczynnika . Zatem, nawet w przypadku braku priorytetéw, LPRPC
nie jest modelem standardowych metod punktu referencyjnego zapisanym w ter-
minach programowania celowego, lecz jakosciowo inna metoda, $cidlej realizujaca
quasi—zadowalajacy model preferencji decydenta wyrazonych za pomoca poziomow
aspiracji i rezerwacji.
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Rozdzial 4

Modele preferencji z
elementami réwnosci

4.1 Rozwiazania symetrycznie efektywne

4.1.1 Symetryczna efektywnosé

Rézne rozwiazania efektywne problemu wielokryterialnego (1.7) sa rozwiaza-
niami najlepszymi w sensie réznych racjonalnych relacji preferencji (por. twierdze-
nie 1.3). Wiele praktycznych wielokryterialnych modeli decyzyjnych narzuca do-
datkowe wtasnogci relacji preferencji i, co za tym idzie, ogranicza wybdr rozwigzania
do odpowiedniego podzbioru calego zbioru rozwiazan efektywnych. Ten rozdzial
jest poswiecony problemom wielokryterialnym z ocenami jednorodnymi, ktérych
minimalizacja jest jednakowo wazna (Podinowski, 1975). To znaczy, poszczegdlne
indywidualne oceny y;, chociaz generowane przez rézne funkcje f;, sa wszystkie
wyrazone w tej samej skali, co pozwala na poréwnywanie ich wartosci. Dotyczy
to w szczegolnosci sytuacji, gdy poszczegdlne funkcje oceny wyrazaja indywidu-
alne oceny réznych uzytkownikéw pewnego systemu i poszukuje sie rozwiazania
mozliwie najbardziej zadowalajacego wszystkich uzytkownikéw. Oceny jednorodne
pojawiaja sie w licznych problemach dynamicznych, gdzie poszczegdlne funkcje
oceny reprezentuja te sama ocene w odniesieniu do réznych momentéw czasu (Klein
i inni, 1992). W problemach stochastycznych oceny jednorodne moga reprezen-
towaé rézne mozliwe warto$ci niedeterministycznej pojedynczej oceny (Bell i Ra-
iffa; 1988). Ponadto wiele technik modelowania probleméw decyzyjnych wprowa-
dza najpierw oceny jednorodne, a nastepnie dokonuje ich (bezstronnej) agregacji.
Dotyczy to na przyklad agregacji relacji przynaleznosci do zbioru rozmytego (por.
Zimmermann, 1985; Yager i Filev, 1995).

W zadaniach z ocenami jednorodnymi i jednakowo waznymi relacja preferen-
cji decydenta powinna by¢ bezstronna ze wzgledu na indywidualne funkcje oceny.
To znaczy, przy danym zestawie funkcji oceny wazny jest tylko rozktad wartosci

133
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osiagnietych przez te funkcje dla danej decyzji, a nie jest wazne, jaka funkcja jaka
wartos¢ pryjeta. Wymaganie to jest formulowane matematycznie jako witasnoscé
anonimowosci relacji preferencji.

Definicja 4.1 Mdéwimy, zZe relacja preferencji =< jest anonimowa (bezstronna)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kaidego wektora oceny € Y

(yT(1)7 Yr)s--- >y'r(m)) = (yla Y2, .. ,ym) (41)

dla dowolnej permutacji T zbioru I ={1,2,...,m}.

Relacje preferencji, ktéra oprécz warunkéw zwrotnosci (1.3), przechodniosci
(1.4) i $cistej monotonicznosci (1.5) spetlnia dodatkowo warunek anonimowosci (4.1),
bedziemy dalej nazywaé anonimowo racjonalng relacja preferencji. Taka relacja
jest na przyklad relacja preferencji odpowiadajaca minimalizacji sumy wszystkich

funkcji oceny m

m
Yy e > ou<> vl (4.2)
=1 i=1

Szereg wielokryterialnych probleméw decyzyjnych z jednorodnymi ocenami wy-
maga anonimowo racjonalnych relacji preferencji. Jako podstawowego przykladu
problemu decyzyjnego z anonimowo racjonalng relacja preferencji bedziemy uzywacé
w tym rozdziale zagadnienia lokalizacyjnego. Ogélny problem lokalizacyjny mozna
sformutowaé nastepujaco. Dany jest zbiér m klientéw (jednostek przestrzennych)
oraz zbior n potencjalnych lokalizacji obiektow. W szczegdlnosci moze to by¢ pod-
zbiér (lub caly zbidr) punktéw reprezentujacych klientéw. Ponadto dana jest liczba
p (p < n) obiektéw do lokalizacji. Decyzje mozna tu opisaé¢ poprzez zmienne bi-
narne z; (j = 1,2,...,n) réwne 1, gdy ma by¢ uzyta j—ta lokalizacja, a 0 w przeciw-
nym przypadku. Zmienne decyzyjne x; musza spetnia¢ ograniczenie 2?21 T; =Dp.
Nastepnie zaktada sie, ze dla kazdego klienta ¢ = 1,2,...,m jest zdefiniowana
funkcja f;(x) rozlokowania obiektéw x = (x1,x3,...,%,). Jest ona miarg satysfak-
cji i-tego klienta z danego rozlokowania obiektéw. W typowych sformulowaniach
probleméw lokalizacyjnych funkcja ta jest zwykle zwiazana z odlegloécia i dlatego
jej mniejsza wartos¢ oznacza wyzsza satysfakcje klienta, a wiec kazda funkcja f;
jest minimalizowana. Zatem ogdlny problem lokalizacyjny moze byé¢ sformutowany
jako nastepujacy wielokryterialny problem minimalizacji

min {f(x) : Y z;=p, x;€{0,1} dlaj=12...,n} (4.3)

j=1
Funkcje f; zaleza zwykle od wspélczynnikéw odleglosci d;; (¢ = 1,2,...,m;j =
1,2,...,n) wyrazajacych odleglo$¢ i—tego klienta od lokalizacji j. W standardo-
wym problemie lokalizacyjnym (bez ograniczeri pojemnosciowych) zaklada sie, ze
wszystkie potencjalne obiekty wykonuja ten sam rodzaj ustugi i kazdy klient jest
obstugiwany przez obiekt najblizej usytuowany. Zatem poszczegélne funkcje oceny
przyjmuja nastepujaca postac

filx) = j_nllinn {dij : zj =1} dlai=1,2,...,m (4.4)

)
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Funkcje te mozna zapisa¢ w jawnej postaci funkcji kawatkami liniowych jako

fi(x) :j—nlli . (dij —dl‘j—Fd) dlai=1,2,...,m (4.5)
gdzie d jest arbitralnie duza liczba (wigksza od wszystkich wspdlezynnikéw od-
leglodci d;;). Problem (4.3) z funkcjami celu (4.4) lub (4.5) jest klasycznym,
najczesciej analizowanym dyskretnym problemem lokalizacji. Jednakze w wielu
problemach lokalizacyjnych zbiér dopuszczalny ) ma bardziej zlozona strukture.
Decyzje przydziatu sa zwykle modelowane przy uzyciu dodatkowych zmiennych de-
cyzyjunych x; (i =1,2,...,m;j = 1,2,...,n) réwnych 1, gdy lokalizacja j—ta jest
uzyta do obstugi i—tego klienta, a 0 w przeciwnym przypadku. Zmienne przydzialu
musza spelnia¢ nastepujace ograniczenia

=1 dlai=1,2,....m (4.6)
j=1

gy <a;  dlai=12..m i j=12...n (4.7)
ri;€{01)  dlai=12...m i j=12...n (4.8)

Przy jawnym uzyciu zmiennych przydziatu funkcje oceny f; moga by¢ zapisane w
postaci liniowej

fix) =" dyal; dlai=1,2,...,m (4.9)
j=1

Problem (4.3) moze by¢ rozpatrywany jako wielokryterialny problem decyzyjny
z ocenami jednorodnymi. Ponadto przy lokalizacji obiektéw publicznych rozktad
odlegtosci wsréd klientéw jest czynnikiem istotnym i dlatego model preferencji
powinien mie¢ wilasno$¢ anonimowo$ci. Zauwazmy, ze w przypadku zbioru po-
tencjalnych lokalizacji obiektéw bedacego podzbiorem lokalizacji klientéw kazde
rozwiazanie dopuszczalne przypisuje oceny réwne 0 funkcjom oceny odpowia-
dajacym klientom w wybranych lokalizacjach i dodatnie oceny pozostalym funk-
cjom. Kazde rozwiazanie dopuszczalne jest wtedy rozwiazaniem efektywnym prob-
lemu (4.3) i wyznacza najlepsze lokalizacje w sensie pewnej racjonalnej relacji pre-
ferencji. Dopiero dodanie wymagania anonimowosci relacji preferencji powoduje,
ze jest brany pod uwage rozklad odleglodci.

Przyjmujac jako podstawe zbidr wszystkich anonimowo racjonalnych relacji
preferencji, mozemy zdefiniowa¢ odpowiednie pojecia dominacji wektoréw ocen i
rozwiazan efektywnych, analogicznie jak dla racjonalnych relacji preferencji w pod-
rozdziale 1.2.

Definicja 4.2 Mdéwimy, ze wektor ocen'y’ € Y dominuje symetrycznie y” € Y lub
y" jest symetrycznie dominowany przez 'y’ wtedy i tylko wtedy, gdy y' < y" dla
wszystkich anonimowo racjonalnych relacji preferencyi.

Definicja 4.3 Mdwimy, Ze wektor ocen'y’ € Y jest symetrycznie indyferentny z
y' €Y wtedy i tylko wtedy, gdy y' = y" dla wszystkich anonimowo racjonalnych
relacji preferencyi.
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Definicja 4.4 Mdéwimy, ze wektor ocen 'y’ € Y stabo dominuje symetrycznie y” €
Y lub y” jest stabo dominowany symetrycznie przez y' wtedy 1 tylko wtedy, gdy
y' 2y” dla wszystkich anonimowo racjonalnych relacji preferencyi.

Relacje symetrycznej dominacji <., indyferencji =2, i stabej dominacji <,
speliaja warunki (1.1)—(1.2), czyli stanowia relacje preferencji <,. Co wiecej,
spelia ona warunki zwrotnosci (1.3), przechodniodci (1.4), Scistej monotonicznosci
(1.5) 1 anonimowosci (4.1), czyli jest anonimowo racjonalng relacja preferencji. Re-
lacja dominacji <, jest najogdlniejsza anonimowo racjonalna relacja preferencji i
kazda anonimowo racjonalna relacja preferencji < jest z nia zgodna w tym sensie,
ze y/ ja y// = y/ j y//

Relacja symetrycznej dominacji moze byé wyrazona jako relacja nieréwnosci
dla wektoréow ocen, ktérych wspoélrzedne sa uporzadkowane nierosnaco. Formal-
nie mozna to zapisa¢ z uzyciem przeksztalcenia © : R™ — R™ porzadkujacego
nierosnaco wspéhzedne wektoréw ocen (por. podrozdzial 1.3), czyli O(y) =

(01(y), 02(y),-..,0m(y)), gdzie 01(y) > O2(y) > -+ > 0,,(y) oraz istnieje per-
mutacja 7 zbioru I taka, ze 0;(y) = y-) dla i = 1,2,...,m. Zauwazmy, zZe relacja

y <y & eFy)=ewy" (4.10)
jest zwrotna, przechodnia i anonimowa. Ponadto prawdziwe sa zalezno$ci
oy) <o) = (er)=er”) i ey #ew))
oy)=0w") = (er)=er”) i er")=ew))
Zatem relacja (4.10) jest relacja preferencji z relacjami scistej preferencji i indyfe-
rencji okre$lonymi odpowiednio jako
y =y" e eF) <oy (4.11)
vy & oF)=0(Fy") (4.12)
Ponadto dla dowolnego i € I prawdziwa zaleznos¢
Oy —ce;) <O(y) dlae>0

czyli relacja (4.10), jest anonimowo racjonalna relacja preferencji.

Twierdzenie 4.1 Dla dowolnych wektoréw ocen y',y" € Y

y/ <. y// = @(y/) < @(y//)
Dowéd. Relacja (4.10) jest anonimowo racjonalna relacja preferencji. Zatem
bezposrednio z definicji symetrycznej dominacji wynika prawdziwos¢ implikacji

y/ <. y// = @(y/) = @(y//)

Dla udowodnienia odwrotnej implikacji zalézmy, ze ©(y’) = O(y"). Zauwazmy,
ze dla kazdej anonimowo racjonalnej relacji preferencji < prawdziwa jest zalezno$é
vy 20(y') 20(y") 2y”. Stad otrzymujemy y' <, y". |
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Whiosek 4.1 Wektor ocen y' € Y dominuje symetrycznie y” € Y wtedy i tylko
wtedy, gdy ©(y’) < O(y”).

Whniosek 4.2 Wektor ocen y' € Y dominuje symetrycznie y” € Y wtedy i tylko
wtedy, gdy istniejq permutacje 7' i 7" takie, ze

(W) Yrr@)s > Yrr () < Y1) Yoy - Y (m))
Dowdéd. Dostatecznosé warunku wynika bezposrednio z definicji symetrycznej
dominacji. Natomiast jego konieczno$¢ wynika z wniosku 4.1. |

Whniosek 4.3 Dia kazdej anonimowo racjonalnej relacji preferencji = prawdziwe
sq zaleznosci

oy)=ely") = y =<y"

oy)<oely") = y' <y

Relacja dominacji <4 moze by¢ ilustrowana za pomoca tzw. struktury domina-
cji (por. (1.10)), czyli przeksztalcenia przyporzadkowujacego wektorom oceny € Y
zbiér dominowania

D(y)={deY : y<ay+d}ju{o}

7 wniosku 4.2 wynika, ze struktura dominacji symetrycznej zalezy od polozenia
wektora y wzgledem prostej réwnych ocen (y1 = y2 = -+ = ypm). W ogdluym
przypadku zbiér D(y) nie jest stozkiem i nie jest zbiorem wypuklym. Rysunek 4.1
przedstawia D(y) zaczepiony w y, czyli zbiér y + D(y).

Y21

Rysunek 4.1:

Rys. 4.1. Struktura symetrycznej dominacji w R?

Definicja 4.5 Wektor ocen y© € A nazywamy symetrycznie niezdominowanym
wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje y € A taki, e y dominuje symetrycznie y°.
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Bezposrednio z definicji wektora symetrycznie niezdominowanego i wniosku 4.1
wynikaja nastepujace wnioski.

Whiosek 4.4 Wektor ocen y® € A jest wektorem symetrycznie niezdominowanym
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje anonimowo racjonalna relacja preferencji < taka,
e dla zadnego y € A nie zachodziy <y .

Whniosek 4.5 Wektor ocen y° € A jest wektorem symetrycznie niezdominowanym
wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje y € A taki, ze O(y) < O(y?).

Twierdzenie 4.2 Wektor ocen y° € A jest wektorem symetrycznie niezdomino-
wanym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje spojna, anonimowo racjonalna relacja pre-
ferencji < taka, ze y° <y dla wszystkichy € A.

Dowéd. Zalézmy, ze dla pewnej spdjnej, anonimowo racjonalnej relacji preferencji
=< prawdziwa jest zaleznoéé y =< y dla wszystkich y € A. Zatem dla zadnego
y € A nie zachodzi y < y°. Tym samym, zgodnie z wnioskiem 4.4, wektor y° jest
symetrycznie niezdominowanym wektorem ocen.

Niech y° € A bedzie symetrycznie niezdominowanym wektorem ocen. Okreslmy
relacje

Y Zoy" e max (6i(y) - 0i(y") < max (0i(y") - 0:i(y"))

m
1
Yi
i=1 i=1

m
iYY<

Dla tak okreélonej relacji y° <, y dla wszystkich y € A. Latwo sprawdzié, ze
relacja <, jest zwrotna, przechodnia, spéjna i anonimowa. Ponadto odpowiednia
relacja <, przyjmuje postac

Y <oy" & max (6;(y) —0;(y°) < max (6:i(y") —0i(y°))

i=1,....,m i=1,....,m

i spelia warunek $cistej monotonicznosei (1.5). Tym samym relacja <, jest spéjna,
anonimowo racjonalng relacja preferencji, co koriczy dowdd twierdzenia. |

Twierdzenie 4.3 Jezeli zbidr osiagalnych wektoréw ocen A # () jest domkniety i
istnieje wektor y* € Y dominujacy symetrycznie wszystkie osiagalne wektory ocen
y € A, to istnieje symetrycznie niezdominowany wektor ocen y° € A.
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Dowdéd. Niech y’ € A bedzie dowolnym osiagalnym wektorem ocen. Rozpatrzmy
zbior A’ ={y e A : X", vi <>, yi}. Zbiér A’ jest zawarty w zbiorze

Yo={yeY : yy>y* dlai=12,...,m, Zyzgz v}
i=1 i=1

gdzie y* = min;—1 Y. Zatem A’ jest ograniczonym zbiorem domknietym. Z
tego wynika, ze zadanie

m
min {Z y - ye A}
i=1

ma rozwiazanie optymalne y° € A’. Co wiecej, dla kazdego y € A prawdziwa jest
. 7 z 2 m 0 m . 0 : 7 . . . .

nieréwnosé > .0,y < D0 v, czyli yU jest réwniez rozwigzaniem optymalnym

zadania

min {Z yi : yeA} (4.13)

Zauwazmy, ze relacja preferencji definiowana przez minimalizacje (4.13) wyraza sie
wzorem (4.2) i jest anonimowo racjonalna relacja preferencji. Zatem, zgodnie z
wnioskiem 4.4, y° jest symetrycznie niezdominowanym wektorem ocen. |

Definicja 4.6 Rozwiqzanie dopuszczalne x € QQ nazywamy symetrycznie efektyw-
nym rozwigzaniem wielokryterialnego problemu (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy wek-
tor ocen'y = f(x) jest symetrycznie niezdominowany.

Z wnioskéw 4.4 i 4.5 i twierdzenia 4.2 wynikaja nastepujace charakterystyki
rozwiazan symetrycznie efektywnych.

Whniosek 4.6 Wektor dopuszczalny x° € Q jest symetrycznie efektywnym rozwig-
zaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje anoni-

mowo racjonalna relacja preferencji =X taka, Ze dla Zadnego x € @ nie zachodzi
f(x) < f(x").

Whiosek 4.7 Wektor dopuszczalny x° € Q jest symetrycznie efektywnym rozwig-
zaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje spdjna,
anonimowo racjonalna relacja preferencii < taka, e £(x°) < £(x) dla kaidego

X € Q.

Whiosek 4.8 Wektor dopuszczalny x° € Q jest symetrycznie efektywnym rozwiq-
zaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje x € Q
taki, ze O(f(x)) < O(f(x)).

Whiosek 4.9 Dla dowolnej permutacji T zbioru {1,2,...,m} wektor x° € Q jest
symetrycznie efektywnym rozwigzaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i
tylko wtedy, gdy jest symetrycznie efektywnym rozwigzaniem zadania

min {(fT(l)(X)V f‘r(2)(x)a ey fT(m) (X)) P Xe Q}
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Whniosek 4.10 Dla dowolnej scisle rosnacej funkcji s : R — R wektor x° € Q
jest symetrycznie efektywnym rozwigzaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy
i tylko wtedy, gdy jest symetrycznie efektywnym rozwiazaniem zadania

min {(s(f1(x)), s(f2(%)), .-, s(fm(x))) : x € Q}

Zauwazmy, ze zgodnie z wnioskami 4.9 i 4.10, symetryczna efektywnosé
rozwiazania nie zalezy od kolejnosci funkcji oceny i od $cisle monotonicznej zmiany
skal indywidualnych ocen. W odréznieniu od wniosku 1.9, dotyczacego rozwiazan
efektywnych, we wniosku 4.10 wszystkie funkcje oceny sa skalowane za pomoca tej
samej $cisle rosnacej funkcji s.

Symetryczna efektywnosé jest silniejsza od standardowej efektywnosci, a zbior
rozwiazan symetrycznie efektywnych jest podzbiorem standardowego zbioru roz-
wiazan efektywnych. Dowodzi tego nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.4 Kaide rozwigzanie symetrycznie efeklywne jest rozwigzaniem
efektywnym.

Dowdéd. Niech x° bedzie rozwiazaniem symetrycznie efektywnym. Na mocy twier-
dzenia 4.4 istnieje anonimowo racjonalna relacja preferencji < taka, ze dla zadnego
X € @ nie zachodzi f(x) < f (xo). Anonimowo racjonalna relacja preferencji jest w
szczegdlnosci racjonalng relacja preferencji. Zatem, na mocy wniosku 1.3, x° jest
rozwigzaniem efektywnym. |

Stanowiace gléwny przedmiot naszych rozwazan zadania WPL i WPLD maja
domkniete zbiory rozwiazan dopuszczalnych @ i liniowe funkcje oceny f;. Zatem
domkniete sa odpowiednie zbiory ocen osiagalnych A. Co wiecej, w przypadku re-
gularnego zadania WPL lub WPLD, zbiér @ jest niepusty oraz istnieja rozwiazania
optymalne X (i = 1,2,...,m) jednokryterialnych zadan (1.9). Stad A # () i wszyst-
kie osiggalne wektory ocen y € A sa symetrycznie dominowane przez wektor y*,
gdzie yf = fi(x") dlai = 1,2,...,m. Z twierdzenia 4.3 wynika wiec nastepujacy
wniosek.

Whniosek 4.11 Regularne zadania WPL i WPLD maja rozwiqzania symetrycznie
efektywne.

Przyklad 4.1. Dla zilustrowania koncepcji symetrycznej dominacji i symetrycznej
efektywnosci rozpatrzmy problem lokalizacji dwéch obiektow do obstugi dziesieciu
klientéw. Dla utatwienia analizy problemu przyjmujemy lokalizacje poszczegélnych
klientéw U1, U2,...,U10 jako punkty na osi X o wspdlrzednych: 0, 4, 5, 6, 8, 17, 18,
19, 20 i 28, z ktoérych kazdy moze by¢ potencjalng lokalizacja obiektu. Zaktadamy,
ze kazdy obiekt ma nieograniczona pojemnosé i kazdy klient jest obstugiwany przez
najblizszy obiekt. Zatem problem przyjmuje postaé¢ (4.3)—(4.4) z m =n = 10 i
p=2.

Tablica 4.1 zawiera cztery rézne rozwigzania problemu lokalizacji. Pierwsze
z nich odpowiada podejsciu leksykograficznego minimaksimum (1.38) i polega na
umieszczeniu obiektéw w punktach U2 1 U9. W drugim wierszu tablicy 4.1 znajduje
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Tablica 4.1
Rozwiazania zadania lokalizacji dla przyktadu 4.1
Tablica 4.1:
Rozw. Wektor ocen Uporzadkowany wektor ocen
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
U2 U9 4 0 1 2 4 3 2 1 0 8 8 4 4 3 2 2 1 1 0 0
Ul U9 0 4 5 6 8 3 2 1 0 8 8 8 6 5 4 3 2 1 0 0
U3 U8 5 1 0 1 3 2 1 0 1 9 9 5 3 2 1 1 1 1 0 0
Uir vUio|o0 4 5 6 8 11 10 9 8 0 1 10 9 8 8 6 5 4 0 0

sie inne rozwiazanie minimaksowe. W tym rozwiazaniu obiekty sa umieszczone w
punktach Ul i U9. Nastepne wiersze zawieraja rozwigzanie minimalizujace sume
ocen (1.18) oraz rozwiazanie minimalizujace wspélezynnik Giniego, ktéry jest naj-
bardziej popularna miara rozbieznosci ocen stosowana w ekonomii (Sen, 1973).
Problemami minimalizacji rozbieznosci ocen zajmiemy sie dokladniej w nastepnym
podrozdziale. W pierwszym z tych rozwiazan obiekty sa umieszczone w punktach
U3 1 U8, a w drugim w punktach Ul i U10.

Zauwazmy, ze zadne sposréd czterech rozwiazan (wektoréw ocen) wystepuja-
cych w tablicy 4.1 nie jest dominowane przez inne. Wszystkie sa rozwiazaniami
efektywnymi, poniewaz ze specyfiki problemu wynika, ze kazde rozwiazanie do-
puszczalne jest rozwiazaniem efektywnym. Natomiast uporzadkowany wektor ocen
drugiego rozwiazania jest dominowany przez uporzadkowany wektor ocen pierw-
szego rozwigzania, a uporzadkowany wektor ocen czwartego rozwigzania jest do-
minowany przez trzy pozostate. Zatem, zaréwno rozwiazanie drugie, jak i czwarte
nie sa symetrycznie efektywne. (Il

4.1.2 Techniki generacji

Rozwiazania efektywne zadania wielokryterialnego mozna wyznaczaé rozwia-
zujac skalaryzacje zadania wielokryterialnego (1.13) z funkcja skalaryzujaca s :
R™ — R definiujaca relacje preferencji <y spehiajaca warunek sScistej monoto-
nicznosci (por. twierdzenie 1.6). Jezeli relacja <, spelia ponadto warunek ano-
nimowosci (4.1), to generowane przez te skalaryzacje rozwiazanie efektywne jest
rowniez symetrycznie efektywnym rozwiazaniem zadania wielokryterialnego. Do-
tyczy to w szczegdlnosdei skalaryzacji (1.18), polegajacej na minimalizacji sumy
wszystkich funkcji oceny f;(x), i regularyzowanego zadania minimaksowego (1.36).

Twierdzenie 4.5 Rozwigzanie optymalne zadania (1.18), czyli zadania postaci
min {Z filx) : xe@}
i=1

jest symetrycznie efektywnym rozwiqzaniem zadania wielokryterialnego (1.7).
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Dowdéd. Niech x° € Q bedzie rozwiazaniem optymalnym zadania (1.18). Relacja
preferencji definiowana przez zadanie (1.18) wyraza sie wzorem (4.2) i jest anoni-
mowo racjonalng relacja preferencji. Zatem, zgodnie z wnioskiem 4.4, f (xo) jest
symetrycznie niezdominowanym wektorem ocen i, co za tym idzie, wektor x° jest
symetrycznie efektywnym rozwiazaniem zadania wielokryterialnego (1.7). ]

Twierdzenie 4.6 Rozwiqzanie optymalne leksykograficznego zadania (1.36), czyli
zadania postaci

1=1,....m

lexmin {( max fi(X),Z fi(x)) : xe€eQ}
i=1

jest symetrycznie efektywnym rozwiqzaniem zadania wielokryterialnego (1.7).
Dowdéd. Niech x° € Q bedzie rozwiazaniem optymalnym zadania (1.36). Relacja
preferencji definiowana przez zadanie (1.36) wyraza sie wzorem
y<y' & max y,. < max vy lub
i=1,....,m

i=1,....m 1,...,

m m

/ 1! . / 1

max yi= max gyl i Y yi<Y oy

i=1,....m i=1,....m
i=1 i=1

i jest anonimowo racjonalng relacja preferencji. Zatem, zgodnie z wnioskiem 4.4,

f (XO) jest symetrycznie niezdominowanym wektorem ocen i, co za tym idzie, wektor
x0 jest symetrycznie efektywnym rozwiazaniem zadania (1.7). |

Skalaryzacja (1.18) moze by¢ wykorzystywana do wyznaczania réznych rozwia-
zan efektywnych przez uzywanie réznych wspélczynnikéw wagowych dla poszcze-
gblnych funkcji oceny (por. wniosek 1.15). Stosowanie réznych wag dla posz-
czegblnych funkcji oceny narusza jednak warunek anonimowosci relacji preferencji
definiowanej przez skalaryzacje. Dlatego metoda wazenia ocen nie moze by¢ zasto-
sowana przy poszukiwaniu rozwiazan symetrycznie efektywnych.

Zauwazmy, ze wniosek 4.8 moze by¢ wyrazony w terminach zadania z wektorowa
funkcja uporzadkowanych ocen O(f(x)) = (01 (f(x)),...,0n(f(x))), gdzie 0;(f(x)),
jak poprzednio, oznacza i—ta sktadowa wektora wyniku operacji porzadkowania

O(f(x
(FGx)) min {O(f(x)) : x € Q} (4.14)
Whniosek 4.12 Rozwigzanie dopuszczalne x € @Q jest symetrycznie efektyw-

nym rozwigzaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy jest
rozwigzaniem efektywnym problemu wielokryterialnego (4.14).

Stosujac optymalizacje leksykograficzng (1.32) do zadania (4.14) otrzymujemy
leksykograficzny minimaksowy problem (1.38), czyli zadanie postaci

lexmin {(0; (f(x)), 02(f(x)),...,0n(f(x))) : x € Q}
Na mocy twierdzenia 1.15 i wniosku 4.12 prawdziwy jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.13 Rozwigzanie optymalne leksykograficznego zadania minimaksowego
(1.38) jest symetrycznie efektywnym rozwiqzaniem zadania wielokryterialnego

(1.7).
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Stosujac metode wag (1.19) do zadania (4.14) mozna generowaé rézne rozwia-
zania efektywne problemu (4.14) i, co za tym idzie, rézne symetrycznie efektywne
rozwiazania oryginalnego zadania wielokryterialnego (1.7). Podejscie takie odpo-
wiada przypisaniu wag do wspoélczynnikéw uporzadkowanych wektorow ocen. Taka,
technike zaproponowal Yager (1988) w tak zwanej agregacji OWA (Ordered Weigh-
ted Averaging). Stosujac operator agregacji OWA do wielokryterialnego problemu
(1.7) otrzymujemy problem jednokryterialny

min {Z wib;(F(x)) : x € Q} (4.15)

Na mocy wnioskéw 4.12 i 1.15 prawdziwy jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.14 Dla dowolnych dodatnich wag w; kazde rozwigzanie optymalne
problemu (4.15) jest symetrycznie efektywnym rozwigzaniem problemu wielokry-
terialnego (1.7).

Niestety technika agregacji OWA (4.15) nie stanowi zupelnej parametryzacji
catego zbioru rozwiazan symetrycznie efektywnych. Wynika to ze specyfiki tech-
niki wazenia ocen w problemach wielokryterialnych (por. przyklad 1.2). W przy-
padku wielokryterialnych probleméw dyskretnych (jak problem lokalizacji (4.3)—
(4.4)) istnieja rozwiazania symetrycznie efektywne, ktére nie moga by¢ wygenero-
wane jako rozwiazania optymalne problemu (4.15) dla zadnego zbioru dodatnich
wag. Pokazemy to na malym przykladzie.

Przyklad 4.2. Rozpatrzmy problem umiejscowienia pojedynczego obiektu w jed-
nej z trzech potencjalnych lokalizacji (P1, P2 i P3) do obstugi dwéch klientéw (C1 i
C2). Odleglosci pomiedzy poszczegdlnymi klientami i potencjalnymi lokalizacjami

sa nastepujace: dy1 = 15, d1o = 14, d13 = 12, do; = 10, doo = 11, dag = 12.
Zauwazmy, ze wszystkie trzy rozwiazania dopuszczalne sa efektywne w standar-
dowym i symetrycznym sensie. Latwo sprawdzié, ze stosujac agregacje OWA nie
mozna wybraé lokalizacji P2 dla zadnego zbioru dodatnich wag. Jezeli 3w; < 2wa,
to lokalizacja P1 jest jednoznacznym rozwiazaniem optymalnym problemu (4.15).
Jezeli 3wy > 2w, to lokalizacja P3 jest jednoznacznym rozwiazaniem optymalnym
problemu (4.15). W konicu, gdy 3w; = 2w,, wtedy obie lokalizacje P1 i P3 sa opty-
malne. Lokalizacja P2 nigdy nie jest rozwiazaniem optymalnym problemu (4.15).
O

Zupela parametryzacje zbioru rozwiazan symetrycznie efektywnych mozna
otrzymaé stosujac metody punktu referencyjnego do zadania (4.14). Stosujac pa-
rametryzacje (3.4) do zadania (4.14) otrzymujemy
m

si(ai, 0:(F(x)), Y si(ai,0:(f(x))): x€Q}, a€Y  (4.16)
i=1

Bezposrednio z wnioskow 4.12; 3.1 i twierdzenia 3.2 wynikaja nastepujace wnioski.

lexmin {( max
i=1,....m

Whniosek 4.15 Dla dowolnych funkcji s;(a;,y;) $cisle rosnacych wzgledem y;
rozwiqzanie optymalne zadania (4.16) jest symetrycznie efektywnym rozwigzaniem
zadania wielokryterialnego (1.7).
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Whniosek 4.16 Jezeli dla kazdego wektora poziomow aspiracji a € Y funkcje
si(ai,y;) sa $cisle rosnace wzgledem y; i spetniaja warunek (3.6), to kazde syme-
trycznie efektywne rozwiqzanie x° wielokryterialnego zadania (1.7) jest rozwiqza-
niem optymalnym zadania (4.16) dla wektora aspiracji a® = O(£(x)).

Whniosek 4.17 Jezeli dla kazdego wektora poziomdw aspiracji a € Y funkcje
si(ai,y;) sa scisle rosnace wzgledem y; i spelniaja warunek (3.6), to dla dowolnego
symetrycznie efektywnego rozwiqzania x° zadania wielokryterialnego (1.7) istnieje
wektor poziomdw aspiracji a° € Y taki, Ze x° jest rozwigzaniem optymalnym odpo-
wiedniego zadania (4.16).

Zauwazmy, ze poszczegdlne wspdirzedne wektora aspiracji a uzytego w paramet-
ryzacji (4.16) odpowiadaja wspéhrzednym uporzadkowanego wektora ocen ©(f(x)).
W szczegdlnosci, dla wyznaczenia symetrycznie efektywnego rozwiazania x° za po-
moca parametryzacji (4.16) jako wektor aspiracji nalezy przyjaé¢ a® = O(f(x")).
Tym samym mozna ograniczy¢ sie do uzywania tylko uporzadkowanych wektorow
aspiracji (a = O(a), czyli a1 > ag > -+ > ay,). Jest to réwnowazne zastapieniu
parametryzacji (4.16) przez nastepujaca

si(0i(a), 0i(£(x))), Y si(0i(a), 6i(£(x)))) : x € Q}  (4.17)

=1

%

lexmin {( max
=1,....m

Relacja preferencji parametryzacji (4.17) spelia nastepujacy odpowiednik wa-

runku (3.1)

©(y) £6(a) i O(y)#6(a)) = a<y (4.18)
Oznacza to, ze kazdy wektor y® taki, ze O(y®) = O(a) jest preferowany w stosunku
do dowolnego wektora ocen y € Y, ktéry nie dominuje symetrycznie y® i nie
stanowi permutacji wektora y®, czyli

yZ.y" = y'<y (4.19)

Twierdzenie 4.7 Dia dowolnego wektora aspiracji a € Y, jezeli funkcje s;(ai,y;)
sq $cisle rosnace wzgledem y; i spelniaja warunek (3.6), to relacja preferencyi de-
finiowana przez leksykograficzng minimalizacje (4.17) jest zwrotna, przechodnia,
$cisle monotoniczna i anonimowa oraz spelnia warunek (4.18).

Dowdd. Zwrotnosé i przechodniosé relacji preferencji definiowanej przez mini-
malizacje (4.17) jest oczywista. Anonimowosé relacji wynika z uzycia operatora
porzadku ©.

Dla wykazania $cistej monotonicznosci zauwazmy, ze relacja (4.10) jest ano-
nimowo racjonalna relacja preferencji, czyli dla dowolnego 7 € I prawdziwa jest
zaleznosé

Oy —ce;)) <O(y) dlae>0
Stad, na mocy wnioskéow 1.21 i 1.2, otrzymujemy $cista monotonicznosé relacji
preferencji definiowanej przez minimalizacje (4.17).

Na mocy twierdzenia 1.11 prawdziwa jest implikacja O(y) 7<é O(a) = 0O(a) <y

Stad po uwzglednieniu, ze ©(a) = a, otrzymujemy implikacje (4.18). |
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Wystepujacy w definicji parametryzacji (4.17) operator porzadku © powoduje,
ze ten problem jest bardzo trudny do implementacji. Dla najprostszych funkcji s;

postaci
si(ai,yi) = yi — a; (4.20)
mozliwe jest zastapienie operatora porzadku zadaniem przydzialu. Zauwazmy, ze
dla dowolnych wektoréw y € Y ia € Y oraz dowolnej permutacji 7 zbioru indeksow
I prawdziwe sa nastepujace zaleznosci
max {0;(y) —a;;} = max {bi(y) —0i(a)}
i=1,....m i=1,....,m
m m
Z (0:(y) — arp)) = Z (0:(y) — 0i(a))

i=1

i=1
Tym samym zadanie (4.17) z funkcjami s; postaci (4.20) moze by¢é zapisane w
postaci

m

lexmin (| max 2z, Z 2;)
i=1,...,m

i=1

pod warunkiem, ze x € Q

m m
Zi:fi(x)_z ajug, Zuilzl dlai=1,2,...,m
I1=1 1=1

m
Z ugp=1 dlal=1,2,...,m
i=1

ug €{0,1} dlai=1,2,...,m; 1=1,2,...,m

Techniki tej nie mozna jednak rozszerzyé na ogdlne funkcje s; postaci (3.5) lub
(3.7) z réznymi czynnikami skalujacymi ;.

4.1.3 Podejscie dystrybucyjne

Stosujac uporzadkowane wektory aspiracji w parametryzacji (4.17), okreslamy
w pewnym sensie preferowany rozklad ocen. Dla wielokryterialnych problemow
dyskretnych ze skoriczonymi zbiorami wartosci ocen mozemy zajmowac sie bezpos-
rednio dystrybucja ocen. Niech V' = {vg,v1,...,v,} (vg > v1 > -+ > v,.) oznacza
zbior wszystkich mozliwych réznych wartosci funkcji oceny f; dla x € Q, czyli A C
V™ C Y. Mozemy wprowadzi¢ funkcje catkowite hy(y) (k= 0,1,...,r) wyrazajace
liczbe wartosei v, wystepujacych w wektorze ocen y = f(x). Analitycznie funkcje
hi mozna wprowadzi¢ do modelu poprzez przypisanie im dodatkowych zmiennych
(binarnych) wu;; wedtug wzordw

hi(y) = ik dla k=0,1,...,7 (4.21)
=1

T
Yi =) Uklik dlai=1,2,....m (4.22)
k=0
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> uig =1 dlai=1,2,....,m (4.23)
k=0

uwp € {0,y  dlai=1,2....m i k=0,1,...,r (4.24)

Zauwazmy, ze Y, _o hi(y) = m. Zatem jedna z funkcji, przyjmijmy h,, moze by¢
pominieta i r—wymiarowa funkcja wektorowa h(y) = (ho(y), hi(¥),. .., hr—1(y))
jednoznacznie opisuje rozklad warto$ci wspotrzednych wektora ocen y

h(y')=h(y") <« O(y)=0(")

W wielu problemach dyskretnych wartosci funkeji hy(f(x)) sa dostepne bez-
posrednio, bez uzycia dodatkowych zmiennych w;,. Dotyczy to w szczegdlnosci
probleméw lokalizacyjnych z jawnymi zmiennymi przydzialu (4.6)—(4.8). Po-
dzielmy zbiér wszystkich indekséw (i,7) ¢ = 1,...,m;5 = 1,...,n na klasy Cj
(k = 0,1,...,r) zdefiniowane réwnymi wspétczynnikami odleglosci d;;. Niech
d(Cy) (k = 0,1,...,r) oznacza wartos¢ wspélczynnika odlegtosci dla klasy Cf i
d(Cp) > d(Cy) > -+ > d(C;). Prawdziwa jest wtedy zaleznosé

he(f(x) = > aj; dlak=0,1,...,r (4.25)
(1,5)€Ck
czyli hy(f(x)) jest linjowa funkcja zmiennych przydziatu z}; wystepujacych w za-
daniu lokalizacyjnym (4.6)—(4.8).
Majac zdefiniowans wektorows funkcje rozkladu h mozemy zastosowaé¢ do niej
liniowy operator kumulacji I' = (y1,72, ..., ), gdzie dla q € R"
k—1
w@=Y a dak=12,..r (4.26)
1=0
W ten sposob otrzymujemy funkeje wektorowa h(y) = I'(h(y)), ktérej poszczegdlne
wspolrzedne stanowia skumulowane funkcje rozktadu

k-1
ﬁk(y):Zhl(y) dlak=1,2,....r (4.27)
1=0

To znaczy, ze funkcja i_zlj(y) wyraza liczbe ocen wigkszych od vg. Funkcja wek-
torowa h(y) = (hi(y),h2(y),...,h-(y)) opisuje jednoznacznie rozklad wartosci
wspoéirzednych wektora ocen y, czyli
) h(y') =h(y") < 6@)=06(")
Zatem h jest réoznowarto$ciowym przeksztatceniem zbioru
Y={yeR™ : y1>y2> > ym} (4.28)

w zbidr

Zim=1a€Z" 1 0<q1 << <g <m} (4.29)

Rozpatrzmy problem wielokryterialny
min {(hy(f(x)), he(f(x)), ..., h.(F(x))) : x € Q} (4.30)
Okazuje sie, ze symetryczna dominacja wektorow ocen y = f(x) dla zadania

wielokryterialnego (1.7) jest réwnowazna standardowej dominacji wektoréw ocen
h(y) = (h1(y), ha(y), ..., h:(y)) dla wielokryterialnego zadania (4.30).
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Twierdzenie 4.8 Dla dowolnych wektoréw ocen y',y" € V™

h(y') <h(y") & @) <o)
Dowéd. Niech h(y') < h(y”), czyli hp(y’) < hp(y”) dla k =1,2,...,r, gdzie dla
co najmniej jednego indeksu kg spetniona jest nieréwnosé ostra (hy, (y') < hx, (y"))-
Wtedy oczywiscie O(y’) < O(y").

Zalézmy, ze O(y') < O(y"). Zauwazmy, ze dla dowolnego y € V™, h(y) =
h(O(y)). Dalej zauwazmy, ze hy(y') = hi(y”) = 0, jezeli v, > 01(y’) i v, > 01(y")
oraz hi(y') = he(y”) = m, jesli vi, < O,(y') i vp < 01(y"). Co wiecej, dla
dowolnego i € I, 7 tego ze 0;(y'") = vpr < 0;(y") = vpr wynika, ze hi(y’) < he(y”)
dla k' < k < k". Zatem h(y’) < h(y”). |

Whiosek 4.18 Wektor ocen y' € V™ symetrycznie dominuje y” € V'™ wtedy i
tylko wtedy, gdy h(y’) < h(y”).

Whniosek 4.19 Jezeli A C V™, to rozwiqzanie dopuszczalne x € @ jest syme-
trycznie efektywnym rozwiqzaniem problemu wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko
wtedy, gdy jest ono rozwigzaniem efektywnym problemu wielokryterialnego (4.30).

Zadanie (4.30) w ogdlnym przypadku moze mieé bardzo duza liczbe funkeji
oceny. Liczba tych funkcji zalezy od liczby réznych wartosci ocen vg. Tym samym
problem liczby funkcji oceny w zadaniu (4.30) wiaze sie z dokladnoscia rozrézniania
wartosci ocen. Na przyklad, w zadaniach lokalizacyjnych jest to problem przyjetej
doktadnosci rozrézniania odlegtoéci. W wielu przypadkach przy poszukiwaniu za-
dowalajacej dystrybucji ocen wyrédznia sie jedynie niewielka liczbe klas wartosci
ocen typu: bardzo dobre, dobre itd. Odpowiada to rozmytemu podejéciu do in-
terpretacji ocen. Ponadto wektory ocen problemu (4.30) maja bardzo przejrzysta
interpretacje graficzna na plaszczyznie, gdzie na osi odcietych odkladamy wartosci
vk, a na osi rzednych wartosci hy,(y) (por. rys. 4.2). Punkty (vi, hi(y)) dla kolej-
nych k =1,2,...,r moga by¢ ze soba potaczone odcinkami tworzac tamana mono-
toniczna (nierosnaca). Kazdy wektor ocen jest wtedy reprezentowany przez wykres
lamanej monotonicznej, a nieréwnoéé h(y’) < h(y”) oznacza, ze zaden punkt la-
manej odpowiadajacej y’ nie znajduje sie powyzej tamanej odpowiadajacej y”, a
co najmniej jeden punkt znajduje sie ponizej. Istnieje rowniez mozliwos¢ zdefinio-
wania wartoéci A, (y) dla dowolnego v € R jako liczby ocen y; wiekszych od v, czyli

ho(y)=m dlav <, ho(y) = hi(y) dlav, <v<wvg_g,
o(y) =0 dlav > (4.31)

>

Schodkowy wykres (v, h,(y)) odpowiada wtedy wykresowi “odwréconej” dystry-
buanty rozkladu wartosci y;. W modelach probabilistycznych dominacja wektorow
h(y) jest nazywana dominacjq stochastycznq pierwszego rzedu (Levy, 1992).

Zauwazmy, ze Y, _; (vk—1 — vp)hi(y) + mv, = >iv, y;. Zatem, stosujac
do zadania (4.30) technike wazenia ocen (1.19) z wagami okreslonymi jako wy =
vpg_1 — v dla k = 1,2,...,r, otrzymujemy symetrycznie efektywne rozwigzanie
réwnowazne minimalizacji sumy oryginalnych funkcji oceny (1.18).
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| | | e
Vp  Up_1 Ur_2 U3 V2 U1 Vg v

Rysunek 4.2: ~
Rys. 4.2. Wykres dystrybucyjny h(y)

Stosujac optymalizacje leksykograficzna (1.32) do zadania (4.30) otrzymujemy
problem leksykograficzny postaci
lexmin {(hy(f(x)), ha(f(x)),. .., h-(f(x))) : x € Q}

Na mocy definicji optymalizacji leksykograficznej problem ten jest réwnowazny
zadaniu leksykograficznemu

lexmin {(ho(f(x)), h1(f(x)),..., hr—1(f(x))) : x € Q} (4.32)

Problem (4.32) moze by¢ wykorzystany do konstrukeji efektywnego algorytmu wy-
znaczania minimaksimum leksykograficznego (1.38). Prawdziwe jest nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 4.9 Jezeli A C V'™, to wektor x € Q jest rozwiqzaniem optymalnym
leksykograficznego minimaksowego problemu (1.38) wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
rozwigzaniem optymalnym leksykograficznego minimaksowego problemu (4.32).

Dowdéd.  Zbiér rozwiazan optymalnych zadania (4.32) pokrywa sie ze zbiorem
rozwiazan optymalnych problemu leksykograficznego

lexmin {(’lj{)ho(f(x))7 Elhl(f(x)), ‘e ,’ljrflhrfl(f(x))) X E Q} (433)

gdzie vy = vy — v, dlak=0,1,...,7r— 1.

Funkcje hp mozna wyrazi¢ za pomoca wzoréw (4.21)—(4.24). Niech u;, =
(Wik)i=1,2,...,m- Zauwazmy, ze dla dowolnych wektoréw uj, i u) speiajacych wa-
runki (4.23)—(4.24) prawdziwe sa zaleznosci

m m
— — / — ! — !
Ve g uly, < Uk g uly = O(vpuy,) <iex O(Truf)
i=1 i=1
m m

Vg Z u;k = U Z u;’k = @(@kuﬁc) = @(ﬂkug)
i=1 =1

Co wiecej, poniewaz U1 > U dla k=1,2,...,r — 1, to prawdziwe sa zaleznosci
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m m m m

_ / — / — 1 — 1

Vo E Uiy -+ oy Up—1 E Ui p_1 <lex Vo E Uy e+ y Up—1 E Ui 1 ~
i=1 i=1 i=1 i=1

r—1 r—1
=4 @(Z Eku;) <lex @(Z ﬁkug)
k=0 k=0
m m m m
<UOZ TR S U;M> _ (w)z i3 uggrl> o
i=1 i=1 i=1 i=1
r—1 r—1
& 00 nuy) =00>_ nauy)
k=0 k=0
Dalej zauwazmy, ze zgodnie ze wzorami (4.22)—(4.24)
r—1
Z@kuik:fi(x)fvr dlai=1,2,...,m
k=0

Zatem wektor x € @ jest rozwiazaniem optymalnym zadania leksykograficznego
(4.32) wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozwiazaniem optymalnym zadania leksyko-
graficznego

lexmin {(0;(f(x)) — vy, 02(f (X)) — vr, ..., 00 (f(x)) —v,) : x € Q}

ktére ma dokladnie taki sam zbior rozwigzan optymalnych jak standardowe zadanie
minimaksimum leksykograficznego (1.38). |

Przyklad 4.3. Dla ilustracji, ze problem leksykograficzny (4.32) pomimo duzej
liczby funkcji oceny hj moze byé znacznie latwiejszy do rozwiazania niz orygi-
nalny problem minimaksimum leksykograficznego (1.38), przedstawimy wyniki eks-
perymentow obliczeniowych na losowo generowanych problemach lokalizacyjnych.
Rozwazamy problemy lokalizacji jednego obiektu wsréd zadanego zbioru punktéw
(p =1, m = n). W eksperymentach generowano losowo (rozktad jednostajny)
n punktéw o catkowitych wspohrzednych od 0 do 100. Dla okreslenia odleglosci
miedzy punktami najpierw zostaly obliczone odlegtosci euklidesowe (norma Is),
a nastepnie zaokraglone do przyjetego kroku (dokladnosci) odlegtosci. Ekspery-
menty zostaly przeprowadzone dla liczby punktéw n = 30, 50 i 100 oraz dla kroku
odleglosci 11 10. W ramach kazdego eksperymentu wygenerowano losowo 50 prob-
lemow.

W rozwazanych problemach wszystkie rozwiazania dopuszczalne sa znane expli-
cite i dla kazdego z nich mozna tatwo wyznaczy¢ wektory ©(f(x)) i h(f(x)). Tablica
4.2 pokazuje, ile wspélrzednych wektoréw O(f(x)) i odpowiednio h(f(x)) trzeba
zbadaé¢ dla wyznaczenia minimaksimum leksykograficznego. W tablicy podajemy
zaréwno wyniki srednie, jak i najgorsze z 50 wygenerowanych probleméw. Widag,
ze w przypadku wiekszej liczby réwnych odleglodcei (krok odleglosci 10) moze byé
konieczne badanie znacznej liczby wspdtrzednych uporzadkowanego wektora ocen
O(f(x)). Natomiast przy badaniu wektora h(f(x)) zawsze wystarcza zbadanie nie-
wielkiej liczby pierwszych wspétrzednych tego wektora, niezaleznie od licznosci klas
réwnych odleglosci. ([l
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Tablica 4.2

Identyfikacja leksykograficznego rozwiazania minimaksowego

Tablica 4.2:
Liczba pozycji do Krok odlegtosci 10 Krok odlegtosci 1
zbadania n=230 [ n=>50 | n=100 n=30 | n=50 | n=100
$rednio 3.54 3.70 5.82 1.16 1.16 1.40
w O(f(x)) | najwiecej 22 25 32 3 5 3
$rednio 2.04 1.80 2.02 1.16 1.16 1.38
w h(f(x)) | najwiecej 5 3 3 3 5 3

Zupela parametryzacje zbioru rozwiazan symetrycznie efektywnych mozna
otrzymaé stosujac metody punktu referencyjnego do zadania (4.30). Stosujac pa-
rametryzacje (3.4) do zadania (4.30) otrzymujemy

T
texanin {( max s (gf, (£00)), 3 silaf Au(E) - x€ @) (4.34)
o k=1

gdzie s : R> = Riq® € R". Bezposrednio z wnioskéw 4.19, 3.1 i twierdzenia 3.2
wynikaja nastepujace wnioski.

Whiosek 4.20 Jezeli A C V™ i funkcje si(qf,qx) sq $cisle rosngce po q, to
rozwigzanie optymalne zadania (4.34) jest symetrycznie efektywnym rozwigzaniem
zadania wielokryterialnego (1.7).

Whniosek 4.21 Jezeli A C V™ oraz dla kazdego wektora poziomdow aspiracji q¢ €
Z" funkcje s (q, qi) sa $cisle rosnace po gy, i spelniaja warunek

s1(q1,qt) = s2(q5,43) = - = s-(ay, qy) (4.35)

to kazde symetrycznie efektywne rozwiqzanie x° zadania wielokryterialnego (1.7)
jest rozwiqzaniem optymalnym zadania (4.34) dla wektora aspiracji q* = l_l(f(XO)).

Whniosek 4.22 Jezeli A C V™ oraz dla kaidego wektora poziomow aspiracji
q® € Z7 funkcje sk(qy, qx) sa Scisle rosnace po qi i spelniajq warunek (4.35), to
dla dowolnego symetrycznie efektywnego rozwigzania x° zadania wielokryterialnego
(1.7) istnieje wektor poziomdw aspiracji q° € Z" taki, ze x° jest rozwiqzaniem
optymalnym odpowiedniego zadania (4.34).

Zauwazmy, ze poszczegblne wspdlrzedne wektora aspiracji q% uzytego w para-
metryzacji (4.34) odpowiadaja wspétrzednym wektora h(f(x)). W szczegélnosci,
dla wyznaczenia symetrycznie efektywnego rozwiazania x° za pomoca paramet-
ryzacji (4.34) jako wektor aspiracji powinno by¢ przyjete q* = h(f(x")). Tym
samym w czasie analizy interaktywnej mozna uzywaé jedynie wektoréw aspira-
cji reprezentujacych pewne skumulowane dystrybucje, czyli wektoréw q* € ZZ,,
(tzn. 0 < ¢f < ¢§ < -+ < ¢* < m). Oznacza to, ze w przypadku duzego 7
decydent nie musi zajmowac sie¢ wszystkimi wspoéiczynnikami g;}. Wektor q* moze
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by¢ okredlony przez kilka wspélrzednych ¢f i automatyczna interpolacje wartosci
pozostatych wspétrzednych. Podejscie takie prowadzi do interaktywnej metody re-
ferencyjnej dystrybucji jako uogdlnienia metody punktu referencyjnego dla zadan
z ocenami jednorodnymi. Przedstawiona na rysunku 4.2 graficzna reprezentacja
wektoréw ocen h(y) w postaci wykreséw skumulowanych dystrybucji dostarcza
przejrzystego interfejsu graficznego do prowadzenia analizy interaktywnej w ra-
mach odpowiedniego systemu wspomagania decyzji.

W przypadku stosowania wektoréw aspiracji q* € ZZ,k relacja preferencji
parametryzacji (4.34) spelnia warunek (4.18) dla wektora y® € Y takiego, ze

q* = h(y?), czyli
Oy) £6ewy") i o) #6eky") = y'<y (4.36)

Oznacza to, ze kazdy wektor y® taki, ze q® = h(y?) jest preferowany w stosunku
do dowolnego wektora ocen y A, y%, czyli

yZay* = y'<y (4.37)
Twierdzenie 4.10 Jezeli A C V™ oraz dla kaidego wektora poziomow aspiracyi
q® € ZZ,. funkcje si(qR, qr) sa $cisle rosnace po qi @ spelniajq warunek (4.35), to
dla dowolnego wektora aspiracji q* € Z~, relacja preferencji definiowana przez mi-
nimalizacje leksykograficzna (4.34) jest zwrotna, przechodnia, $cisle monotoniczna
i anonimowa oraz spetnia warunek (4.37).

Dowéd. Jezeli q* € ZZ, , to zadanie (4.34) jest réwnowazne zadaniu

T

lexmin {(, max se(he(y®), hi(£(x))), > si(hi(y®), hi(£(x)))) : x € Q} (4.38)
o k=1
gdzie y° jest (dowolnym) wektorem ocen, takim ze q® = h(y?).
Zwrotnos¢ 1 przechodnios¢ relacji preferencji definiowane]j przez minimalizacje
(4.38) jest oczywista. Anonimowo$¢ relacji wynika z symetrii przeksztalcenia h.
Z twierdzenia 4.8 wynika, ze dla dowolnego i € I prawdziwa jest zaleznos$é

h(y —ce;) <h(y) dlae>0

Stad na mocy wnioskéw 1.21 i 1.2 otrzymujemy $cista monotonicznosé relacji pre-
ferencji definiowanej przez minimalizacje (4.38)
Na mocy twierdzenia 1.11 prawdziwa jest implikacja

h(y) Zh(y") = y"<y

Stad, po uwzglednieniu réwnowaznosci h(y’) = h(y”) < O(y') = O(y"), otrzy-
mujemy implikacje (4.36). ]

Przyklad 4.4. Dla ilustracji metody dystrybucji referencyjnej opartej na para-
metryzacji (4.34) przedstawimy pryktadowy przebieg analizy interaktywnej dla lo-
sowo wygenerowanego problemu lokalizacyjnego (4.3)—(4.4). Rozwazamy problem
lokalizacji dwéch obiektéw (p = 2) wsréd zadanych 10 potencjalnych lokalizacji
(n = 10) dla obstugi zbioru 50 klientéw (m = 50). Dla okreslenia potencjal-
nych lokalizacji i polozenia klientéw wygenerowano losowo (rozktad jednostajny)
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60 punktow o catkowitych wspétrzednych od 0 do 100. Dla okreslenia odleglosci
miedzy punktami najpierw zostaly obliczone odleglosci euklidesowe (norma Is),
a nastepnie zaokraglone do przyjetego kroku (doktadnosci) odleglosci 10. W ten
spos6b otrzymano wielokryterialny problem (4.3)-(4.4) z 50 jednorodnymi oce-
nami o wartosciach nalezacych do zbioru V = {150, 140, ..., 10,0}, gdzie vy = 150,
v = 140,..., vi4 = 10 i v15 = 0. Do analizy tego problemu zastosowano me-
tode dystrybucji referencyjnej (4.34) z najprostszymi funkcjami skalujacymi postaci
se(qis qr) = qx — g3

Tablica 4.3

Wiyniki interaktywnej analizy problemu lokalizacyjnego

Tablica 4.3:
Iteracja Skumulowana dystrybucja odleglosci h
0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100+
1
aspiracja 45 | 43 | 31 | 22 | 18 | 11 6 3 0 0 0
rozwigzanie | 48 | 44 | 31 | 22 | 21 | 12 7 5 0 0 0
2
aspiracja 50 | 50 | 40 | 30 | 18 | 11 6 3 0 0 0
rozwiazanie | 50 | 49 | 38 | 27 | 18 | 11 6 3 1 0 0
3
aspiracja 50 | 50 | 48 | 32 | 22 | 14 6 3 0 0 0
rozwiazanie | 50 | 49 | 38 | 27 | 18 | 11 6 3 1 0 0

Przebieg analizy interaktywnej ilustruje tablica 4.3 i rysunek 4.3. Jako pierwsza
dystrybucje referencyjna przyjmujemy dystrybucje utopii, czyli wektor q® zlozony
7z najmniejszych mozliwych wartosci funkeji hy (K = 1,2,...,15). W wyniku
otrzymujemy jedno z rozwigzan minimaksowych o dosé¢ znacznej liczbie odleglosci
najwiekszych (5 odleglosci wiekszych od 70, 7 odleglosci wigkszych od 60 i 12 od-
legtosci wiekszych od 50). W celu wyznaczenia rozwiazania o mniejszej liczbie
duzych odleglosci, w drugiej iteracji zwiekszamy poziomy aspiracji odpowiadajace
malym odlegtosciom (¢f; = ¢f, = 50, ¢f3 = 40, ¢, = 30), pozostawiajac niezmie-
nione poziomy aspiracji dla odleglosci wiekszych od 40. W rezultacie otrzymu-
jemy rozwiazanie o znacznie mniejszej liczbie duzych odlegtosci (tylko 3 odlegtosci
wigksze od 70, 6 odleglodci wiekszych od 60 i 11 odlegtosci wiekszych od 50), cho-
ciaz pojawita sie jedna odleglosé wigksza od 80. Otrzymany rozktad odlegtosci wy-
daje sie by¢ zadowalajacym rozwiazaniem. Zostaly osiagniete najmniejsze mozliwe
liczby odleglosci wiekszych od 40, 50, 60 i 70.

Dla sprawdzenia, czy nie mozna znalez¢é podobnego rozwiazania bez odlegtosci
wiekszej od 80, w trzeciej iteracji jeszcze bardziej zwiekszamy poziomy aspiracji
dla odlegtosci mniejszych od 40, jak réwniez podnosimy nieco poziomy aspiracji
dla odlegtosci wiekszych od 40 i wiekszych od 50. Okazuje sie, ze ponownie otrzy-
mujemy to samo rozwiazanie. Zatem nie istnieje inne rozwiazanie dopuszczalne o
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i [1. [

Iteracja 1 Tteracja 2 Iteracja 3

Rysunek 4.3:
Rys. 4.3. Wyniki interaktywnej analizy problemu lokalizacyjnego

podobnie matej liczbie duzych odlegtosci. Wyraznie widaé to na rysunku 4.3, gdzie
wykresy otrzymanych dystrybucji odleglosci sa prezentowane w postaci kropek na
tle stupkéw reprezentujacych dystrybucje referencyjne (aspiracje). Akceptujemy
wiec otrzymane w drugiej iteracji rozwiazanie jako zadowalajace rozwiazanie prob-
lemu lokalizacyjnego. (]

4.2 Rozwiazania wyréwnujaco efektywne

4.2.1 Wyréwnujaca efektywnosé

Istotnym czynnikiem oceny rozktadu wartosci poszczegdlnych ocen w rozwiaza-
niu zadania wielokryterialnego z ocenami jednorodnymi jest czesto minimalizacja
rozbieznosci pomiedzy ocenami (por. Young, 1994). W naukach ekonomicznych
wprowadzono pewne miary rozbieznosci ocen, ktérych wartosci sa minimalizowane
(Sen, 1973; Marsh i Schilling, 1994). Najprostsza taka miara jest suma wartosci
bezwzglednych réznic miedzy ocenami

m m

Z lyi — v (4.39)

i=1 j=1

W naukach ekonomicznych preferowane sa wzgledne miary rozbieznosci jako nie-
zalezne od skali ocen. W szczegdlnosci powszechnie stosowana jest minimalizacja
wspdtezynnika (miary) Giniego
m m m
S i —u/em w) (4.40)
i=1 j=1 i=1
Wspétezynnik Giniego wyraza potowe Sredniej (bezwglednej) réznicy miedzy oce-
nami w stosunku do $redniej oceny (Kendall, 1958).
Rozbieznoéci pomiedzy ocenami moga by¢ ilustrowane graficznie za pomoca po-
pularnej w ekonomii techniki krzywych Lorenza. Krzywe Lorenza shiza do zobrazo-
wania rozbieznosci w dystrybucji praychodéw (w sensie pewnego ustalonego dobra),
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w danej populacji odbiorcéw. Odbiorcéw porzadkuje sie wedlug niemalejacych
wartosci przychodéw, czyli od “najbiedniejszych” do “najbogatszych”. Pozwala
to identyfikowa¢ zadanego rozmiaru grupe odbiorcow o najnizszych przychodach.
Jako rozmiar grupy przyjmuje sie jej wzgledna liczno$é¢ w stosunku do calej popu-
lacji. Nastepnie dla kazdej takiej grupy odbiorcéw oblicza sie sume ich przychodow
w stosunku do sumy przychodow calej populacji. Wykres tak okreslonej zaleznosci
wzglednych przychodéw od wzglednej wielkosci populacji stanowi krzywa Lorenza.
Rysunek 4.4 przedstawia krzywe Lorenza w ukladzie wspotrzednych, gdzie o$ p;
reprezentuje wzgledna wielkosé populacji, a o$ ps wzgledna wielko$é przychodow.
Kropkowana linia uko$na reprezentuje krzywa Lorenza dla przypadku absolutnej
réwnosci (wszyscy odbiorcy uzyskuja jednakowe przychody). Krzywa Lorenza dla
dowolnego rozkladu przychodéw jest krzywa wypukla (faktycznie tamana przy dys-
kretnej populacji odbiorcéw) taczaca punkty (0,0) i (1,1). Zatem wszystkie krzywe
Lorenza sa zawarte w trdjkacie ponizej linii absolutnej réwnosci. Im krzywa Lo-
renza jest blizsza linii absolutnej rownoéci, tym mniejsza jest nieréwnosé dystry-
bucji przychodéw. Moéwimy, ze krzywa Lorenza A dominuje krzywa Lorenza B,
gdy krzywa A nie ma zadnego punktu ponizej krzywej B, a przynajmniej jeden jej
punkt znajduje sie powyzej krzywej B. Jezeli krzywa Lorenza dla rozktadu przy-
chodéw A dominuje krzywa Lorenza dla rozkladu przychodéw B, to rozklad A
generuje mniejsza wzgledna nieréwnosé przychodéw niz rozktad B (Allison, 1978).
Wsp6tezynnik Giniego (4.40) ma prosta graficzna interpretacje jako stosunek pola
obszaru pomiedzy krzywa Lorenza i prosta absolutnej réwnosci do pola calego
tréjkata ponizej prostej absolutnej rownosci.

P24
1

Rysunek 4.4:
Rys. 4.4. Krzywe Lorenza

Minimalizacja miar rozbieznosci jest na ogdt sprzeczna z minimalizacja posz-
czegblnych ocen. Na przyktad, w problemie lokalizacyjnym minimalizacja wspdt-
czynnika Giniego moze prowadzi¢ do wyboru lokalizacji obiektéw maksymalnie
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odlegtych od wszystkich klientéw (por. Erkut, 1993). W przykladzie 4.1 z po-
przedniego podrozdziatu czwarte rozwiazanie problemu lokalizacyjnego jest wlasnie
rozwigzaniem minimalizujacym wspotczynnik Giniego i jak pokazano, nie jest ono
rozwiazaniem symetrycznie efektywnym.

Teoria miar rozbieznoéci opiera na aksjomacie przesunieé¢ wyrownujacych
Pigou—Daltona (por. Shorrocks i Foster, 1987). Aksjomat ten moze by¢ zapisany
w postaci nastepujacej wlasnosci relacji preferencji

Y >Yir = y—ceyteen <y dlal<e <y —ymn (4.41)

Zauwazmy, ze aksjomat przesunie¢ wyrdwnujacych mozna wyrazi¢ w postaci sze-
regu innych réwnowaznych warunkéw (Bell i Raiffa, 1988).

Twierdzenie 4.11 Relacja preferencji < spetnia dla dowolnych 'y € Y aksjomat
przesunieé wyrdwnujacych (4.41) wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia dla dowolnych
y €Y dowolny z nastepujacych warunkow
Yir > Yy = y—cey <y—cen dlae>0 (4.42)
Yir > Yir = y+eeyn <y+eey dlae>0 (4.43)
Dowdéd. Dla udowodnienia twierdzenia wykazemy, ze prawdziwy jest ciag impli-
kacji: (4.41) = (4.42) = (4.43) = (4.41).

Zalézmy, ze warunek (4.41) jest prawdziwy dla dowolnego wektora y € Y.
Rozpatrzmy wektor y’ =y —ee;n. Zauwazmy, ze Y, = Yir, Yo = Yir —€ 1Y} > Yin
dla dowolnego ¢ > 0, jezeli y;; > y;». Stosujac zalezno$é (4.41) do wektora y’,
otrzymujemy warunek (4.42).

Zalézmy, ze warunek (4.42) jest prawdziwy dla dowolnego wektora y € Y.
Rozpatrzmy wektor y' = y +cey +ce;r. Zauwazmy, ze yj, = yy +¢€, i = Yy +€ 1
yi >yl dla dowolnego € > 0, jezeli y» > y;v. Stosujac zaleznosé (4.42) do wektora
y’, otrzymujemy warunek (4.43).

Zalézmy, ze warunek (4.43) jest prawdziwy dla dowolnego wektora y € Y.
Rozpatrzmy wektor y’ =y — ce;. Zauwazmy, ze y., = yir — €, Yo = yir 1 Yhr > Yln
dla 0 < € < yyr — yyr, jezeli yy > yv. Stosujac zalezno$é (4.43) do wektora y’,
otrzymujemy warunek (4.41). |

Aksjomat przesunie¢ wyréwnujacych nie jest sprzeczny z aksjomatami ano-
nimowo racjonalnych relacji preferencji. Istnieje zatem mozliwosé poszukiwania
wyréwnujaco efektywnych rozwiazan problemu wielokryterialnego (1.7), zdefinio-
wanych jako elementy minimalne w sensie racjonalych relacji preferencji spetnia-
jacych dodatkowo warunek anonimowosci i aksjomat przesunie¢ wyréwnujacych.
Relacje takie bedziemy dalej nazywaé wyrdwnujaco racjonalnymi relacjami pre-
ferencji. Przyjmujac jako podstawe zbidr wszystkich wyréwnujaco racjonalnych
relacji preferencji mozemy zdefiniowaé¢ odpowiednie pojecia dominacji wektorow
ocen i rozwiazan efektywnych, analogicznie jak dla racjonalnych relacji preferencji
w podrozdziale 1.2.

Definicja 4.7 Mdowimy, ze wektor ocen 'y’ € Y dominuje wyrdwnujaco y" €'Y lub
y" jest wyréwnujgco dominowany przez y' wtedy i tylko wtedy, gdy y’ < y" dia
wszystkich wyréwnujgco racjonalnych relacji preferencyi.



156 ROZDZIAL 4. MODELE PREFERENCJI Z ELEMENTAMI ROWNOSCI

Definicja 4.8 Mdwimy, ze wektor ocen'y’ € Y jest wyrdwnujqco indyferentny z
y" €Y wtedy i tylko wtedy, gdy y' =y" dla wszystkich wyréwnujgco racjonalnych
relacji preferencyi.

Definicja 4.9 Mdwimy, ze wektor ocen'y’ € Y stabo dominuje wyrdwnujgco y” €
Y lub y” jest stabo dominowany wyréwnujgco przez y' wtedy i tylko wtedy, gdy
y' 2y” dla wszystkich wyrdwnujgco racjonalnych relacji preferencyi.

Relacje wyréwnujacej dominacji <., indyferencji 22, i stabej dominacji <, spet-
niaja warunki (1.1)—(1.2), czyli stanowia relacje preferencji <,,. Relacja ta spelnia
warunki zwrotnosci (1.3), przechodniosci (1.4), $cistej monotonicznosei (1.5), ano-
nimowosci (4.1) i przesunie¢ wyréwnujacych (4.41), czyli jest wyréwnujaco racjo-
nalna relacja preferencji. Relacja dominacji <, jest najogdlniejsza wyréwnujaco
racjonalng relacja preferencji i kazda wyréwnujaco racjonalna relacja preferencji <
jest z nia zgodna w tym sensie, ze

Y 2wy = ¥y 2y

Relacja wyréwnujacej dominacji moze by¢ wyrazona jako relacja nieréwnosci dla
skumulowanych uporzadkowanych wektoréw ocen, czyli z uzyciem m—wymiarowego
liniowego operatora kumulacji ' (4.26) do uporzadkowanych wektoréw ocen
O(y). Formalnie zapisujemy to za pomoca przeksztalcenia © = (01,0,...,0,,)
okreslonego wzorem O(y) = I'(O(y)), czyli

0i(y)=>_ Oi(y) dlai=1,2,...m (4.44)
=1

Kolejne wspélrzedne wektora ©(y) wyrazaja odpowiednio: najwicksza ocene, sume
dwéch najwiekszych ocen, sume trzech najwiekszych ocen itd.
Bezposrednio z okre$lenia operatora © wynika, ze dla dowolnych y’,y"” € Y
prawdziwe sa nastepujace zaleznosci
oy)=0er") e eWy)=

oy) <oy’ = o)<

(y") (4.45)
(¥") (4.46)

Implikacja odwrotna do (4.46) nie jest prawdziwa. Na przyklad, 0(2,2,2) =

(2,4,6) < (3,5,6) = O(3,2,1) i jednoczesnie ©(2,2,2) £ 6(3,2,1).
Zauwazmy, ze relacja

O @

y =y" & 06y = oy (4.47)

jest zwrotna, przechodnia, anonimowa. Ponadto prawdziwe sa zaleznosci
6(y)<6(y") « (Bp)=8W") i 8" Z6W))
6y)=0(y") & (8()=6(") i 8" =8w))

Zatem relacja (4.47) jest relacja preferencji z relacjami scistej preferencji i indyfe-
rencji okreslonymi odpowiednio jako
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y =y e eF)<
Y=y e 6y)=
Co wiecej, prawdziwe sa zaleznosci
O(y — ce;)
Yo >y = Oy —eey +eein)

(y) dlae>0

<0
< 0O(y) dla 0 < e < yy — yin
czyli relacja (4.47) jest wyréwnujaco racjonalna relacja preferencji.

Zauwazmy, ze okreslenie wartosci 0;(y) dla i = 1,2,...,m jest podobne do
kostrukeji krzywych Lorenza dla populacji zlozonej z m funkcji oceny. Zasadni-
cza réznica polega na odwrotnym porzadkowaniu wartosci ocen, od najwiekszej do
najmniejszej. Wynika to z faktu, ze rozpatrujemy zadanie minimalizacji wielokry-
terialnej i dlatego “najbiedniejszymi odbiorcami” sg funkcje oceny o najwiekszych
wartosciach. Rozpatrujac krzywe Lorenza w sensie minimalizacji otrzymaliby$my
obrécone o 180° wykresy krzywych wklestych. Wektor ©(y) moze byé przedsta-
wiony graficznie w postaci lamanej laczacej punkt (0,0) i punkty (4,0;(y)) dla
i = 1,2,...,m. W przypadku wektoréw ocen y’,y” € Y o réwnej sumie ocen
(O (y") = 01 (y")), nieréwnosé B(y’) < O(y") jest réwnowazna dominacji y’ nad
y" w sensie “obréconych” krzywych Lorenza. W ogdlnym przypadku “obrécone”
krzywe Lorenza mozna traktowaé jako wykresy wspéhrzednych wektora O(y) /0, (y)
(por. rys. 4.5). Natomiast wykresy wspétrzednych wektoréw O(y) stanowia analo-
giczne do “obréconych” krzywych Lorenza nienormalizowane krzywe wkleste (por.
rys. 4.6). Zauwazmy, ze w terminach krzywych Lorenza zaden wektor ocen nie
moze by¢ lepszy od wektora réwnych ocen. Relacja (4.47) bierze réwniez pod
uwage wielkosci ocen. Wektory jednakowych ocen sa dodatkowo rozrézniane na
podstawie wartosci ocen. Sa one reprezentowane przez rézne proste ukosne na
rys. 4.6. Relacja preferencji (4.47) dopuszcza mozliwosé, ze wektor nieréwnych
malych ocen jest preferowany w stosunku do wektora jednakowych duzych ocen.

Teoria dominacji w sensie krzywych Lorenza (Allison, 1978) i ogdlniej teoria
miar rozbieznodci opiera sie na twierdzeniu o majoryzacji wektora (Hardy i inni,
1934), ktére w terminach ©(y) moze byé wyrazone w nastepujacej postaci.

Twierdzenie 4.12 Jez'eli(:)( N <Oy ibn(y)
cigg wektorow y° =y, y! 7...,y =y taki, zey
e <yl —ybl dlak=1,2,.

"), to istnieje skoriczony

O
= -1 exei + exein, 0 <

v’
y"

Ponizsze twierdzenia i wnioski rozszerzaja ten wynik i doprowadzaja do
réwnowaznosci relacji wyréwnujacej dominacji z relacja (4.47).

Twierdzenie 4.13 Jezeli O(y') < O(y’ ) Om(y'") < O,(y"), to istnieje wektor
ocen y" € Y taki, e O(y') = O(y"), On(y’) = On(y"), Oy") < O(y") i
Om (y"") 2 min{Op,(y'), Om (y")}-

Dowéd. Niech u’ = O(y”)

uk+1:uk—6keik d]ak:O,l,...,m—l

. Okredlmy wektory u',u?,...,u™ jako
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_ Rysunek 4.5:
Rys. 4.5. O(y)/0m(y) jako krzywe Lorenza

Rysunek 4.6:

Rys. 4.6. ©(y) jako nienormalizowane krzywe Lorenza
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gdzie iy jest indeksem takim, ze
k

uf > 0;,(y) 1 uf <0,(y) dlaiy<i<m

a wspOlczynnik § jest okreslony wzorem
O = min{ufk =05, (y"), 0 (u™) — 0, (y")}
Zauwazmy, ze
0;(u*) — 0;(y") <0 (u*) — 0,1 (y) dlaip<i<m

oraz dp > 0 dla k =0,1,...,m — 1, przy czym dy > 0. Stad, dla k =1,2,...,m
prawdziwe sa zaleznosci

uy > > > uk > min0n(y'), 0m(y”)}

6(y') =6@u*) i o) =6
Ponadto 0,,(u™) = 0,,(y") i ©(u™) < O(y"), czyli wektor y”/ = u™ speia

wszystkie warunki tezy twierdzenia. |
Whiosek 4.23 Jezeli O(y') < O(y"), to istnieje skoriczony ciag wektoréw y° =
Yyt v Ly =y taki, de O (y") > min{0n(y'), 0 (y")} oraz O(y") <

Oy 1) lub y* =y —epes +epein, 0 <ep <yi Tt —ylit dlak=1,2,...1,

Twierdzenie 4.14 Dia dowolnych wektoréw ocen y’',y" € Y

y/ ~w y// N (:)(y/) < é(y//)
Dowéd. Zauwazmy, ze relacja (4.47) jest wyréwnujaco racjonalng relacja prefe-
rencji. Zatem bezposrednio z definicji wyréwnujacej dominacji wynika prawdziwos¢
implikacji B _

y/ < y// = @(y/) =< @(y//)

Dla udowodnienia odwrotnej implikacji zauwazmy, ze na mocy wniosku 4.23
dla kazdej wyréwnujaco racjonalnej relacji preferencji < prawdziwa jest zaleznosc
O(y’) < ©(y"). Stad, korzystajac z warunku anonimowosci, otrzymujemy y’ < y”’.
Zatem y’' <, y". |

Whiosek 4.24 Wektor ocen'y’ € Y dominuje wyréwnujaco y” € Y wtedy i tylko
wiedy, gdy O(y') < O(y").

Whiosek 4.25 Wektor oceny’ € Y jest wyréwnujaco indyferentny zy” € Y wtedy
i tylko wtedy, gdy ©(y’) = O(y"), czyli

Y=oy ey =y

Whniosek 4.26 Wektor ocen'y’ € Y dominuje wyrdwnujaco y" € Y wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje skoticzony cigg wektoréw y° =y, y', ...yt yt =y’ taki,
ze O(yF) < O(yF 1) lub y* = y* 1 —crep +erein, 0 < ep < yikfl — yf,fl dla
k=1,2,... L
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Whniosek 4.27 Dla kazdej wyréwnujgco racjonalnej relacji preferencji < praw-
dziwe sq nastepujqce zaleznosci

e(y') = 6(
O(y") < 6(

) = y/ j y//

y/ y//
y/ y//) = y/ _< y//

Z wniosku 4.26 wynika, ze struktura dominacji wyréwnujacej (por. (1.10))
zalezy od polozenia wektora y wzgledem prostej réwnych ocen (y1 = yo = -+ =
Ym). W ogélnym przypadku zbiér dominowania D(y) nie jest stozkiem i nie jest
zbiorem wypuklym. Rysunek 4.7 przedstawia D(y) zaczepiony w y, czyli zbiér

y + D(y).

Y21

X

N i

Rysunek 4.7:

Rys. 4.7. Struktura wyréwnujacej dominacji w R2

Definicja 4.10 Wektor ocen y° € A nazywamy wyréwnujgco niezdominowanym
wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje y € A taki, Ze y dominuje wyréwnujaco y°.

Bezpodrednio z definicji wektora wyréwnujaco niezdominowanego i wniosku 4.24
wynikaja nastepujace wnioski.

Whniosek 4.28 Wektor ocen y° € A jest wektorem wyréwnujaco niezdominowa-
nym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wyréwnujgco racjonalna relacja preferencji <
taka, ze dla Zadnegoy € A nie zachodziy < y°.

Whniosek 4.29 Wektor ocen y° € A jest wektorem wyréwnujqco niezdominowa-
nym wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje y € A taki, ze O(y) < O(y?).

Twierdzenie 4.15 Wektor ocen y° € A jest wektorem wyréwnujgco niezdomino-
wanym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje spdjna, wyrownujeco racjonalna relacja
preferencji < taka, ze y© <y dla wszystkich y € A.
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Dowdd. Zalézmy, ze dla pewnej wyréwnujaco racjonalnej relacji preferencji,
y? < y dla wszystkich y € A. Tym samym, dla zadnegoy € A nie zachodziy < y°.
Zatem, na mocy wniosku 4.28, wektor y° jest wyréwnujaco niezdominowanym
wektorem ocen.

Niech y° € A bedzie wyréwnujaco niezdominowanym wektorem ocen. Okreslmy
relacje

Y2y e max (i) - 0i(") < max (6.") - 0:(")
" (zf?,@?fm O:(3") = 0i(y°) = pax (0:(y") = 0:(5°)
1 Z 71(}’/) < Z i(y”)>

Dla tak okreslonej relacji, y° <, y dla wszystkich y € A. Latwo sprawdzié, ze
relacja <, jest zwrotna, przechodnia, spdjna i anonimowa. Odpowiednia relacja
<o przyjmuje postac

Y <oy" e max (0,(y) = 6:(y") < max (6:i(y") - 6:i(y")
lub (i:r{l,a.?fm (0:(y') = 0:(y”)) = _max (0:(y") = 0:(y"))
i E:QWU<§:@W@>

i spelnia warunek $cistej monotonicznosci (1.5) oraz aksjomat przesunie¢ wyrdw-
nujacych (4.41). Tym samym relacja =<, spelnia wszystkie wymagane warunki.
]

Twierdzenie 4.16 Jezeli ACY(y*)={ye€Y : yy >y* dlai=1,2,...,m}
dla pewnego y* € R, to wektor ocen y' € A jest wektorem wyrdwnujgco nie-
zdominowanym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje relacja preferencji =< spetniajaca
warunki zwrotnosci, przechodniosci, Scistej monotonicznosci, anonimowosci i prze-
sunieé wyrdwnujacych na zbiorze Y (y*) taka, ze dla Zadnego 'y € A nie zachodzi
y <y

Dowdéd. Konieczno$é warunku wynika z wniosku 4.28. Dla udowodnienia dosta-
teczno$ci warunku przypusémy, ze istnieje relacja preferencji < speliajaca warunki
zwrotnosci, przechodniosci, Scistej monotonicznosci, anonimowosci i przesunie¢ wy-
réwnujacych na zbiorze Y (y*) taka, ze dla zadnego y € A nie zachodzi y < y° i
pomimo tego y° nie jest wektorem niezdominowanym. Zatem, zgodnie z wnio-
skiem 4.29, istnieje y € A taki, ze O(y) < O(y®). Na mocy wniosku 4.23 istnieje
wtedy skoniczony ciag wektoréw u’ =y, ul,... ut~l u = y° taki, ze u* € Y(y*)
dla k = 1,2,...,t oraz O(u*) < OWF ) lub u* = u*~! — gey + cpepn, gdzie
0 < e < uf,_l — ufﬁ/_l. Stad, dla kazdej relacji preferencji < spelniajacej wa-
runki zwrotnosci, przechodnio$ci, $cistej monotonicznosci, anonimowosci i prze-
sunie¢ wyréwnujacych na zbiorze Y (y*) spemiony jest warunek y < y°, co jest
sprzeczne z przyjetym zalozeniem. |



162 ROZDZIAL 4. MODELE PREFERENCJI Z ELEMENTAMI ROWNOSCI

Twierdzenie 4.17 Jezeli zbidr osiqgalnych wektoréw ocen A # () jest domkniety
i istnieje y* € R takie, 26 ACY(y*)={y €Y : y, >y* dlai=1,2,...,m},
to istnieje wyréwnujgco niezdominowany wektor ocen y° € A.

Dowéd. Zauwazmy, ze zadanie
m

min {Z (vi—y*)? : yeA} (4.50)

ma rozwiazanie optymalne y° € A. Oznacza to, ze dla relacji preferencji < defi-
niowanej przez minimalizacje (4.50) prawdziwy jest warunek y° < y dla kazdego
y € A. Relacja preferencji definiowana przez minimalizacje (4.50) wyraza sie wzo-

rem m m
Y=Y e D wi-v)<d W -y
=1 =1

i spelnia warunki zwrotnosci, przechodniosci, Scistej monotonicznosci, anonimowo-
$ci 1 przesunieé wyréwnujacych na zbiorze Y (y*). Zatem, zgodnie z twierdzeniem
4.16, y° jest wyréwnujaco niezdominowanym wektorem ocen. |

Definicja 4.11 Rozwigzanie dopuszczalne x € @ nazywamy wyréwnujaco efek-
tywnym rozwigzaniem wielokryterialnego zadania (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy
y = f(x) jest wyréwnujaco niezdominowany.

Z wnioskéw 4.28 1 4.29 i twierdzenia 4.15 wynikaja nastepujace charakterystyki
rozwigzan wyréwnujaco efektywnych.

Whniosek 4.30 Wektor dopuszczalny x° € Q jest wyréwnujgco efektywnym

rozwiqzaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
wyrownujgco racjonalna relacja preferencii < taka, zZe dla zZadnego x € Q nie za-
chodzi f(x) < £(x°).

Whiosek 4.31 Wektor dopuszczalny x° € Q jest wyrdwnujaco efektywnym

rozwiazaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
spdjna wyréwnujaco racjonalna relacja preferencji < taka, ze £(x°) < f(x) dla
kazdego x € Q.

Whniosek 4.32 Wektor dopuszczalny x° € Q jest wyréwnujgco efektywnym

rozwigzaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
x € Q taki, ze O(f(x)) < O(F(x")).

Whiosek 4.33 Dla dowolnej permutacji T zbioru I = {1,2,...,m} wektor x° € Q
jest wyrdwnujaco efektywnym rozwiazaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy
1 tylko wtedy, gdy jest wyréwnugjaco efektywnym rozwigzaniem zadania

min {(fT(l) (X)7 f‘r(2)(x)a R fT(m) (X)) P Xe Q}

Whiosek 4.34 Dla dowolnej Scisle rosnagcej funkcji liniowej s : R — R wektor
xY € Q jest wyréwnujaco efektywnym rozwiqzaniem zadania wielokryterialnego

(1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy jest wyréwnujgco efektywnym rozwigzaniem zada-
nia
min {(s(/1(3)), s(f2 (X)), .- 5(fmn(x))) : x € Q}
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Zauwazmy, ze zgodnie z wnioskami 4.33 i 4.34 wyréwnujaca efektywnosé
rozwiazania nie zalezy od kolejnosci funkcji oceny i od scisle monotonicznej linio-
wej zmiany skal indywidualnych ocen. W odréznieniu od wniosku 1.9 dotyczacego
rozwiazan efektywnych, we wniosku 4.10 wszystkie funkcje oceny sa skalowane za
pomoca tej samej scisle rosnacej funkcji liniowej s. Mozliwe sa wiec tylko liniowe
zmiany skal ocen z zachowaniem wyréwnujacej efektywnosci rozwiazan.

Wyréwnujaca efektywnosé jest silniejsza od symetrycznej efektywnosci, a zbiér
rozwiazan wyrownujaco efektywnych jest podzbiorem zbioru rozwiazan symetrycz-
nie efektywnych. Dowodzi tego nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.18 KaZde rozwigzanie wyréownujgco efektywne jest rozwigzaniem
symetrycznie efektywnym.

Dowéd. Niech x° bedzie rozwigzaniem wyréwnujaco efektywnym. Przypuéémy,
ze x" nie jest rozwiazaniem symetrycznie efektywnym. Na mocy wniosku 4.8 ist-
nieje wtedy wektor dopuszezalny x taki, ze O(f(x)) < O(f(x")). Stad O(f(x)) <
o(f (XO)), co na mocy wniosku 4.32 jest sprzeczne z wyréwnujaca efektywnoscia
wektora, xV. [ |

Stanowiace gléwny przedmiot naszych rozwazan zadania WPL i WPLD maja
domkniete zbiory rozwiazan dopuszczalnych @ i liniowe funkcje oceny f;. Za-
tem domkniete sa odpowiednie zbiory ocen osiagalnych A. Co wiecej, w przy-
padku regularnego zadania WPL lub WPLD zbidér @) jest niepusty oraz istnieja
rozwiazania optymalne X° (i = 1,2,...,m) jednokryterialnych zadan (1.9). Stad
A£DiACYy) ={yeY : y >y dai=1,2,...,m}, gdzie
y* =min—1__, fi(X*). Z twierdzenia 4.17 wynika wiec nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.35 Regularne zadania WPL i WPLD majq rozwigzania wyrownujaco
efektywne.

4.2.2 Techniki generacji

Rozwiazania efektywne zadania wielokryterialnego mozna wyznaczaé rozwiazu-
jac skalaryzacje zadania wielokryterialnego z funkcja skalaryzujaca s : R™ — R,
definiujaca relacje preferencji <, spehiajaca warunek $cistej monotonicznosei (por.
twierdzenie 1.6). Jezeli relacja =<, spelia ponadto warunek anonimowosci (4.1)
i aksjomat przesunie¢ wyréwnujacych (4.41), to generowane przez skalaryzacje
rozwigzanie efektywne jest rowniez wyréwnujaco efektywnym rozwiazaniem zada-
nia wielokryterialnego. Aksjomatu przesunie¢ wyréwnujacych nie speknia skalary-
zacja (1.18), polegajaca na minimalizacji sumy wszystkich funkeji oceny f;(x), ani
skalaryzacje minimaksowe (1.21) i (1.36). Istnieje jednak mozliwosé spetnienia ak-
sjomatu przesunie¢ wyréwnujacych przez relacje preferencji zadan (1.18) i (1.36) z
odpowiednio skalowanymi ocenami. Prawdziwe sa nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 4.19 Dia dowolnej $cisle wypuktej, rosnqcej funkcji s : R — R rela-
cja preferencji definiowana przez zadanie
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min {Z s(fi(x)) : xeQ} (4.51)

jest zwrotna, przechodnia, $cisle monotoniczna, anonimowa i spetnia aksjomat prze-
sunieé wyréwnujacych (4.41).

Dowdéd. Zwrotnoséé, przechodniosé, Scista monotoniczno$é i anonimowo$¢ relacji
preferencji definiowanej przez skalaryzacje (4.51) wynika bezposrednio z odpowied-
nich wilasnosci relacji preferencji definiowanej przez skalaryzacje (1.18) i faktu, ze
funkcja s jest Scisle rosnaca. Pozostaje zatem udowodnié¢ spelienie aksjomatu
przesunie¢ wyréwnujacych (4.41). Niech y € Y i yy > y;v. Zdefiniujmy wektory
yo =y —ceyteep iy’ =y— (yir —yi)er + (yir — yir)ey. Zauwazmy, ze
yE =2y + (1= Ny, gdzie A =¢/(yyr —yin), czyi 0 < A< 1dla0<e <yy —yr.
Funkcja G(y) = Z;’;l s(y;) jest $cisle wypukla i symetryczna. Stad

G(y?) <AG(®)+ (1 -NG(y) =G(y) dla0<e<yy —yr

Zatem relacja preferencji definiowana przez minimalizacje tej funkcji spelnia waru-
nek przesunie¢ wyrdwnujacych, co konczy dowdd. |

Whiosek 4.36 Jezeli f(x) = 0 dla kazdego x € Q (czyli A C RY'), to rozwiqzanie
optymalne zadania najmniejszych kwadratow

min {Z fA(x) : xeQ} (4.52)

jest wyrdwnugjaco efektywnym rozwigzaniem zadania wielokryterialnego (1.7).

Twierdzenie 4.20 Dia dowolnej $cisle wypuktej, rosnqcej funkcji s : R — R rela-
cja preferencji definiowana przez zadanie

s(fi(x)) : x€@Q} (4.53)

lexmin {( _max s(fi(x)),
' 1

m
i=1,....m

7

jest zwrotna, przechodnia, $cisle monotoniczna, anonimowa i spetnia aksjomat prze-
sunieé wyréwnujacych (4.41).

Dowdéd. Zwrotno$é, przechodniosé, Scista monotoniczno$é i anonimowo$¢ relacji
preferencji definiowanej przez skalaryzacje (4.53) wynika bezposrednio z odpowied-
nich wlasnosci relacji preferencji definiowanej przez skalaryzacje (1.36) i faktu, ze
funkcja s jest Scisle rosnaca. Pozostaje zatem udowodnié¢ spelienie aksjomatu
przesunie¢ wyréwnujacych (4.41). Niech y € Y iy > y;v. Zdefiniujmy wektor
Yy =y —cey + ceyr Zauwazmy, ze dla 0 < & < yyr — y;»r
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Zatem relacja preferencji definiowana przez zadanie (4.53) spelia warunek prze-
sunie¢ wyréwnujacych, co konczy dowdd. |

Aksjomat przesunie¢ wyréwnujacych spetnia relacja preferencji definiowana
przez minimaksymalizacje leksykograficzng (1.38).

Twierdzenie 4.21 Relacja preferencji definiowana przez minimaksymalizacje lek-
sykograficzng (1.38) jest zwrotna, przechodnia, Scisle monotoniczna, anonimowa i
spetnia aksjomat przesunieé wyrdwnujacych (4.41).

Dowdéd. Relacja preferencji odpowiadajaca minimaksymalizacji leksykograficznej

(138) Y 2y e 0y) <. 0(y")
spelia warunki zwrotnosci (1.3), przechodniosci (1.4) i $cistej monotonicznosci
(1.5) (por. dowdd twierdzenia 1.24). Z wiasnosci operatora porzadkujacego ©
wynika tez natychmiast anonimowos$¢ tej relacji.

Zauwazmy, ze jezeli y; = 0;:(y) > v = 0;1(y), to istnieje indeks jo, j' < jo <
j" taki, ze dla 0 < & < yyr — y;»

0jo(y —ceir +eep) <0, (y) i 0i(y—cey+eep)<0;(y) dlaj<jo

co dowodzi spekienia aksjomatu przesunie¢ wyréwnujacych. |

Whiosek 4.37 Rozwiqzanie optymalne leksykograficznego zadania minimaksowego
(1.38) jest wyréwnujaco efektywnym rozwiqzaniem zadania wielokryterialnego

(1.7).

Whniosek 4.32 moze byé wyrazony w terminach wielokryterialnego zadania z
wektorowsa funkcja skumulowanych uporzadkowanych ocen O(f(x))

min {O(f(x)) : x € Q} (4.54)
Whniosek 4.38 Rozwigzanie dopuszczalne x € @ jest wyréwnujgco efektyw-

nym rozwiqzaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i tylko wtedy, gdy jest
rozwigzaniem efektywnym problemu wielokryterialnego (4.54).

Zauwazmy, ze poszczegolne wspotrzedne skumulowanego uporzadkowanego wek-
tora ocen ©(y) moga by¢ zapisane w postaci wypuklych, kawatkami liniowych funk-

cji wektora y ;
Oi(y) =
(¥) Eleaﬁ( <; yT(k)>

gdzie II jest zbiorem wszystkich permutacji 7 zbioru indekséw I. Tym samym, w
przypadku zadain WPL odpowiedni problem (4.54) moze by¢ wyrazony w postaci
wielokryterialnego zadania programowania liniowego (z duza liczba dodatkowych
nieréwnosci liniowych)

min (21, 22,...,2m) (4.55)

pod warunkiem, ze x € Q (4.56)

yi=fi(x) dlai=12,...,m (4.57)
i

ziEZyT(k) dlaTell; i=1,2,...,m (4.58)

k=1
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Wynika z tego, ze w przypadku zadan WPL zbidr rozwigzan wyréwnujaco efek-
tywnych jest spéjnym podzbiorem zbioru wszystkich rozwiazan efektywnych.

Skalaryzacja minimaksowa (1.21) odpowiada minimalizacji pierwszej funkeji
oceny w wielokryterialnym zadaniu (4.54). Podobnie skalaryzacja (1.18) polegajaca
na minimalizacji sumy wszystkich oryginalnych funkcji oceny odpowiada minima-
lizacji ostatniej (m—tej) funkcji oceny w wielokryterialnym zadaniu (4.54). Zatem
w przypadku probleméw dwukryterialnych (m = 2), zbiér rozwigzanin wyréwnujaco
efektywnych pokrywa sie ze zbiorem rozwiazan efektywnych dwukryterialnego za-
dania z funkcjami oceny okreslonymi odpowiednio jako maksimum oryginalnych
ocen i suma oryginalnych ocen. W ogdlnym przypadku, na mocy wnioskéw 4.38 i
1.13, prawdziwe sa nastepujace wnioski.

Whiosek 4.39 Zbidr rozwigzari optymalnych zadania (1.21) zawiera wyréwnujgco
efektywne rozwiqzanie zadania wielokryterialnego (1.7), a jednoznaczne, w sensie
uporzadkowanych wektordw ocen O(f(x)), rozwigzanie optymalne zadania (1.21)
jest wyrdwnugjaco efektywnym rozwigzaniem zadania wielokryterialnego (1.7).

Whniosek 4.40 Zbidr rozwigzarn optymalnych zadania (1.18) zawiera wyrdwnujgco
efektywne rozwiqzanie zadania wielokryterialnego (1.7), a jednoznaczne, w sensie
uporzadkowanych wektoréw ocen O(f(x)), rozwigzanie optymalne zadania (1.18)
jest wyrdwnugjaco efektywnym rozwiqzaniem zadania wielokryterialnego (1.7).

Whniosek 4.41 Zbior rozwiqzan efektywnych dwukryterialnego zadania

%

min {( max fi(x). > fi(x) : x€ Q) (4.59)

zawiera wyréwnujgco efektywne rozwigzanie zadania wielokryterialnego (1.7), a
jezeli rozwiqzanie efektywne x° zadania (4.59) spetnia dla wszystkich x € Q waru-
nek

to x° jest wyréwnujaco efektywnym rozwigzaniem zadania wielokryterialnego (1.7).

Whiosek 4.42 Zbidr rozwiqzan optymalnych zadania (1.36) zawiera wyrdwnujgco
efektywne rozwiqzanie zadania wielokryterialnego (1.7), a jednoznaczne, w sensie
uporzadkowanych wektordw ocen O(f(x)), rozwigzanie optymalne zadania (1.36)
jest wyrdwnugjaco efektywnym rozwigzaniem zadania wielokryterialnego (1.7).

Stosujac optymalizacje leksykograficzna (1.32) do zadania (4.54), otrzymujemy
problem leksykograficzny

lexmin {O(f1(x), f2(x),..., fm(x)) : x € Q} (4.60)

Zauwazmy, ze na mocy definicji optymalizacji leksykograficznej problem (4.60)
jest réwnowazny standardowemu leksykograficznemu problemowi minimaksowemu
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(1.38) dla oryginalnego zadania wielokryterialnego (1.7). Prowadzi to do alterna-
tywnego dowodu wniosku 4.37.

Jednym ze stosowanych w praktyce sposobow uwzgledniania rozbieznosci ocen
jest wprowadzanie miary rozbieznosci jako dodatkowej funkcji oceny do modelu
wielokryterialnego i poszukiwanie rozwiagzan efektywnych dla tak rozszerzonego za-
dania wielokryterialnego. Na przyklad, Mandell (1991) poszukiwal rozwiazan efek-
tywnych problemu dwukryterialnego, gdzie jednym kryterium byla minimalizacja
sumy ocen, a drugim minimalizacja wspdlczynnika Giniego. Nasuwa sie tu natu-
ralne pytanie, czy takie podejécia moga prowadzi¢ do wyznaczenia wyréwnujaco
efektywnych rozwiazan oryginalnego zadania wielokryterialnego. Niech ¢(y) ozna-
cza minimalizowana miare rozbieznosci. Rozwiazania efektywne odpowiadaja wek-
torom ocen niezdominowanym w sensie relacji é, czyli w przypadku rozszerzonego
problemu w sensie relacji

y =y e (y’ =y i ogly) < g(y"))

Latwo zauwazy¢, ze tak okreslona relacja preferencji nie spelnia warunku Scistej
monotonicznosci, jezeli funkcja g nie spelmia warunku (stabej monotonicznosci)
g(y — ce;) < g(y) dla € > 0. Niestety, warunku tego nie spehia ani wspélczynnik
Giniego (4.40), ani suma réznic ocen (4.39). Rozszerzone problemy wielokry-
terialne z uzyciem tych miar nie generuja wiec rozwiazan wyréwnujaco efek-
tywnych. Dla ilustracji tego faktu odwolajmy sie do przykladu 4.1. Ostatnie
rozwiazanie przedstawione w tablicy 4.1 stanowi jednoznaczne rozwiazanie prob-
lemu minimalizacji wspétczynnika Giniego. Jest zatem rozwiazaniem efektywnym
rozszerzonego problemu wielokryterialnego. Tymczasem, jak pokazaliémy w tab-
licy 4.1, uporzadkowany wektor ocen tego rozwiazania jest zdominowany przez
uporzadkowane wektory ocen wszystkich pozostatych rozwazanych rozwiazan. Tym
samym rozwigzanie to nie jest wyréwnujaco efektywne.

Przyklad 4.5. Dla ilustracji rozwigzan wyréwnujaco efektywnych mozna przed-
stawi¢ wyniki analizy losowo generowanych probleméw lokalizacyjnych. Rozwaza-
my problemy lokalizacji jednego obiektu wéréd zadanego zbioru punktéw (p = 1,
m =n). W eksperymentach generowano losowo (przy uzyciu rozktadu jednostaj-
nego) punkty o catkowitych wspétrzednych od 0 do 100. W pierwszej serii ekspe-
rymentéw generowano losowo wszystkie n punktéw w kwadracie o wierzchotkach
(0,0), (100,0), (100,100) i (0,100), czyli wystepowal jednostajny rozkltad punktéw.
W drugiej serii eksperymentéw wybrano narozny punkt (100,100), a pozostate n—1
punktéw generowano losowo w tréjkacie o wierzchotkach (0,0), (100,0) i (0,100),
czyli istnial jeden izolowany punkt. Dla okreélenia odleglosci miedzy punktami naj-
pierw zostaly obliczone odleglosci euklidesowe (norma ls), a nastepnie zaokraglone
do przyjetego kroku (dokladnosci) odleglosci réwnej 10. Eksperymenty zostaty
przeprowadzone dla liczby punktéw n = 30, 50 i 100. W ramach kazdego ekspery-
mentu wygenerowano losowo 50 probleméw.

Dla kazdego z wygenerowanych probleméw lokalizacyjnych wyznaczano szes¢
rozwiazan: LM — leksykograficzne rozwiazanie minimaksowe (1.38), LS — rozwiazanie
zadania najmniejszych kwadratéw (4.52), MM — standardowe rozwiazanie minimak-
sowe (1.21), MS — rozwigzanie minimalizujace sume ocen (1.18), AD — rozwiazanie
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minimalizujace sume bezwglednych réznic miedzy ocenami (4.39), GC — rozwiazanie
minimalizujace wspélezynnik Giniego (4.40). Pierwsze dwa rozwiazania LM i
LS sa wyrownujaco efektywne na mocy wnioskow 4.37 i 4.36. Dalsze dwa MM
i Ms sa wyréwnujaco efektywne w przypadku jednoznacznosci skumulowanych
uporzadkowanych wektoréw ocen (wnioski 4.39 i 4.40). Ostatnie dwa rozwiazania
AD i GC minimalizuja standardowe miary rozbieznosci.

Tablica 4.4
Sredni rozktad ocen dla problemu z jednostajnym rozkladem punktéw
Tablica 4.4:

Procentowy rozklad ocen dla n = 30
Rozw. 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100+
LM 3.67 | 4.80 | 11.53 | 20.27 | 25.40 | 20.93 | 11.20 1.93 | 0.27
MM 3.67 | 5.33 | 12.27 | 19.00 | 24.07 | 19.60 | 12.13 3.33 | 0.60
MS 3.80 | 6.53 | 12.07 | 21.27 | 23.60 | 17.93 | 10.53 3.33 | 0.87 0.07
LS 3.73 | 5.80 | 11.27 | 20.27 | 26.60 | 19.13 | 10.33 2.40 | 047
GC 3.33 | 1.60 5.00 | 11.40 | 16.87 | 16.67 | 12.20 | 11.07 | 8.73 6.60 6.53
AD 3.47 | 3.67 | 10.60 | 20.33 | 26.33 | 21.53 | 10.73 2.87 | 0.33 0.13

Procentowy rozktad ocen dla n = 50
Rozw. 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1004
LM 2.44 | 5.52 | 12.60 | 18.96 | 23.88 | 23.52 | 11.16 1.92
MM 2.56 | 5.92 | 12.52 | 18.40 | 23.20 | 21.80 | 12.68 2.92
MS 2.88 | 6.56 | 13.88 | 19.68 | 23.00 | 19.72 | 10.96 2.80 | 0.48 0.04
LS 2.60 | 6.08 | 13.16 | 20.28 | 23.68 | 21.16 | 10.44 2.40 | 0.20
(ele 2.08 | 2.12 5.72 | 10.56 | 15.04 | 16.04 | 12.12 9.56 | 9.32 7.64 9.80
AD 2.44 | 4.88 | 11.72 | 20.08 | 25.24 | 23.56 9.48 2.44 | 0.16

Procentowy rozklad ocen dla n = 100
Rozw. 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1004
LM 1.54 | 5.78 | 12.40 | 19.64 | 23.52 | 24.72 | 10.76 1.64
MM 1.54 | 598 | 12.14 | 19.26 | 23.16 | 22.74 | 12.12 3.06
MS 1.68 | 6.48 | 13.14 | 19.72 | 23.92 | 21.54 | 10.86 2.32 | 0.34
LS 1.58 | 6.26 | 12.80 | 19.72 | 24.50 | 22.26 | 10.66 2.12 | 0.10
GC 1.16 | 2.66 5.80 | 10.02 | 13.78 | 14.96 | 10.96 9.16 | 9.40 | 10.20 | 11.90
AD 1.38 | 5.50 | 11.84 | 19.76 | 24.72 | 24.48 | 10.38 1.88 | 0.06

Tablice 4.4 i 4.5 przedstawiaja wyniki dla pierwszej serii eksperymentéw z jed-
nostajnym rozktadem punktéw. Tablica 4.4 zawiera Srednie rozklady ocen dla
poszczegdlnych rozwiazan. Obserwujemy tam dosé wysoki procent duzych odleg-
tosci w rozwiazaniu GC. Rozwiazania MM i LM minimalizuja maksymalna odleg-
foé¢. Rozwiazanie LM minimalizuje jednak dodatkowo liczbe wystapienn odleglosci
maksymalnych. Rozwiazanie MS wydaje sie maksymalizowaé liczbe wystapien naj-
mniejszych odleglosci, pozwalajac pewnym ocenom przekraczaé¢ warto$¢ minimak-
symalna. Rozwiazanie LS jest podobne do Ms, ale wydaje sie zwraca¢ wieksza
uwage na minimalizacje najwiekszych odleglosci.

Tablica 4.5 przedstawia koincydencje rozwiazan, czyli procent przypadkdéw, gdy
rozwiazania byly identyczne. Oprécz koincydencji poszczegdlnych par rozwiazan
podano tam tez procentows zgodnosé wszystkich rozwiazan (ALL). Ze wzgledu na
jednostajny rozktad punktéw, mozna tu zaobserwowaé wzglednie wysoka koincy-
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Tablica 4.5

Koincydencja rozwiazan dla problemu z jednostajnym rozkladem punktéw

Tablica 4.5:

n = 30 n = 50 n = 100
Rozw. LM | MM | MS | LS | GC LM | MM | MS | LS | GC LM | MM | MS | LS | GC
AD 72 56 | 40 | 60 | 34 62 44 | 32 | 52 | 30 62 28 | 28 | 38 | 32
GC 32 28 18 | 28 28 16 6 16 24 14 14 18
LS 76 60 | T4 56 38 | T2 48 20 | T4
MS 52 42 34 28 38 20
MM 68 64 38
ALL 16 4 6

dencje rozwiazan dla wszystkich par. Koincydencja wszystkich rozwiazan jest jed-
nak niska.

Tablice 4.6 i 4.7 przedstawiaja wyniki dla drugiej serii eksperymentéw z izo-
lowanym punktem (100,100). W tej serii eksperymentéw rozwiazanie GC zawsze
polegalo na wyborze lokalizacji w izolowanym punkcie (100,100), a AD wybieralo
ten punkt w 40-88% przypadkéw, zaleznie od rozmiaru problemu. Wszystkie po-
zostale rozwiazania zawsze wybieraly pewna lokalizacje w trdjkacie (0,0), (100,0),
(0,100). W tej serii eksperymentéw szesé rozwazanych rozwiazan wyraznie po-
dzielilo sie¢ na trzy pary wzglednie podobnych rozwiazan: LM i MM, MS i LS oraz
AD i GC (por. tab. 4.7). Jednak nadal mozna zaobserwowaé réznice w $rednich
rozkladach ocen (por. tab. 4.6) pomiedzy rozwiazaniami LM a MM i odpowiednio
pomiedzy rozwiazaniami LS a Ms. [l

Stosujac metode wag (1.19) do zadania (4.54) otrzymujemy parametryczne za-
danie postaci

min {d  wii(f(x)) : x € Q} (4.61)

i=1
Zauwazmy, ze na mocy definicji operatora © zadanie to jest réwnowazne zasto-
sowaniu do wielokryterialnego problemu (1.7) operatora agregacji OWA (4.15) z

odpowiednio zmodyfikowanymi wagami. Zadanie (4.61) moze by¢ zapisane w pos-
taci

min {»  @;6;(f(x)) : x € Q} (4.62)
i=1

gdzie w; = Z;ﬂ:z wj dlai=1,2,...,m. Prawdziwe sa nast¢pujace twierdzenia.

Twierdzenie 4.22 Jezeli wagi w; spetniaje warunek
Wy > Wa >+ > W1 > Wy > 0 (4.63)

to kazde rozwigzanie optymalne odpowiedniego problemu OWA (4.15) jest wyréw-
nujaco efektywnym rozwigzaniem problemu wielokryterialnego (1.7).

Dowéd. Zadanie (4.15) z wagami w; mozna zapisaé w postaci
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Tablica 4.6
Sredni rozklad ocen dla problemu z izolowanym punktem
Tablica 4.6:

Procentowy rozklad ocen dla n = 30
Rozw. 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100+
LM 4.33 7.73 | 13.33 | 20.00 | 19.87 | 17.53 | 10.07 | 4.73 2.26 0.13
MM 4.00 8.20 | 13.20 | 18.27 | 18.40 | 17.20 | 11.20 | 5.80 3.60 0.13
MS 5.00 | 15.53 | 18.33 | 19.07 | 16.60 | 10.53 6.93 | 2.73 2.33 2.20 0.73
LS 4.87 | 12.73 | 18.20 | 20.80 | 18.33 | 11.87 6.33 | 2.20 2.33 1.80 0.53
GC 3.33 2.40 | 16.93 | 24.47 | 46.87
AD 3.47 2.67 6.80 | 10.07 | 10.60 8.33 3.00 | 2.47 9.87 | 14.07 | 28.65

Procentowy rozklad ocen dla n = 50
Rozw. 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100+
LM 2.68 7.28 | 12.40 | 20.28 | 22.92 | 18.92 | 10.44 | 4.20 0.88
MM 2.80 7.32 | 12.56 | 19.16 | 22.56 | 17.16 | 11.44 | 5.36 1.64
MS 3.60 | 14.32 | 21.40 | 19.04 | 17.04 | 11.56 6.60 | 2.60 1.60 1.76 0.48
LS 3.32 | 11.92 | 20.08 | 22.28 | 18.00 | 12.56 6.80 | 2.28 1.24 1.24 0.28
GC 2.00 2.60 | 15.36 | 26.20 | 53.84
AD 2.04 1.40 5.04 9.92 9.76 7.60 3.76 | 2.64 9.88 | 15.80 | 32.16

Procentowy rozklad ocen dla n = 100
Rozw. 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100+
LM 1.66 6.64 | 11.96 | 18.42 | 23.44 | 20.78 | 12.26 | 4.70 0.14
MM 1.66 6.72 | 12.00 | 18.24 | 23.08 | 20.24 | 12.30 | 5.34 0.42
MS 2.48 | 13.66 | 22.56 | 20.60 | 16.90 | 12.44 5.86 | 2.78 1.52 1.04 0.16
LS 2.30 | 12.16 | 21.90 | 21.40 | 18.42 | 14.16 5.44 | 2.16 1.10 0.90 0.06
GC 1.00 2.88 | 15.50 | 26.36 | 54.26
AD 1.04 0.60 1.42 2.94 2.76 2.60 1.16 | 2.78 | 13.94 | 23.18 | 47.58

Tablica 4.7
Koincydencja rozwiazan dla problemu z izolowanym punktem
Tablica 4.7:
n = 30 n = 50 n = 100

Rozw. LM [ MM | MS | LS | GC || LM | MM | MS | LS | GC || LM | MM | MS | LS | GC
AD 16 10 6 | 54 26 16 2 2 | 40 6 2 0 0| 88
GC 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
LS 12 6 6 0| 62 0 0| 48
MS 6 4 2 0 0 0
MM 68 58 68
ALL 0 0 0
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min {Z wif;(f(x)) : x € Q}
i=1

gdzie wspélczynniki w} sa okreslone jako w), = wn, i W} = w; — w;4q1 dla i =
1,2,...,m—1.

Jezeli spelniony jest warunek (4.63), to wj > 0 dla¢=1,2,...,m. Zatem, na
mocy wnioskéw 1.15 i 4.38, rozwiazanie optymalne zadania (4.15) jest wyréwnujaco
efektywnym rozwiazaniem zadania wielokryterialnego (1.7). ]

Twierdzenie 4.23 Dla kazdego x° wyrdwnujgco efektywnego rozwigzania zadania
WPL istniejg wagi wi > wa > -+ > Wpm_1 > Wy > 0 takie, ze X0 jest rozwigzaniem
optymalnym odpowiedniego zadania OWA (4.15).

Dowéd. Na mocy wniosku 4.38 x jest rozwiazaniem efektywnym wielokryterial-
nego zadania programowania liniowego (4.55)—(4.58). Na mocy twierdzenia 1.9 ist-
nieja wtedy dodatnie wagi w! (i = 1,2,...,m) takie, ze x° jest rozwiazaniem opty-
malnym odpowiedniego zadania (4.61). Zatem x° jest rozwiazaniem optymalnym
odpowiedniego zadania OWA (4.15) z wagami w; = Z;’;Z w} dlai=1,2,...,m.
|

Zauwazmy, ze w przypadku wag w; speliajacych warunek (4.63), dla dowolnej
permutacji 7 zbioru I prawdziwa jest nieréwnos¢

Z Wr(i)Yi < Z w;0;(y)
i=1 i=1

Zatem zadanie wyznaczenia rozwiagzania wyréwnujaco efektywnego za pomoca
techniki OWA moze byé implementowane przez dodanie do ograniczen zadania
m! nieréwnosci liniowych, czyli w postaci zadania

min z (4.64)
pod warunkiem, ze x € @ (4.65)
yi=fi(x) dlai=1,2,...,m (4.66)
z> Z wryy: dlaTell (4.67)

i=1

gdzie II jest zbiorem wszystkich permutacji 7 zbioru indekséw I. Dla zadan WPL
odpowiednie zadania (4.64)—(4.67) sa zadaniami programowania liniowego. W
praktyce taki zapis zadania (4.61) jest uzyteczny jedynie w przypadku niewielkiej
liczby funkcji oceny.

Niestety technika agregacji OWA z malejacymi wagami nie stanowi — w ogol-
nym przypadku — zupelnej parametryzacji calego zbioru rozwiazan wyréwnujaco
efektywnych. Wynika to ze specyfiki podejscia wazenia ocen do probleméw wie-
lokryterialnych (por. przyktad 1.2). W przypadku wielokryterialnych probleméw
dyskretnych (jak problem lokalizacji (4.3)—(4.4)) istnieja rozwiazania wyréwnujaco
efektywne, ktére nie moga by¢ wygenerowane jako rozwigzania optymalne problemu
(4.15) dla zadnego zbioru dodatnich wag. Pokazemy to na maltym przykladzie.
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Przyklad 4.6. Rozpatrzmy problem umiejscowienia pojedynczego obiektu w jed-
nej z trzech potencjalnych lokalizacji (P1, P2 i P3) do obstugi dwéch klientéw (C1 i
C2). Odleglosci pomiedzy poszczegdlnymi klientami i potencjalnymi lokalizacjami
S nastepujace: d11 = 15, d12 = 14, d13 = 13, d21 = 8, d22 = 11, d23 =13.
Zauwazmy, ze wszystkie trzy rozwiazania dopuszczalne sa efektywne w standar-
dowym sensie i jednocze$nie wyréwnujaco efektywne. Latwo sprawdzié, ze stosujac
agregacje OWA nie mozna wybra¢ lokalizacji P2 dla zadnego zbioru dodatnich wag.
Zeby lokalizacja P2 byla rozwiazaniem optymalnym problemu (4.15), wspdlezynniki
wagowe musza spelia¢ nieréwnosci: wy > 3ws i 2wy > wi, co nie jest mozliwe
przy wy > wo > 0. Faktycznie, jezeli 2w; < Sws, to lokalizacja P1 jest jednoznacz-
nym rozwiazaniem optymalnym problemu (4.15). Jezeli 2wy > 5wa, to lokalizacja
P3 jest jednoznacznym rozwiazaniem optymalnym problemu (4.15). W koncu, gdy
2wy = bws, wtedy obie lokalizacje P1 i P3 sa optymalne. Lokalizacja P2 nigdy nie
jest rozwiazaniem optymalnym problemu (4.15). O

Zupela parametryzacje zbioru rozwiazan wyrdéwnujaco efektywnych mozna
otrzymaé stosujac metody punktu referencyjnego do zadania (4.54). Stosujac pa-
rametryzacje (3.4) do zadania (4.54) otrzymujemy

m

lexmin {( max si(ai,ﬂ_i(f(x))),z si(ai, 0:(f(x)): x€Q}, acY (4.68)

i=1,....m X
=1
Bezposrednio z wnioskéw 4.38, 3.1 i twierdzenia 3.2 wynikaja nastepujace wnioski.

Whniosek 4.43 Dla dowolnych funkcji s;(a;,y;) $cisle rosngcych wzgledem y;
rozwiazanie optymalne zadania (4.68) jest wyrdwnujaco efektywnym rozwigzaniem
zadania wielokryterialnego (1.7).

Whiosek 4.44 Jezeli dla kazdego wektora poziomdw aspiracji a € Y funk-
cje si(a;,y;) sa Scisle rosnace wzgledem y; i spelniaja warunek (3.6), to kazde
wyréwnugaco efektywne rozwigzanie x° zadania wielokryterialnego (1.7) jest roz-
wiqzaniem optymalnym zadania (4.68) dla wektora aspiracji a°® = O(f(x")).

Whniosek 4.45 Jezeli dla kazdego wektora poziomdw aspiracji a € Y funkcje
si(ai,y;) sa Scisle rosnace wzgledem y; i spelniaja warunek (3.6), to dla dowolnego
wyréwnujqgco efektywnego rozwigzania x° zadania wielokryterialnego (1.7) istnieje
wektor poziomdw aspiracji a° € Y taki, Ze x° jest rozwigzaniem optymalnym odpo-
wiedniego zadania (4.68).

Zauwazmy, ze poszczegdlne wspolrzedne wektora aspiracji a, uzytego w para-
metryzacji (4.68), odpowiadaja wspéhrzednym skumulowanego uporzadkowanego
wektora ocen O(f(x)). W szczegdlnosci, dla wyznaczenia wyréwnujaco efektyw-
nego rozwiazania x° za pomoca parametryzacji (4.68), jako wektor aspiracji nalezy
przyja¢ a® = O(f(x")). Tym samym, mozmna ograniczy¢ sie do uzywania tylko
wektoréw aspiracji reprezentujacych pewne skumulowane uporzadkowane wektory
ocen. Relacja preferencji parametryzacji (4.68) z wektorem aspiracji a = ©(y?)
dla pewnego y® € Y spelnia nastepujacy odpowiednik warunku (3.1)
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B(y) £6(y*) i O(y)#6®F?) = y'<y (4.69)

Oznacza to, ze kazdy wektor y® taki, ze a = O(y?), jest preferowany w stosunku
do dowolnego wektora ocen y A, y%, czyli

yZuy" = y'=<y (4.70)

Twierdzenie 4.24 Jezeli wektor aspiracji a = ©(y*) dla pewnego y* € Y, funk-
cje si(aq,y;) sa $cisle rosnace wzgledem y; i spetniaja warunek (3.6), to relacja
preferencyi definiowana przez minimalizacje leksykograficzna (4.68) jest zwrotna,
przechodnia, $cisle monotoniczna i anonimowa oraz spelnia aksjomat przesunieé
wyréwnujacych i warunek (4.69).

Dowéd. Jezeli a = O(y?) dla pewnego y® € Y, to minimalizacja (4.68) jest to
réwnowazna nastepujacemu zadaniu

lexmin {( ma

=1

Si(éi(ya),éi(f(X))),Z si(0i(y"),0:(£(x)))) + x € Q} (4.71)

,m

Zwrotno$¢ i przechodnios$é relacji preferencji definiowanej przez minimalizacje
(4.71) jest oczywista. Anonimowos$é relacji wynika z uzycia operatora ©.

Dla wykazania $cistej monotonicznosci i warunku przesunie¢ wyréwnujacych
zauwazmy, ze relacja (4.47) jest wyréwnujaco racjonalna relacja preferencji, czyli
dla dowolnego i € I prawdziwe sa zaleznosci

O(y —ce;)) <O(y) dlae>0
Yo >y = Oy —cey +eey) < O(y) dla 0 <e <wyir —yir

Stad na mocy wnioskéw 1.21 i 1.2 stwierdzamy, ze relacja preferencji definiowana
przez minimalizacje (4.71) jest $ciSle monotoniczna i spelnia aksjomat przesunieé
wyréwnujacych. Dalej, na mocy twierdzenia 1.11, prawdziwa jest implikacja

O(y)Z6() = y'<y
czyli warunek (4.69). |

Wielkodci 0;(y)/i wyrazaja czeéciowe $rednie poczatkowych i wspélrzednych
uporzadkowanych wektoréw ocen O(y). Moga by¢ zatem interpretowane graficznie
za pomoca nierosnacych lamanych, jak na rysunku 4.8. Taka interpretacja graficzna
dostarcza wygodnego interfejsu graficznego dla interaktywnej analizy opartej na
parametryzacji (4.68).

4.2.3 Podejscie dystrybucyjne

W podrozdziale 4.1 pokazaliémy, ze w przypadku skoriczonego dyskretnego
zbioru wartosci ocen V' wielokryterialny problem minimalizacji uporzadkowanych
wektoréw ocen (4.14) jest réwnowazny wielokryterialnemu problemowi dystry-
bucyjnemu (4.30) z indywidualnymi funkcjami hj okreslonymi wzorami (4.25)-
(4.27). Podobny wynik mozna wyprowadzi¢ dla wielokryterialnego problemu mi-
nimalizacji skumulowanych uporzadkowanych wektoréw ocen (4.54). Niech V =
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0:/i _
y'fﬂax y
1 2 3 m—1 m
Rysunek 4.8:
Rys. 4.8. Wykres 0;(y)/7
{vo,v1,...,0.} (Vg > vy > -+ > v,) oznacza zbidr wszystkich mozliwych réznych

wartosci funkcji oceny f; dla x € @, czyli A C V™ C Y. Jak w podrozdziale 4.1,
niech funkcje hi(y) (k =0,1,...,r) wyrazaja liczbe wartosci vy wystepujacych w
wektorze ocen y = f(x), a funkcje hy(y) (k = 1,2,...,r) stanowia skumulowane
funkcje rozkladu (4.27), wyrazajace liczbe ocen wiekszych od vg. Dla uwzglednienia
wartosci wspotezynnikéw vy, i kumulacji w operatorze © do wektora h(y) zastosu-
jemy dodatkowo liniowy operator wazonej kumulacji I'V = (77,44, ...,7Y), gdzie
dlaq e R"

Mw

- dlak=1,2,...,r (4.72)
1=1

W ten sposéb otrzymujemy funkcje wektorowa h(y) = I'?(h(y)), ktérej poszcze-

gblne wspdlrzedne sa funkcjami postaci

Z vy —o)h(y) dlak=1,2...,r (4.73)
=1
Zauwazmy, ze
k -1 k—1
=> (o1 —v) > hiy)] =Y (i —v)hl(y) dak=12, .. r (474)
=1 =0 1=0

czyli R (y) wyraza sume réznic pomiedzy ocenami y; wiekszymi od vy 1 wartoscia
vg. Poniewaz (v; —uvg) > 0dla 0 <[ <k, to z (4.74) wynika, ze funkcja wektorowa
fl(y) jednoznacznie opisuje rozklad wartosci wspétrzednych wektora ocen y, jako
ze dla dowolnych y’,y” € V™

h(y')=h(y") < h(y)=hy") <« OF)=6(") (4.75)
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Zalezno$é (4.74) pozwala tez na bezposrednie wyrazenie hy(y) jako kawatkami li-
niowej funkcji wektora ocen y

Z ) dlak=1,2,....r (4.76)

i=1

7

77 -

Vi Vg—1 Ug—2 v3 U2 U1 v

Rysunek 4.9:
Rys. 4.9. hy (y) jako pole obszaru pod wykresem h(y)

W poprzednim podrozdziale pokazaliSmy, ze istnieje mozliwo$¢ zdefiniowania
wartoéci h,(y) dla dowolnego v € R jako liczby ocen y; wiekszych od v (por.
(4.31)). Schodkowy wykres (v, h,(y)) odpowiada wtedy wykresowi “odwréconej”
dystrybuanty rozkladu wartosci y;. Wielkosé R (y) dla k = 1,2,...,r moze by¢
interpretowana jako pole obszaru pod wykresem (v, h, (y)) dlav > vy, (por. rys 4.9).
Podobnie wzér 4.74 pozwala na latwe zdefiniowanie wartosci b (y) dla dowolnego
v € R jako m
ho(y) = Y (ok —0)hily Z (4.77)

kv >v i=1

Rysunek 4.10 przedstawia wykres (v, hy(y)/m). Zauwazmy, ze dla v, < v < vg
jest to krzywa (tamana) wypukla pokrywajaca sie z osig v dla v > 6;(y) i prze-
chodzaca przez punkt (v, § — v,.), gdzie g jest $rednig arytmetycznag ocen y;. Tak
wiec przebieg krzywej (v, hy(y)/m) jest wstepnie okreslony przez wartosci maksy-
malnej i $redniej oceny, ale ostateczny ksztalt krzywej zalezy od calego rozkladu
wartosci wspélrzednych y;. W modelach probabilistycznych dominacja wektorow
fl(y) jest nazywana dominacja stochastyczna drugiego rzedu (Levy, 1992).

Rozpatrzmy problem wielokryterialny

min {(h1(£(x)), ha(£(x)), ..., h(f(x))) : x € Q} (4.78)
Okazuje sie, ze wyréwnujaca dominacja wektoréw ocen y = f(x) dla zadania

wielokryterialnego (1.7) jest réwnowazna standardowej dominacji wektoréw ocen
h(y) = (hi(y), ha(y), ..., he(y)) dla wielokryterialnego zadania (4.78).

Twierdzenie 4.25 Wektor ocen y’ € V™ dominuje wyrdwnujaco y" € V'™ wtedy
i tylko wtedy, gdy h(y’) < h(y”).
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hy/m
Yy—Ur
Vg! — Uy 7
Vgt — Uy 1
y ‘ : | >
Uy Vgt v U1 vy U

Rysunek 4.10:
Rys. 4.10. Wykres hy(y)/m

Dowdéd. Jezeli wektor ocen y’ € Y dominuje Wyréwnujaco y” 6 Y, to istnieje
skoniczony ciag wektoréw y° = y” y!, ... 7yt—l,y =y taki, ze y* € Y dla k =
1,2,...,toraz O(y*) < O(y* ) luby* = y* 1 —cey+eein dlal < e < yh~t—yk1

Zauwazmy, ze na mocy (4.73) dla dowolnego wektora u € Y
h(u—cey +cein) Sh(u) dla0<e < uy — un
i dla dowolnych wektoréw u’, u”’ € Y
o) <OW’) = h(u)=hu")

Zatem h(y*) = h(y*1) dla k = 1,2,...,t i, co za tym idzie, h(y’) = h(y").
Jednoczesnie na mocy (4.75), h(y’) ;é h( ", ezyli h(y’) < h(y”). Tak wiec
z wyréwnujacego dominowania wektora y” przez wektor y’ wynika nieréwnosé
h(y’) < h(y").

Niech h(y’) < h(y”). PokaZemy, ze O(y') < O(y"). Przypusémy, 2 0y £
O(y"). Jezeli B(y') = 6( '), to z (4.45) i (4.75) otrzymujemy h(y ) ﬁ( ),
co przeczy h(y’) < h(y”). Pozostaje zatem przypadek, gdy O(y’) £ )(y”) i

O(y') # O(y"). Istnicje wtedy indeks i (1 < ig < m) taki, ze O, (y") > i, (y")
i0;(y") = 0;(y") dla 1 < i < ig. Niech kg oznacza indeks taki, ze 0;,(y’) = v,
Zauwazmy, ze 0 < ko < r — 1 oraz hg,(y') > hi, (y") 1 hie(y’) = he(y”) dla
0 <k < ko. Stad na mocy (4.74) otrzymujemy hko+1( ") > hpyr1(y"), co przeczy
h(y’) < h(y”). Zatem z nieréwnoéci h(y’) < h(y”) wynika nieréwnos¢ 0(y’) <
O(y") i na mocy twierdzenia 4.24 wektor ocen y’ wyréwnujaco dominuje y”. W

Whniosek 4.46 Dla dowolnych wektoréw ocen y',y" € V™

h(y) <h(y”") <« 6(')<6(”")
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Whniosek 4.47 Jezeli A C V™, to rozwigzanie dopuszczalne x € () jest
wyréwnugjgco efektywnym rozwigzaniem zadania wielokryterialnego (1.7) wtedy i
tylko wtedy, gdy jest ono rozwigzaniem efektywnym problemu wielokryterialnego

(4.78).

Zauwazmy, ze h.. (y) +mv, =>1" | i, czyli minimalizacja sumy oryginalnych
funkeji oceny problemu (1.7) (skalaryzacja (1.18)) jest réwnowazna minimalizacji
ostatniej pojedynczej funkcji oceny w zadaniu (4.78). Natomiast suma wartosci
bewzglednych wszystkich réznic miedzy ocenami (4.39) wyraza sie jako

m m T R
S lw =yl =2 he(y)he(y)
j k=1

i=1 j=1
czyli jest kombinacja liniowa o zmiennych wspdlczynnikach funkeji oceny z zada-
nia (4.78). Zatem minimalizacja (4.39) nie moze by¢ traktowana jako poprawna
skalaryzacja wielokryterialnego zadania (4.78).

Zupela parametryzacje zbioru rozwiazan wyréwnujaco efektywnych mozna
otrzymaé stosujac metody punktu referencyjnego do zadania (4.78). Stosujac pa-
rametryzacje (3.4) do zadania (4.78) otrzymujemy

T
lexmin {( max s(ap, hi(£(x))), > se(ap, he(£(x)))) : x € Q}, q* € R” (4.79)
T k=1
gdzie s : RX R — R. Bezposrednio z wnioskow 4.47, 3.1 i twierdzenia 3.2 wynikaja
nastepujace wnioski.

Wniosek 4.48 Jezeli A C V™ i funkcje sk(ql,qx) sa $cisle rosnace po q, to
rozwiqzanie optymalne zadania (4.79) jest wyrdwnujaco efektywnym rozwiazaniem
zadania wielokryterialnego (1.7).

Whniosek 4.49 Jezeli A C V™ oraz dla kaidego wektora poziomdw aspiracji
q® € R" funkcje si(qy, qx) sa Scisle rosngce po qi i spelniajq warunek (4.35), to
kazde wyréwnujqco efektywne rozwiqzanie x° zadania wielokryterialnego (1.7) jest
rozwigzaniem optymalnym zadania (4.79) dla wektora aspiracji q* = ﬁ(f(xo)).

Whniosek 4.50 Jezeli A C V™ oraz dla kaZdego wektora poziomdw aspiracji
q® € R" funkcje si(qy, qx) sa Scisle rosngce po qi 1 spelniajq warunek (4.35), to
dla dowolnego wyrdwnugjaco efektywnego rozwigzania x° zadania wielokryterialnego
(1.7) istnieje wektor poziomdw aspiracji @ € R" taki, ze x° jest rozwiqzaniem
optymalnym odpowiedniego zadania (4.79).

Zauwazmy, ze poszczegolne wspolrzedne wektora aspiracji q® uzytego w para-
metryzacji (4.79) odpowiadaja wspéhzednym wektora h(f(x)). W szczegdlnosci,
dla wyznaczenia wyréwnujaco efektywnego rozwiazania x" za pomoca paramet-
ryzacji (4.79), jako wektor aspiracji powinno byé przyjete @* = fl(f (XO)). Tym
samym, w czasie analizy interaktywnej mozna uzywaé jedynie wektoréow aspiracji

~

postaci q* = h(y®) dla pewnych y® € Y. Podejécie takie prowadzi do interaktywnej
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metody referencyjnej dystrybucji jako uogélnienia metody punktu referencyjnego
dla zadan z jednorodnymi ocenami. Przedstawiona na rysunku 4.10 graficzna repre-
zentacja wektoréw ocen h(y) w postaci wykreséw krzywych (v, hy (y)/m) dostarcza
interfejsu graficznego do prowadzenia analizy interaktywnej w ramach odpowied-
niego systemu wspomagania decyzji.

W przypadku stosowania wektoréw aspiracji postaci q* = fl(ya) dla pew-
nych y® € Y, relacja preferencji parametryzacji (4.34) spelia warunek (4.69) dla
kazdego wektora y* € Y takiego, ze q% = ﬁ(ya). Oznacza to, ze kazdy wektor
y? taki, ze q* = lAl(ya)7 jest preferowany w stosunku do dowolnego wektora ocen

@, czyli

Y 2wyt o Yy Zuy® = ¥'<y (4.80)
Twierdzenie 4.26 Jezeli A C V'™, wektor aspiracji q* = fl(y“) dla pewnego
y® €Y oraz funkcje si(qf, qx) sa Scisle rosnagce po qi t spetniajg warunek (4.35),
to relacja preferencyi definiowana przez leksykograficzng minimalizacje (4.79) jest
zwrotna, przechodnia, ScisSle monotoniczna i anonimowa oraz spetnia warunek prze-
sunieé wyréwnugjacych i warunek (4.69).

Dowdd. Jezeli q* = fl(y“) dla pewnego y* € Y, to minimalizacja (4.79) jest
réwnowazna nastepujacemu zadaniu

r

s (e (y™)s huc(£x)), Y si(hu(y®), hi(£(x)))) = x € Q) (4.81)

lexmin {( max
k=1,...,
k=1

\T

Zwrotnosé i przechodniosé¢ relacji preferencji definiowanej przez minimalizacje
(4.81) jest oczywista. Anonimowo$¢ relacji wynika z uzycia operatora h.

Dla wykazania $cistej monotonicznosci i warunku przesunieé¢ wyréwnujacych
zauwazmy, ze na mocy wniosku 4.46 prawdziwe sa zaleznosci

h(y —ee;) <h(y) dlae>0
Yy >y = h(y —cey +eep) <h(y) dla0<e<yy—ym
Stad, na mocy wnioskéw 1.21 i 1.2, stwierdzamy, ze relacja preferencji definiowana
przez minimalizacje (4.81) jest $cisle monotoniczna i spelnia aksjomat przesunieé
wyréwnujacych.
Dalej, na mocy twierdzenia 1.11, prawdziwa jest implikacja
h(y) Zh(y*) = y"<y

Stad, na mocy wniosku 4.46 i zaleznosci (4.75), otrzymujemy warunek (4.69). B

4.3 Leksykograficzna metoda punktu referencyj-
nego

Rozwazane w podrozdziale 3.1 metody punktu referencyjnego wyznaczania
rozwiazan efektywnych zadania wielokryterialnego (1.7) mozna interpretowaé jako
stosowanie minimaksowej skalaryzacji (1.36) do zadania o parametrycznych funk-
cjach oceny s;(a;, fi(x)) lub s;(a;,ri, fi(x)) w przypadku przedzialowej metody
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punktu referencyjnego. Oznacza to, ze skalaryzacja (1.36) jest tam uzywana do
wyznaczania rozwiagzan efektywnych parametrycznych zadan wielokryterialnych

min {s(a,f(x)) : x € Q}, aeyY (4.82)
gdzie
s(a, £(x)) = (s1(a1, f1(%)), s2(a2, fa(x)), -, sm(am, fn(x))) (4.83)
lub odpowiednio
min {s(a,r,f(x)) : x € Q}, a<r, areyY (4.84)
gdzie

s(a,r,f(x)) = (s1(a1, 71, f1(x)), s2(a2,72, f2(X)), - ., Sm(@m, "m, frn(x))) (4.85)

Wprowadzone w problemach (4.82) i (4.84) funkcje oceny s; oceniaja wartosci
oryginalnych funkcji oceny f; w terminach modelu preferencji okreslonego przez
przyjete poziomy aspiracji i rezerwacji (lub wspélezynniki skalujace). Co wiecej,
wyraznie dazy sie do tego, zeby funkcje s; mierzyly indywidualne oceny w tej samej
skali. Najlepiej jest to widoczne w przedzialowej metodzie punktu referencyjnego,
gdzie funkcje s; sa tak konstruowane, by zagwarantowaé spelnienie warunku

si(ag,riya;) =0, si(a;,ri,r) =1 dlai=1,2,...,m

Zatem zadania wielokryterialne (4.82) i (4.84) lezace u podstaw metod punktu re-
ferencyjnego naleza do klasy rozwazanych w dwdéch wezesniejszych podrozdzialach
zadan z jednakowo waznymi ocenami jednorodnymi. Pojawia sie tu naturalne pyta-
nie, czy model preferencji standardowych metod punktu referencyjnego uwzglednia
elementy réwnosci funkeji oceny s; w zadaniach (4.82) i (4.84).

W metodach punktu referencyjnego funkcje s; sa agregowane za pomoca regu-
laryzowanej skalaryzacji minimaksowej (1.36). Zatem, zgodnie z twierdzeniem 4.6,
model preferencji metod punktu referencyjnego spelia warunek anonimowos$ci
(4.1) w odniesieniu do zadan (4.82) i (4.84). Natomiast nie jest speliony ak-
sjomat przesunie¢ wyréwnujacych. Stosowanie pewnej regularyzacji skalaryzacji
minimaksowej jest istotne dla spelienia warunku (3.1), podstawowego w podejsciu
quasi—zadowalajacym, o postaci

yZa = a<y

Zamiast regularyzowanej skalaryzacji minimaksowej (1.36) mozna jednak uzy¢ mi-
nimaksymalizacji leksykograficznej (1.38), ktéra réwniez jest regularyzacja skalary-
zacji minimaksowej (1.21) i jednoczesnie definiuje wyréwnujaco racjonalna relacje
preferencji (por. twierdzenie 4.21). Stosujac minimaksymalizacje leksykograficzna
(1.38) do zadania (4.82) otrzymujemy parametryzacje

lexmin {O(s(a, f(x))) : x € Q}, acY (4.86)

Metode punktu referencyjnego oparta na parametryzacji (4.86) bedziemy na-
zywaé leksykograficzng metoda punktu referencyjnego.  Leksykograficzna me-
toda punktu referencyjnego zachowuje istotne witasnosci standardowych metod
punktu referencyjnego opartych na parametryzacji (3.4). Z wniosku 1.26 wynika
nastepujacy wniosek.
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Whiosek 4.51 Dia dowolnych funkcji s;(a;,y;) $cisle rosngcych wzgledem y;
rozwiqzanie optymalne zadania (4.86) jest rozwiqzaniem efektywnym zadania wie-
lokryterialnego (1.7).

Ponadto prawdziwe sa nastepujace odpowiedniki twierdzen 3.1 i 3.2 oraz wyni-
kajacych z nich wnioskow.

Twierdzenie 4.27 Dla dowolnych funkcji s;(a;,y;) $cisle rosnacych wzgledem y;
i spetniajacych warunek (3.6) relacja preferencji definiowana przez minimaksyma-
lizacje leksykograficzng (4.86) jest zwrotna, przechodnia, $cisle monotoniczna oraz
spetnia warunek (3.1).

Dowdéd. Zwrotnosé, przechodniosé i scista monotoniczno$é definiowanej przez
minimalizacje (4.86) relacji preferencji
y 2y" e 0(s(ay) <. O(s(ay”))

wynika bezposrednio ze $cistej monotonicznosei funkeji s;(a;, y;) wzgledem y; (por.
wniosek 1.26). Zauwazmy, ze 01(s(a,y)) = max;=1__m Si(a;,y;). Zatem, na mocy
twierdzenia 1.11, prawdziwa jest implikacja

yia = a<y

co oznacza spelnienie warunku (3.1). |

Twierdzenie 4.28 Jezeli dla kaidego wektora poziomow aspiracji a € Y funk-
cje si(a;,y;) sa Scisle rosnqgce wzgledem y; i spelniaja warunek (3.6), to kazde
rozwiqzanie efektywne x° zadania wiclokryterialnego (1.7) jest rozwiqzaniem opty-
malnym zadania (4.86) dla wektora aspiracji a° = £(x").

Dowéd. Niech x° bedzie rozwiazaniem efektywnym zadania (1.7). Przypus$émy,
ze x¥ nie jest rozwiazaniem optymalnym zadania (4.86) dla wektora aspiracji
a’ = f(x°). Istnieje wtedy wektor x € Q taki, ze O(s(f(x"),f(x))) <iew
O(s(E(x), £(x")).

Zauwazmy, ze na mocy warunku (3.6)
O1(s(F(x), £(x"))) = Oa(s(E(x"), £(x"))) = - -+ = O (s(£(x"), £(x")))
i jednoczesnie
01(s(F(x"), £(x))) = Oa(s(F(x), £(x))) = -+ > O (s(E(x"), £(x)))

Zatem
Sz(fl(xo)7 fl(x)) < Si(fi(xo)a fl(xo)) dla i = 1a 2a -,
i istnieje indeks ig taki, ze
Sig (fio (Xo)v fio (X)) < Sig (fio (Xo)v fio (XO))
Poniewaz funkcje s;(f;(x°), y;) sa $cisle rosnace wzgledem v;, to f;(x) < f;(x°) dla
i =1,2,...,m, przy czym dla indeksu ¢y zachodzi nier6wnos¢ ostra. Przeczy to

efektywnosci wektora x¥ dla problemu (1.7). Zatem wektor x° jest rozwiazaniem
optymalnym zadania (4.86) dla wektora pozioméw aspiracji a = f (xo). |
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Whniosek 4.52 Jezeli dla kazdego wektora poziomow aspiracji a € Y funkcje
si(ai,y;) sa Scisle rosnace wzgledem y; i spelniaja warunek (3.6), to dla dowol-
nego rozwiazania efektywnego x° zadania wielokryterialnego (1.7) istnieje wektor
poziomdw aspiracji a° € Y taki, Ze x° jest rozwigzaniem optymalnym odpowied-
niego zadania (4.86).

Leksykograficzna metoda punktu referencyjnego nie tylko spelnia wszystkie
podstawowe wymagania dla metod punktu referencyjnego, ale réwniez ma pewne
dodatkowe zalety w poréwnaniu ze standardowymi metodami opartymi na para-
metryzacji (3.4). Omawiajac wlasnodci modelu LRPC w podrozdziale 3.1 zwra-
cali$my uwage na fakt, ze racjonalne relacje preferencji speiajace warunek (3.34),
czyli

yr >ay 1 oy <ap = y—ces+elen <y
dla 0<e < Yir —ay, 0< e’ <apn — Yirr

lepiej odzwierciedlaja znaczenie pozioméw aspiracji w quasi—zadowalajacym mo-
delu decyzyjnym niz relacje spelniajace jedynie warunek (3.1). Warunki te sa sobie
réwnowazne w przypadku dwuwymiarowej przestrzeni ocen Y (m = 2). W przy-
padku wiekszej liczby funkcji oceny warunek (3.34) jest silniejszy od warunku (3.1),
jako ze kazda racjonalna relacja preferencji posiadajaca wlasnoéé (3.34) spelia
nastepujace uogdlnienie warunku (3.1)

Wi)ies 2 (ai)ics = [(ai)ies, (Wi)iens] =y dlaJCI (4.87)
Warunek (4.87) oznacza, ze dla dowolnego podzbioru J zbioru wszystkich ocen
I, jezeli przynajmniej jedna z ocen y;, i € J, jest wieksza od swojego poziomu
aspiracji, to zastapienie wszystkich ocen y; dla i« € J ich poziomami aspiracji jest
preferowane w stosunku do oryginalnych wartodci ocen. Warunek (3.1) jest ograni-
czeniem warunku (4.87) do przypadku J = I. Omawiane w podrozdziale 3.1 stan-
dardowe metody punktu referencyjnego oparte na parametryzacji (3.4) w ogdéluym
przypadku nie speliaja warunku (4.87) dla dowolnych J C I. Na przyklad, w
metodach punktu referencyjnego opartych na parametryzacji (3.4) z liniowymi
funkcjami skalujacymi (3.5) o jednostkowych wspélezynnikach )\;, wektor ocen
(a1+1,a2+1,a3—10) jest preferowany w stosunku do wektora (a1 41, az, az), pod-
czas gdy preferowanie w takim wypadku wektora ocen (a; + 1, as, as) jest zgodne
z intuicyjnym pojeciem pozioméw aspiracji i lezacej u podstaw podejscia quasi—
zadowalajacego zasady, ze decydent koncentruje uwage na poprawie wartosci tych
ocen, ktére nie osiagnely swoich pozioméw aspiracji. Model preferencji leksyko-
graficznej metody punktu referencyjnego (4.86), w odréznieniu od standardowych
metod punktu referencyjnego opartych na parametryzacji (3.4), spelnia warunek
(3.34) i, co za tym idzie, warunek (4.87) dla dowolnych J C I. Bezposrednio z
twierdzenia 1.21 wynika bowiem nastepujacy wniosek.

Whiosek 4.53 Jezeli dla kazdego wektora poziomow aspiracji a € Y funkcje
si(ai,y;) sa $cisle rosnace wzgledem vy; i spelniaja warunek (3.6), to relacja pre-
ferencji definiowana przez minimaksymalizacje leksykograficzna (4.86) spelnia wa-
runek (3.34).
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Stosujac skalaryzacje minimaksimum leksykograficznego (1.38) do zadania
(4.84) otrzymujemy parametryzacje

lexmin {O(s(a,r,f(x))) : x € Q}, a<r, areyY (4.88)

generujaca leksykograficzna przedzialowa metode punktu referencyjnego. Zauwaz-
my, ze zaréwno funkcje (3.11), jak i funkcje (3.12) speliaja zalozenia twierdzen
4.27 i 4.28 oraz wniosku 4.51. Otrzymujemy zatem zupeha parametryzacje zbioru
rozwiazan efektywnych, zgodna z modelem preferencji okreslonym postulatami P1 i
P2 (por. rozdziat 3). Ponadto, dzieki temu, ze s;(a;,7;,7) =1dlai=1,2,...,m,
spelniony jest réwniez postulat P2a. To znaczy, relacja preferencji definiowana
przez minimaksymalizacje leksykograficzna (4.88) spelnia warunek (3.8), czyli

yZr = r<y

Prawdziwe jest bowiem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.29 Dla dowolnych funkcji s;(a;,r;,y;) Scisle rosnacych wzgledem
yi 1 spetniajacych warunek (3.14) relacja preferencyi definiowana przez minimaksy-
malizacje leksykograficzng (4.88) spetnia warunek (3.8).

Dowéd. Zauwazmy, ze 01(s(a,r,y)) = max;=1__m Si(a;,7,y;). Zatem, na mocy
twierdzenia 1.11, prawdziwa jest implikacja

y?-r = r<y

co oznacza spelienie warunku (3.8). ]

Relacja preferencji definiowana przez leksykograficzna przedzialowa metode
punktu referencyjnego spelnia réwniez rozwazany w podrozdziale 3.4 warunek
(3.65), czyli

yor >y i oy <rg = y-—cey+een <y
dla 0<¢é <y — Ty, 0< g’ <y — Y

ktéry lepiej niz warunek (3.8) odzwierciedla znaczenie pozioméw rezerwacji w
quasi—zadowalajacym modelu decyzyjnym. Warunki te sa sobie réwnowazne w
przypadku dwuwymiarowej przestrzeni ocen (m = 2). W przypadku wiekszej
liczby funkcji oceny warunek (3.65) jest silniejszy od warunku (3.8), jako ze
kazda racjonalna relacja preferencji posiadajaca wlasnos$é (3.65) spetnia nastepujace
uogdlnienie warunku (3.8)

(Yi)ics ; (ri)ies = [(ri)iess (yi)iel\ﬂ <y daJcClI (4.89)

Warunek (4.89) oznacza, ze dla dowolnego podzbioru J zbioru ocen I, jezeli przy-
najmniej jedna z ocen y;, ¢ € J, jest wieksza od swojego poziomu rezerwacji, to
zastapienie wszystkich ocen y; dla ¢ € J ich poziomami rezerwacji jest prefero-
wane w stosunku do oryginalnych wartosci ocen. Warunek (3.8) jest ograniczeniem
warunku (4.89) do przypadku J = I. Omawiane w podrozdziale 3.1 standar-
dowe przedzialowe metody punktu referencyjnego oparte na parametryzacji (3.13)
w ogllnym przypadku nie spehiaja warunku (4.89) dla dowolnych J C I. Na
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przyklad, w przedzialowych metodach punktu referencyjnego opartych na paramet-
ryzacji (3.13) z kawatkami liniowymi funkcjami skalujacymi (3.12) z ro—as = r3—as
i+ < 10 wektor ocen (r; + 1,79 + 1,73 — 10) jest preferowany w stosunku do wek-
tora (r; + 1,7r9,73), podczas gdy preferowanie w takim wypadku wektora ocen
(r1 + 1,79,7r3) jest zgodne z intuicyjnym pojeciem pozioméw rezerwacji i lezacej
u podstaw podejécia quasi—zadowalajacego zasady, ze decydent koncentruje uwage
na poprawie wartosci tych ocen, ktére nie osiagnely swoich poziomoéw rezerwacji.
Model preferencji leksykograficznej przedzialowej metody punktu referencyjnego
(4.88), w odréznieniu od standardowych metod opartych na parametryzacji (3.13),
spelia warunek (3.65) i, co za tym idzie, warunek (4.89) dla dowolnych J C I.
Bezposrednio z twierdzenia 1.21 wynika bowiem nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.54 Dla dowolnych funkcji s;(a;,r:,y;) $cisle rosnacych wzgledem y; i
spetniajacych warunek (3.14) relacja preferencji definiowana przez minimaksyma-
lizacje leksykograficzng (4.88) spelnia warunek (3.65).

Z dotychczasowych rozwazan wynika, ze leksykograficzna metoda punktu re-
ferencyjnego (4.86) i leksykograficzna przedzialowa metoda punktu referencyjnego
(4.88), nie wykorzystujac technik programowania celowego implementuja odpo-
wiednio modele preferencji realizowane przez LRPC i LPRPC bez prioryteéw (por.
podrozdzialy 3.3 1 3.4). O ile jednak spemienie warunkéw (3.34) i odpowiednio
(3.65) wynikalo w modelach LRPC i LPRPC z odpowiedniej konstrukeji funkeji
osiagniecia, to w leksykograficznych metodach punktu referencyjnego sa one kon-
sekwencja ogdlnej wlasnosci skalaryzacji minimaksimum leksykograficznego (twier-
dzenie 1.21). Dzieki temu leksykograficzne metody punktu referencyjnego rozsze-
rzaja te wlasnosci poza wektory pozioméw aspiracji i rezerwacji, analogicznie jak
standardowe metody punktu referencyjnego rozszerzaja wlasnosci (3.1) i (3.8) (por.
rozdziat 3.1). W szczegdlnosci, poniewaz funkeje s;(a;, 74, y;) zdefiniowane wzorem
(3.11) lub (3.12) spehiaja warunek

si(ar,ri,a1 +t(r1 —a1)) =+ = S (@my Tmy @ +E(rm —a)) dla 0<t<1

to leksykograficzne przedzialowe metody punktu referencyjnego (4.88) z funkcjami
(3.11) i (3.12) implementuja model preferencji spehiajacy dla wszystkich 0 <t <1
i J C I nastepujacy warunek

(Yi)ies 2 (@i +t(ri —ai))ies = [(ai +t(ri — ai))ies, (Wi)iens] =y (4.90)

Warunek (4.90) oznacza, ze dla dowolnego wektora ocen postaci a + t(r — a),
0 <t < 1idla dowolnego podzbioru J zbioru wszystkich ocen I, jezeli przynaj-
mniej jedna z ocen y;, ¢ € J jest wieksza od a; +t(r; —a;), to zastapienie wszystkich
ocen y; dla i € J odpowiednimi wartosciami a; + t(r; — a;) jest preferowane w sto-
sunku do oryginalnych wartosci ocen. Realizowany przez standardowe przedzialowe
metody punktu referencyjnego warunek (3.15) jest ograniczeniem warunku (4.90)
do przypadku J = I.

Rozwazajac rézne modele preferencji na ogél ograniczamy sie do ustalonej prze-
strzeni ocen Y. Przy analizie zlozonych probleméw decyzyjnych decydent czesto
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(czasowo) koncentruje uwage na pewnym podzbiorze funkcji oceny. W takim przy-
padku model preferencji stanowi rodzing relacji preferencji okreslonych na réznych
podprzestrzeniach przestrzeni ocen. Naturalnym zalozeniem dotyczacym modelu
preferencji jest warunek zgodnoéci ze wzgledu na rozszerzanie i zawezanie zbioru
ocen, czyli wymaganie, aby dotaczenie lub usuniecie oceny o tej samej wartosci nie
zmienialo relacji preferencji pomiedzy wektorami ocen.

Definicja 4.12 Méwimy, zZe model preferencji =< spetnia warunek zgodnosci ze

wzgledu na rozszerzanie i zawezanie zbioru ocen wtedy i tylko, gdy dla dowolnego
J C I, J#1, spelniony jest warunek

Wiies 2 (W)ies & [Wies, v 2 [(¥)ies,y*] dlay” € R (4.91)
Rozwazane w tej pracy skalaryzacje wielokryterialnych zadan programowa-
nia matematycznego definiuja faktycznie modele preferencji bedace rodzinami re-
lacji preferencji dla dowolnych pozbioréw oryginalnego zbioru funkcji oceny I.
Zauwazmy, ze model preferencji standardowych metod punktu referencyjnego
opartych na parametryzacji (3.4) w ogélnym przypadku nie posiada wlasnosci
zgodnodci ze wzgledu na rozszerzanie i zawezanie zbioru ocen. Na przyklad, w
metodach punktu referencyjnego opartych na parametryzacji (3.4) z funkcjami
skalujacymi (3.5) lub (3.7) o jednostkowych wspdlezynnikach A;, wektor ocen
(a141, az+4, a3+10) jest preferowany w stosunku do wektora (a1 +3, az+3, az+10),
podczas gdy (a1+3, as+3) jest preferowany w stosunku do (a1 +1, as+4). Wady tej
nie maja leksykograficzne metody punktu referencyjnego oparte na parametryzacji
(4.86).

Twierdzenie 4.30 Dla dowolnych wektoréw w',u” € R* (1 < k < m) i dowolnej
liczby u* € R prawdziwa jest zalezno$é
O(u) <ier O(U") & O, u") <ep O, u") (4.92)

Dowéd. Niech ¢/ bedzie takim indeksem, ze

;(u)y>u* dlal<i<i i 0;(u)<u* dai<i<m
i analogicznie, niech i” bedzie takim indeksem, ze

;(u")>u* dlal<i<i’ i 6;u")<u* dlai”"<i<m
Zauwazmy, ze
0;(u') = 0;(u',u*) i 6;(u”)=0;,(u",u*) dla 1 <4 < min{i’,i"}
0;(0)=0; 1 (0" u*) i 0;(0") =0, 10" u") dla max{i’,i"} <i<m
z czego natychmiast wynika réwnowaznosé (4.92) w przypadku i’ = ¢".
Zalézmy, ze O(u') <o, O(u”). Jezeli
(0i(0 )1 <icmin{ir,iy <tex (0:(0"))1<icmingi,iv}

to oczywiscie O(u',u*) <jer O(u”,u*). Przypusémy zatem, ze 6;(u’) = 60;(u”)
dla 1 < i < min{i’,i"}. Wtedy ¢’ < i’, czyli po pominieciu przypadku i’ = 3"
otrzymujemy i’ < ", Zatem
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O (0, u*) =u* < Op(u”u*) i Op(0,u’) <u* <O0pypq(u”’ u’)
Stad O(u', u*) <jer O(u”,u*), czyli prawdziwa jest implikacja
o) < O(') = O, u") <oy O u¥)

Dla udowodnienia odwrotnej implikacji zalézmy, ze O(u',u*) <;, O(u”,u*).
Jezeli (0;(0',u*))1<icmingiriry  <tewe  (0i(0”,u*))1<icmin{irivy, to oczywiscie
O(') <jex ©O(U”). Przypusémy zatem, ze 6;(u',u*) = 6;(u”,v*) dla 1 < i <
min{é’, 7"} i pominmy udowodniony juz przypadek i’ = i"’. Jezeli i’ > i", to

Oir (0" u*) =u* <O (0, u) 1 Oirpr(0 u*) <u* <O (0 u’)

co przeczy zatozeniu O(u',u*) <., O(u”,u*). Zatem i’ < ", z czego wynika
O(u') <jer O(u”). Tym samym prawdziwa jest implikacja

O, u*) < O, u*) = O() < O

co konczy dowdd twierdzenia. |

Twierdzenie 4.31 Dla dowolnych funkcji s;(a;,y;) Scisle rosnacych wzgledem y;
model preferencji definiowany przez minimaksymalizacje leksykograficzng (4.86)
spelnia warunek (4.91).

Dowéd. Minimaksymalizacja leksykograficzna (4.86) stosowana do podzbioru
funkcji oceny J C I definiuje relacje preferencji < okreslona wzorem

Wi)ies 2 (W )ies & O((si(ai, ¥i))ies) <iew O((si(aisy}))ier)

Funkcje s;(a;, y;) sa Scisle rosnace wzgledem y;. Zatem, na mocy twierdzenia 4.30,
model preferencji definiowany przez minimaksymalizacje leksykograficzna (4.86)
spehlia warunek zgodnosci (4.91). |

Whniosek 4.55 Dla dowolnych funkcji s;(a;,y;) Scisle rosnacych wzgledem y;, jezeli
x0 € Q jest rozwiqzaniem optymalnym zadania (4.86), to dla dowolnego J C I, x°
jest rozwigzaniem optymalnym zadania

lexmin {O((si(ai, fi(X)ics) : x€Q, fi(x) < fi(x°) dlaieI\J}

Udowodnione wilasnosci relacji preferencji definiowanej przez minimaksymali-
zacje leksykograficzng (4.86) wskazuja na atrakcyjno$é leksykograficznej metody
punktu referencyjnego w pordéwnaniu ze standardowymi metodami opartymi na
parametryzacji (3.4). Z wniosku 4.53 i twierdzenia 4.31 wynika, Ze metoda ta
$cidlej realizuje quasi—zadowalajacy model preferencji definiowany przez poziomy
aspiracji. W szczegdlnosci, spelnienie warunkéw (3.34) i (4.91) jest bardzo istotne
dla dobrej sterowalnosci procesu analizy interaktywnej. Minimaksymalizacja leksy-
kograficzna (1.38) jest oczywiscie znacznie trudniejsza obliczeniowo niz minimaksy-
malizacja regularyzowana (1.36). Jednakze, jak pokazaliémy w podrozdziatach 1.3
i 4.1, dla wielu klas zadaii WPLD istnieja efektywne algorytmy wyznaczania lek-
sykograficznego minimaksimum i, co za tym idzie, istnieje mozliwo$é¢ praktycznej
implementacji leksykograficznej metody punktu referencyjnego opartej na para-
metryzacji (4.86) lub jej wersji przedzialowej (4.88).



186 ROZDZIAL 4. MODELE PREFERENCJI Z ELEMENTAMI ROWNOSCI



Rozdzial 5

Z.akonczenie

W tej pracy optymalizacja wielokryterialna jest traktowana jako narzedzie sto-
sowane w szerzej pojmowanym procesie rozwigzania problemu decyzyjnego, czyli
jako technika do wykorzystania w systemie wspomagania decyzji. Co wiecej, skon-
centrowano sie na otwartych technikach interaktywnych nie narzucajacych decy-
dentowi sztywnego scenariusza analizy problemu decyzyjnego i dopuszczajacych
mozliwos¢ modyfikacji jego preferencji w trakcie analizy, w wyniku poznawania spe-
cyfiki problemu decyzyjnego. Jako matematyczna podstawe takiego systemu wspo-
magania decyzji przyjmuje sie pewna parametryzacje zbioru rozwiazan efektywnych
(Wierzbicki, 1993). Parametry powinny reprezentowaé latwo rozumiane przez de-
cydenta wielkosci rzeczywiste charakteryzujace jego preferencje. Na podstawie po-
dawanych przez decydenta wartosci parametréw (sterujacych) system przedstawia
odpowiednie rozwiazania efektywne do analizy. Tym samym system wspomaga de-
cydenta w poszukiwaniu najbardziej satysfakcjonujacego rozwiazania efektywnego.
Istotne jest tu, aby system gwarantowal spelienie postulatu zupetnosci paramet-
ryzacji zbioru rozwiazan efektywnych, czyli aby dla kazdego niezdominowanego
wektora ocen istnial zestaw wartosci parametréw sterujacych, przy ktérych sys-
tem wyznaczy rozwiazanie efektywne generujace ten wektor ocen. Niniejsza praca
koncentrowata sie na analizie interaktywnych technik optymalizacji wielokryterial-
nej z punktu widzenia reprezentowanych przez nie modeli preferencji i ich przy-
datnosci w systemach wspomagania decyzji. W przyjetym modelu systemu wspo-
magania decyzji najlepiej sprawdzaja sie metody operujace poziomami aspiracji
jako parametrami sterujacymi. Dlatego tez analiza koncentrowata sie zasadniczo
na réznorodnych metodach typu punktu referencyjnego (Wierzbicki, 1977; 1982) i
programowania celowego (Charnes i Cooper, 1961).

Przedstawiona analiza dotyczy probleméw wielokryterialnego programowania
liniowego i dyskretnego. Jest to bardzo ogdlna klasa zadan i wigkszos¢é wielo-
kryterialnych probleméw decyzyjnych, a w szczegdlnosci decyzyjnych problemow
zarzadzania, moze by¢ sformulowana w postaci odpowiednich zagadnien progra-
mowania liniowego i dyskretnego. Ponadto wiele przedstawionych tu wynikéw do-
tyczy dowolnych zadan optymalizacji wielokryterialnej, a ograniczenie do zadan
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liniowych i dyskretnych jest zwiazane jedynie z przeprowadzona analiza mozliwosci
efektywnej implementacji odpowiednich metod i algorytméw. Uwzglednienie prob-
leméw dyskretnych stanowi istotny czynnik przedstawionej analizy. Wiele technik
stosowanych w wielokryterialnym programowaniu liniowym (na przyktad techniki
oparte na wazeniu ocen) nie gwarantuje zupelnej parametryzacji zbioru rozwiazan
efektywnych w przypadku probleméw dyskretnych. W tej pracy koncentrowano sie
na technikach poprawnych zaréwno w przypadku liniowym, jak i dyskretnym. Nie-
mniej jednak zwracano uwage na dodatkowe mozliwosci pojawiajace w przypadku
zadan czysto liniowych lub czysto dyskretnych. W szczegdlnoéci wprowadzona w
podrozdziale 2.2 symetryczna teoria dualnosci oraz dyskutowane w podrozdziale 2.3
techniki obliczeniowe dla programowania celowego wykorzystuja specyfike zadan
programowania liniowego. 7 kolei podejscia dystrybucyjne do problemoéw z jed-
norodnymi ocenami (punkty 4.1.3 i 4.2.3) wykorzystuja specyfike zadan czysto
dyskretnych o skonczonych zbiorach wartosci ocen.

Najwazniejszym narzedziem analizy jest zdefiniowana aksjomatycznie racjo-
nalna relacja preferencji. Rozwiazania efektywne sa okreslane jako elementy mi-
nimalne dla réznych racjonalnych relacji preferencji. Techniki interaktywne ana-
lizy probleméw wielokryterialnych sa definiowane przez parametryczne racjonalne
relacje preferencji (parametryczne skalaryzacje). Praca stanowi pierwsze konse-
kwentne ujecie zagadnien optymalizacji wielokryterialnej i interaktywnych technik
ich rozwiazywania w kategoriach racjonalnej relacji preferencji. W tym sensie praca
jako calos¢ stanowi nowe ujecie teorii i metod optymalizacji wielokryterialne;j.

Zastosowane podejécie umozliwito dokladniejsze poréwnanie metod punktu
referencyjnego z programowaniem celowym. W wyniku tej analizy rozwinieto
metody punktu referencyjnego wykorzystujace techniki programowania celowego
(podrozdzialy 3.3 1 3.4), co pozwolilo na wprowadzenie hierarchii priorytetéw po-
zioméw aspiracji do metod punktu referencyjnego i na scislejsza realizacje quasi—
zadowalajacego modelu procesu decyzyjnego.

Aksjomatyczna definicja racjonalnej relacji preferencji pozwolila na rozwazanie
zadan wielokryterialnych z pewnymi dodatkowymi wlasnosciami relacji prefe-
rencji. W rozdziale 4 analizowane byly modele preferencji uwzgledniajace ele-
menty réwnoéci kryteridéw. Rozwinigta zostala teoria symetrycznie efektywnych i
wyréwnujaco efektywnych rozwiazan zagadnien wielokryterialnych, jako rozwigzan
minimalnych w sensie relacji preferencji anonimowo racjonalnych i odpowiednio
wyréwnujaco racjonalnych. Zagadnienia tego typu rozpatrywane byly dotychczas
niezaleznie w réznych dziedzinach zastosowan, przy czym jedynie dla problemoéow
podejmowania decyzji w warunkach ryzyka zostala rozwinieta kompletna metodo-
logia uwzgledniajaca aspekty wielokryterialnosci (por. Levy, 1992). Metodologia
ta ogranicza sie jednak do teorii funkcji uzytecznosci. Wyprowadzone w tej pracy
odpowiednie wersje metod punktu referencyjnego, przyjmujace postaé¢ interaktyw-
nych technik referencyjnej dystrybucji ocen, stanowia pierwsza probe wprowadze-
nia interaktywnych metod typu punktu referencyjnego do zagadnien wielokryte-
rialnych z jednorodnymi ocenami, a w szczegdlnosci do zagadnienn podejmowania
decyzji w warunkach ryzyka. Ponadto w podrozdziale 4.3 pokazano, jak koncepcja
wyréwnujaco racjonalnej relacji preferencji moze by¢é wykorzystana do konstruk-
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cji leksykograficznej metody punktu referencyjnego scisle implementujacej quasi—
zadowalajacy model procesu decyzyjnego dla standardowych zadan optymalizacji
wielokryterialnej.

Niezaleznie od nowego calosciowego ujecia teorii i metod optymalizacji wie-
lokryterialnej praca zawiera wiele szczegétowych oryginalnych wynikéw autora,
z ktorych czesé¢ byla prezentowana w innej formie w artykulach i na konferen-
cjach naukowych, a czesé jest publikowana tu po raz pierwszy (rozdziat 4). Jako
najwazniejsze wyniki teoretyczne nalezy wymienié¢: metody zupelnej parametry-
zacji zbioréw rozwigzan anonimowo i wyréwnujaco efektywnych bez wykorzysty-
wania teorii funkcji uzytecznosci (podrozdzialy 4.1 i 4.2); nowe warianty metody
punktu referencyjnego implementujace dodatkowe wlasnosci relacji preferencji w
ramach quasi-zadowalajacego modelu procesu decyzyjnego (podrozdzialy 3.3, 3.4
i 4.3); symetryczna teorie dualnosci dla liniowych leksykograficznych zadan prog-
ramowania celowego obejmujaca odpowiedniki klasycznych zaleznosci dualnych w
programowaniu liniowym, lacznie z wlasnoscia punktu siodlowego i wzorami na
wartosci kraricowe (podrozdzial 2.2). Praca zawiera réwniez wyniki przeprowa-
dzanych przez autora eksperymentéw obliczeniowych i implementacji metod. W
szczegolnosci autor projektowal i implemtowal modul analizy wielokryterialnej w
systemie DINAS (podrozdziat 3.2), ktéry stanowil pierwsza implemetacje metod
punktu referencyjnego dla mieszanych zadan dyskretnych.

Badania w zakresie optymalizacji wielokryterialnej przezywaja w ostatnich la-
tach intensywny rozwdj (Steuer i inni, 1996). Wiele metod optymalizacji wie-
lokryterialnej zostalo zaproponowanych w literaturze i zaimplementowanych do
rozwiazywania praktycznych probleméw decyzyjnych. Niniejsza praca nie stanowi
pelnego przegladu teorii i réznorodnych podej$é¢ do optymalizacji wielokryterialne;j.
Skoncentrowano sie w niej na klasycznym pojeciu rozwiazania efektywnego zada-
nia wielokryterialnego, nie zajmujac sie pojeciami pochodnymi, jak na przyktad
rozwiazaniami wlasciwie efektywnymi (Geoffrion, 1968). W rozwazanej tu kla-
sie zadan WPL 1 WPLD te dwa pojecia efektywnosci rozwiazania pokrywaja sie
ze soba. Niemniej jednak rozwazanie rozwiagzan wilasciwie efektywnych z ogra-
niczonymi a priori wspélczynnikami wymiany moze prowadzi¢ do interesujacych
technik “zgrubnego” przegladu zbioru rozwiazan efektywnych (Kaliszewski, 1994).
Sugeruje to jeden z mozliwych dalszych kierunkéw badan nad rozszerzaniem roz-
winietego w tej pracy ujecia optymalizacji wielokryterialne;j.

Literatura dotyczaca optymalizacji wielokryterialnej jest bardzo obszerna. Dla-
tego zalaczony w pracy spis literatury nie stanowi kompletnej bibliografii opty-
malizacji wielokryterialnej. Poza pozycjami o charakterze ogélnym (monografie i
artykuly przegladowe cytowane w podrozdziale 1.1) zawiera on jedynie cytowane
w tekscie pozycje literatury bezposrednio zwiazane z problemami dyskutowanymi
w tej pracy.
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