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1. Co to s3 sieci neuronowe

1-1 Bio-modelowanie

1-2 Badania inspirowane przez bio-modelowanie
1-3 Sieci neuronowe - zgrubna charakterystyka
1-4 Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

1-5 Zastosowania sieci neuronowych
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Bio-modelowanie

Matematyka
Statystyka
T. systey

e Cele: poznawcze

Bio-modelowanie

SNR

Modelowanie
zachowania

Modelowanie
neuronowe

Psychologla

Genetyka
matematyczna

e /astosowania: biologia, medycyna, farmacja, psychologia
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Badania inspirowane przez bio-modelowanie

Bio-inzynieria

Immunologia

Sztuczna
inteligencja
Informatyka

Genetyka
matematyczna
A Algorytmy
rozmyte
Algorytmy
genetyczne

Soft-computing

Bio-modelowanie
odelowanie
zachowania

neuronowe

Biometria
Uczenie
maszyn

Sieci
neuronowe

e Cele: specyficzne dla dziedziny zastosowan (nie-biologiczne)
e Modyfikacja modeli biologicznych; wyniki nie kopiuja biologii

e Potrzeba “ponawiania inspiracji” biologicznych
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Sieci neuronowe - zgrubna charakterystyka

e Modularnosé
e Rownolegtosé
e Nieliniowosé

e Adaptacja do zmian $Srodowiska

e Tolerancja na uszkodzenia (stopniowa utrata jakosci)

e Nadmiar parametréw

e \Wtasnosci aproksymacyjne
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Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych
e McCulloch i Pitts 1943 »model neuronu y(t + 1) = 1(w"u — ¥)

e Rosenblatt 1958 (Cornell U., Ithaca, NY) »perceptron

Widrow 1960 (Stanford U., Stanford, CA) »Adaline

Minsky 1969 (MIT, Cambridge, MA) »perceptron + sztuczna inteligencja

“dekada spokoju”

— Kohonen 1972 (Helsinki U. of Techn.) »liniowa pamiec asocjacyjna

— Werbos 1974 (Harvard U. Ph.D., Cambridge, MA) »propagacja zwrotna
— Grossberg 1983 (Boston U., Boston, MA) »stabilnos¢ sieci dynamicznych

Hopfield 1982 (Princeton U., Princeton, NJ) »pamiec¢ — stabilnos¢ sieci

¢ Rummelhart, Hinton, Williams 1986 (grupa PDP, MIT, Cambridge, MA)
» uczenie sieci poprzez propagacje zwrotna
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Zastosowania sieci neuronowych

e Filtracja adaptacyjna, DSP

e Prognozowanie

e Klasyfikacja i rozpoznawanie (mowa, pismo)

e Biometria

e Wojskowos¢: rozpoznanie, identyfikacja celu

e Sterowanie, robotyka, systemy eksperckie, decyzyjne
e Ekonomia, Zarzadzanie

e Fizyka, Astronomia

e Biologia (modelowanie DNA)

e Telekomunikacja

e Przemyst
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2. Standardowe elementy sieci neuronowych

Neuron
Funkcje aktywacji

Warstwa

SNR

Perceptron wielowarstwowy

Sie¢ bez sprzezen
Sygnaty
Adaptacja wag

2. Standardowe elementy sieci neuronowych
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Neuron

afiniczna transformacja wejscia u

n
z:b+zwiui:b+WTu

iu b i 1=1
i i .
Wi z Yy wagi w = [wy -+ wy]”
u ® 2 g ! > - . . 7
- | obciazenie b, prog ¥ = —b
un w i 7 .
Wi — | rbwnanie neuronu

"""""""""""""""""""" | y:g<b+2wiui)=g(b+wTu)
i=1
funkcja aktywacji g : R — R

u Y
obciazenie jako waga

wagi rozszerzone o wage wg = b

wejscia rozszerzone o wejscie ug = 1
u@@l; n
y = g(z w; uz> = g(w'u)

1=0
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Funkcje aktywacji

e dyskretne f. aktywacji (" twarde nieliniowosci): f. znaku, f. skokowa

e ciaggte f. aktywacji (miekkie nieliniowosci): f. sigmoidalne, sigmoid, f. gaussowska

0.8

0.6

0.4r

0.2

I
-15

13 czerwca 2005

I I I
-0.5 0 0.5

sigmoid

I
15

5

451+

35F

I I I I I I I I I
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

funkcje radialne gaussowskie
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Warstwa

e struktura warstwy

Y1 g1(z1)

Raus | m (2m)

T
| i Wm wm,l

® zapis rozszerzony

y = g(Wu),
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SNR

Perceptron wielowarstwowy

O— @ 2 L
LIRS NON B il A N (G G G SN (120 I
warstwy ukryte warstwa wyjsciowa

uld = qu, ulb) = yk=1) =9 L
y (k) = N(k)(u(k)), k=1,...,L

y =y

2. Standardowe elementy sieci neuronowych
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SNR

Siec¢ bez sprzezen

u® 1 y(l) u? o) ) (L) L
L EENIORP) N@ L N
-
1
W —u a®= | YV | koL
y
y#) = N® @k, k=1,... L

2. Standardowe elementy sieci neuronowych
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UZ
P
U
) \.u U2 .
S X U
U2
Ul
zbidr wejé¢ U C R 7t

e n — liczba punktoéw obrazu, liczba czujnikéw
e punkty obrazu binarne: U = zbiér wierzchot- =U1

kéw kostki

sygnat: funkcja T'— U
» reprezentacja asymetryczna

» reprezentacja symetryczna

e wejscia ograniczone: U = kostka w R"™
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Adaptacja wag

sie¢ statyczna y(t) = N(u(t); w)

uczenie

— przyktad treningowy (u(k),y*(k)); y*(k) — wyjscie pozadane
— ciag trenujacy (ciag uczacy) {(u(k),y*(k)), i=1,...,N}

— modyfikacja wag w(t + 1) = h(w(t),u(t))

sie¢ z uczeniem: y(t) = N(u(t); h(w(t —1),u(t — 1))

uktad dynamiczny y(t) = N{u(s), s < t}
struktura neuronu/warstwy/sieci mogg by¢ bardziej skomplikowane
sie¢ dynamiczna y(t) = N{u(s), s <t}

“szybka dynamika” (nie zwigzana z uczeniem) i“wolna dynamika” (uczenie)

2. Standardowe elementy sieci neuronowych
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3. Zagadnienia klasyfikacji
3-1 Obiekty i obrazy
3-2 Cechy
3-3 Kilasyfikacja obrazéw
3-4  Funkcje decyzyjne
3-5 *Klasyfikacja obiektéw a klasyfikacja obrazéw
3-6 *Problem niejednoznacznosci obserwacji
3-7 *Niejednoznaczne dziedziczenie klas
3-8 *Dziedziczenie probabilistyczne
3-9 Klasyfikacja binarna a funkcje logiczne
3-10 Klasyfikacja liniowa
3-11 Najprostsze klasyfikacje nieliniowe
3-12 Liczba klasyfikacji liniowych N obrazéw w R"™
3-13 Liczba klasyfikacji liniowych - przyktad
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3-14 Liczba binarnych klasyfikacji liniowych
3-15 Kilasyfikatory liniowe

3-16 Liniowe klasyfikatory binarne

3-17 *Kontekst probabilistyczny

3-18 Budowa klasyfikatoréw — dostepna informacja
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Obiekty i obrazy

% 1Y
U
u
U
e zbiér obiektow S e zbidér obrazow U
e funkcja obserwacji ¢:S+— U e zwykle Y C R"

n — liczba czujnikéw, liczba punktow obrazu
e obrazu=[u; -+ u,|" €U

e obraz binarny, obraz czarno-biaty
u; € {L,H}; (zwykle {0,1})
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PP

e zbiér wektoréw cech U* C R™*
e funkcja cech @*:U — U*

e zmodyfikowana funkcja obserwacji @*p: S — U*
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Klasyfikacja obrazéow

e funkcja klasyfikujaca
E(u) —k < ucl,

e funkcje przynaleznosci
do klasy Uk, k=1,...,c

xe(u) =1 < uel e
k(1) =0 < u¢ U ’ ‘
—X1(U)_ %, "
x(u) =
| Xe(u) s

e zbior decyzyjny
D=)>,0U
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Funkcje decyzyjne

. . . ul u3 Z/{2
e funkcja klasyfikujaca /¢ : —
U
LA
3
24 -
e funkcje decyzyjne il >
l(u) =k < di(u) >d;(u)dlaj#k dA g i . U
>U
e funkcje przynaleznosci . sa funkcjami decyzyj- N X3
nymi >
U
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*Klasyfikacja obiektow a klasyfikacja obrazéow
y U

klasy obiektow S;
e dziedziczone klasy obrazéw U; = p(S;)

e dziedziczenie jednoznaczne U; NU; =0 fori # j

klasyfikacja obrazéw a klasyfikacja obiektéw: uel, << sec S;
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*Problem niejednoznacznosci obserwac;ji

S y U,

T Y

e obraz u
e funkcja obserwacji moze nie by¢ odwracalna: niejednoznacznosci obserwacji

e przeciwobraz o~ !(u) obrazu u: zbiér obiektéw majacych ten sam obraz u
sepl(u) < ¢(s)=u

klasy dziedziczone roztgczne: obiekty majace ten sam obraz nalezg do tej same;
klasy

klasy dziedziczone moga nie by¢ roztaczne
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*Niejednoznaczne dziedziczenie klas

e niejednoznaczno$é, jezeli U; NU; # ()

e X przyjmuje wartosci z (niezerowych) wierzchotkéw kostki jednostkowej
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*Dziedziczenie probabilistyczne

A U2
U

e rozktad obiektow P
e funkcja przynaleznosci w U:  xi(u) = P{s € S}

e X przyjmuje wartosci z kostki jednostkowej

13 czerwca 2005 3. Zagadnienia klasyfikacji
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Klasyfikacja binarna a funkcje logiczne

e N =4 (4 obrazy)
e U/ CRR? (obrazy ztozone z 2 punktéw)

e ¢ =2 (klasyfikacje binarne)

p — + + + + — + —

O o ‘ o O ‘ O
— — — + + — — +

SV o SV o o SV o
U1 AND U9 U1 OR (15) NOT U1 U1 XOR (15)
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Klasyfikacja liniowa

e hiperptaszczyzna H(w,b) = {u € R" : w"u+ b = 0}
w — wektor normalny, b — przesuniecie

e podprzestrzen dodatnia Uy (w,b) = {u e R" : w"u+ b > 0} wzgledem
hiperptaszczyzny H(w,b)
podprzestrzen ujemna U_(w,b)

e klasyfikacja liniowa: dowolne dwie klasy mozna rozdzieli¢ hiperptaszczyzna

U—
U+
U,
U, u, y
Z/[4 2 Z/{]
U, U,
U, Uy u,
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SNR

Najprostsze klasyfikacje nieliniowe

‘4—

3 obrazy binarne w R, 2 klasy

N
GV

13 czerwca 2005

3. Zagadnienia klasyfikacji

sem. letni 2004/2005

3-11



Andrzej Pacut SNR sem. letni 2004/2005

Liczba klasyfikacji liniowych N obrazéw w R"

e liczba klasyfikacji liniowych < L(N,n) (< dla szczegdlnych usytuowan obrazéw)

2N for N <n+1 ("mato obrazéw")

L(N,n) =
25 (VoY) for N>n+1

e liczba klasyfikacji liniowych / liczba klasyfikacji binarnych <

N
vy = L [ da 7 <1
B(N) ot (N7 dla A >

n=1,4,16, 64,256

e dla co najwyzej No = n + 1 obrazéw w R™ wszystkie klasyfikacje moga by¢ liniowe

e dla N, =2(n+ 1) obrazéw w R™ co najwyzej potowa klasyfikacji jest liniowa
N,: pojemnos¢ klasyfikacji liniowych w R™
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Liczba klasyfikacji liniowych - przyktad

0S¢

N N =|N=|N =| N = | N =| N = | wszystkiepojemn
2 3 4 5 6 7 8 li-
niowe
oo eee | 00ee | 000e | 6000 | 0000 | 0000
. oo eee | oooe
B(N) || 4 8 16 32 64 128 256
R* *4 6 o8 10 12 14 16 2 4
R? 4 *8 14 22 032 44 58 3 6
R? 4 8 *16 30 52 84 0128 | 4 8
R* 4 8 16 *32 62 114 198 5 10
R® 4 8 16 32 *64 126 240 6 12
lewa + gorna lewa
L(N,n)=L(N—-1,n)+L(N —1,n—1)
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Liczba binarnych klasyfikacji liniowych

liczba max. liczba liczba liczba utamek
punktéw obrazow klasyfikacji | klasyfikacji | klasyfikacji
obrazu binarnych binarnych liniowych liniowych
n N =2" B(N) = 2% L(N,n) r=1L/B
2 4 16 14 0.875
3 8 256 128 0.500
4 16 65536 3882 0.059
5 32 4.3 10° 412736 9.6 107
38 256 1077 1015 10793
16 65536 1019728 1054 10190064

3. Zagadnienia klasyfikacji
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Klasyfikatory liniowe

e afiniczne funkcje decyzyjne di(u) = by + wiu, k=1,...,c
_bl + qu_
d(u) = : =b+Wu=Wu
be +w_u

e afiniczne funkcje decyzyjne = klasy liniowo rozdzielne
klasy liniowo rozdzielne =- istniejg afiniczne funkcje decyzyjne

e funkcje decyzyjne sa poréwnywane parami (liczbe wierszy W mozna zmniejszyé o

jeden)
bi+w;u>b;+wju & b+twu>0

gdZieW:WZ'—Wj,b:bi—bj
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Liniowe klasyfikatory binarne

&

by +wiu
e binarny klasyfikator liniowy d(u) = * +
b_ +w'u

—1 jesi wu+b<0

{(u) =
1 jesiwu+b>0

gdziew =w, —w_,b=0, —b_

e zmodyfikowana funkcja decyzyjna — porbwnywana z zerem
dlu)=b+w'u

e hiperptaszczyzna klasyfikujaca H(w,b) = {u: d(u) = 0}

13 czerwca 2005 3. Zagadnienia klasyfikacji
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SNR

*Kontekst probabilistyczny

jesli o(S;) N p(S;) # D to klasyfikacja nie jest jednoznaczna.

dodatkowo znana miara probabilistyczne P na S

— rozktad obrazéw w ramach kazdej klasy (ciagty)
fuik(z)dz =Pz <u<z+dz|sc S)
— rozkfad a priori klas {7, k =1,...,c}, gdzie 7, = P{s € Sk}
znany obraz u; rozkfad a posteriori klas
T |u = P{s € Sk |u}

Tk fuje() Tk fupk(u)

fa(n) 3 mi fuyi(u)

klasyfikacja w zbiorze obrazéw

(regufa Bayesa) =

— funkcja decyzyjna: dir(u) = 7| u klasyfikator bayesowski
— réwnowazna f.d: dp(u) = g fu (1)
dla dyskretnego rozktadu obrazéw: p; |, = P(u=j|s € Sk)

_TkPjlk _  TkPj|k
Tkl = Y o
Py i=1 TPyl

3. Zagadnienia klasyfikacji
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Budowa klasyfikatorow — dostepna

informacja

e liczba klas ¢ znana e liczba klas ¢ znana lub nie

e przyktad uczacy (u;, f(u;)) e przyktad uczacy u; (klasa nieznana)

e zbior uczacy (zbiér trenujacy) e zbidér uczacy
UL:{(HZ’,EOJZ')),iZl,...,N} UL:{ui,i:I,...,N}
U, U
U
L UL
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4. Perceptron Rosenblatta

4-1 Krétka historia perceptronu Rosenblatta
4-2 Binarne klasyfikatory liniowe

4-3 Struktura perceptronu Rosenblatta

4-4  Perceptron Rosenblatta a klasyfikacja

4-5 Perceptron jednowarstwowy: uczenie

4-6 Modyfikacje algorytmu uczenia

4-7 Funkcja kosztu dla perceptronu Rosenblatta
4-8 Algorytm ‘kieszeniowy' Gallanta

4-9 Istnienie uniwersalnego dwuwarstwowego perceptronu Rosenblatta
4-10 Warstwa ukryta: kodowanie

4-11 Maszyny liniowe

4-12 Maszyna liniowa a perceptron

4-13 Uczenie jednowarstwowe] maszyny liniowej
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Krdtka historia perceptronu Rosenblatta
e Frank Rosenblatt (Cornell U.) 1958
“uniwersalna maszyna do rozpoznawania i klasyfikacji wzorcéw"

“sztuczny mézg", histeryczna reakcja mediéw

e hardware: “Mark I" (1960)
matryca 20x20 fotodiod, kazda losowo taczona z 40 neuronami warstwy ukrytej
512 neurondéw warstwy ukrytej

8 neurondéw wyjsciowych, silniki sterujace potencjometrami wag

e Rosenblatt “Principles of Neurodynamics”, 1962
e Minsky i Papert (MIT) “Perceptrons”, 1969

. wiekszos¢ publikacji jest bez wartosci naukowej”

perceptron jednowarstwowy — tylko klasyfikacja liniowa

e pozostato: 'connectionism’, architektury warstwowe, obliczenia rownolegte, uczenie

wag
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Binarne klasyfikatory liniowe
funkcja decyzyjna d(u) = w u+b
funkcja klasyfikujaca

—1 jedliwu+b<0
(u) = .
1 jesliwiu+b>0
margines funkcyjny obrazu u wzgledem hiperptaszczyzny
H(w, b)

> (0 poprawna klasyfikacja u

Af(u) = (w u+b) £(u)
< 0 bfedna klasyfikacja u

margines geometryczny obrazu u wzgledem hiperptasz- U
czyzny H(w,b) odlegtos¢ opatrzona znakiem “—"przy (przyjeto wa = —1)
btednej klasyfikacji

AYC I d(u, H(w,b)) poprawna klasyfikacja u
—d(u, H(w na klasyfikacja u
Indl d(u,H(w,b)) btedna klasyfikac]

4. Perceptron Rosenblatta
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Struktura perceptronu Rosenblatta

jednowarstwowy perceptron Rosenblatta

neuron dwuwartosciowy

(aktywny - nieaktywny) dwuwarstwowy perceptron Rosenblatta
typowa funkcja aktywacji: sign . " ,
wejscia: obrazy u € R™ (warstwa n sensoréw)

warstwa ukryta (asocjacyjna): wagi state

warstwa wyjséciowa (odpowiedzi): wagi adaptowane
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Perceptron Rosenblatta a klasyfikacja

perceptron jako funkcja klasyfikujaca (wejécie: obrazy € R"™, wyjscie: {—1,1})

problem reprezentacji: czy rodzina funkcji wytwarzanych przez perceptron
Rosenblatta jest wystarczajgco bogata, by rozwigza¢ dowolny problem klasyfikacji ?

perceptron jednowarstwowy: dla dowolnego zbioru obrazéw jednowarstwowy
perceptron Rosenblatta moze realizowaé¢ dowolne klasyfikacje liniowe binarne

tych obrazoéw

perceptron dwuwarstwowy: dla zadanego skonczonego zbioru obrazéw istnieje
dwuwarstwowy perceptron Rosenblatta, ktérego wagi warstwy wyjsSciowej dobierac
tak, by realizowa¢ dowolne klasyfikacje binarne tych obrazéw
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Perceptron jednowarstwowy: uczenie

prezentacja obrazéw ze zbioru uczacego Uy,:

ciag uczacy {(u(t),y*(t)), t=1,....,N}
gdzie y*(t) = £(u(t)) — wyjscie pozadane

epoka — jednokrotna prezentacja wszystkich N obrazéw ze zbioru treningowego w
losowe] kolejnosci

modyfikacja wag w(t+ 1) =w(t) + Aw(t)
dowolne wagi poczatkowe w(0), korekcja wag w przypadku btednej klasyfikacji

A 0 jezeli (w"u +b) y* > 0 (klasyfikacja poprawna)
W =
y*u jezeli (w"u+ b)y* <0 (klasyfikacja btedna)

= u Sign(y* — y)
po skonczonej liczbie korekcji sie¢ klasyfikuje prawidtowo

wagi prawidtowo klasyfikujace nie sg jednoznaczne
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Modyfikacje algorytmu uczenia

zroznicowanie wspotczynnikow szybkosci uczenia i

korekcja w przypadku btednej klasyfikacji (y*(w”u + b) < 0)
Aw = puf(u)
Ab = i R*{(u)

gdzie R = maxy, ||ul]

tw. [Novikoff] dla liniowo rozdzielnego zbioru uczacego o hiperptaszczyznie

decyzyjnej H(w*,b*) liczba korekcji jest nie wieksza niz ‘2%2 gdzie A, oznacza

margines geometryczny hiperptaszczyzny decyzyjnej

Ay = inf d(u, H(w*,b%))

ucly,
wspotczynnik uczenia moze zmieniac sie w czasie 0 < fimin < p(t) < fmax

korekcja bezwzgledna — powtarzanie korekcji dla kazdego u; az do poprawne]
klasyfikacji u;

4. Perceptron Rosenblatta
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Funkcja kosztu dla perceptronu Rosenblatta
e obrazy zle klasyfikowane przez hiperptaszczyzne decyzyjng H(w,b)

Ur(w,b) = {u cUr(w,b) : £(u)(b+w u) <0}

e koszt btednej klasyfikacji

Qw,b)= Y  Apw,b)=— > (b+w'w)sign(y — )
uiEaL(W,b) u; €UL (w,b)
o (W) rézniczkowalna z wyjatkiem N hiperptaszczyzn {(w,b) : ufw + b =0} w R
. dQ(W) R
e gradient v ZuieuL u; sign(y; — i),

e metoda najwiekszego spadku z obliczeniem gradientu raz na epoke T,

w(t+N) = w0+ P2 — (1) 4 1 3wy sien (v (1) u(0)

— identyczna z algorytmem Rosenblatta z korekcja wag raz na epoke
e metoda najwiekszego spadku z chwilowa aproksymacja gradientu
QW) _
dw

— Identyczna z algorytmem Rosenblatta

W(t) + pa(t) sign(y”(t) —y(t))

w(t+1)=w(t) + u
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Algorytm ‘kieszeniowy’ Gallanta

waga ‘w kieszeni’ W% (1)

odpowiada najdtuzszej w chwili ¢ serii identycznych wag

waga optymalna w*
minimalizuje prawdopodobienstwo btednej klasyfikacji

jezeli

U, jest skonczony

wagi W(t) sa losowe niezalezne o identycznych rozktadach,
to
o Plimw%(t) = w*
o P{WU (t) = wW"} — 1

4. Perceptron Rosenblatta

sem. letni 2004/2005
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Istnienie uniwersalnego dwuwarstwowego
perceptronu Rosenblatta

zbiér uczacy Uy, ={u1,...un}, u; € R"

H(v;, B7)
H(Viug;)

warstwa ukryta: 2N neuronéw

e dla kazdego obrazu u; okresli¢ hiperptaszczyzny
H(vi, Bi), H(vi,3;) i neurony i’, i", aby
w; € U—(vi, B7) NUL(vi, B)
wy € Uy (vi, B) VU (vi, B)), j # i
e wyjscia neurondw ukrytych dla wejscia u; .

iy =0, x;0 =1 .
xi =z dlaj #i e jak wyznaczy¢ v;, G/, B,
neuron wyjsciowy e konstrukcja nieefektywna:
wy =1, wy = —1 jezeli u; € U wiecej neurondw ukrytych
r = 1, )= — i _ y ) .
7, 1 Z | ezl Y niz obrazéw treningowych
w;r = — 1, win = Jeze| u; € +
. e zta generalizacja dla prak-
(wjrzjy +wirax;n =0dla j# 1)

tycznych probleméw
b=20

13 czerwca 2005 4. Perceptron Rosenblatta
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Warstwa ukryta: kodowanie

e kodowanie wybranych obrazéow — N wybranych obrazéw, h = 2N  wymaga
znajomosci obrazéw — a zaktdcenia ?

e kodowanie zupetne — wszystkie obrazy binarne, h = N < 2" nierealizowalnie
duza warstwa ukryta dla rzeczywistych zadan

e kodowanie losowe — warstwa ukryta o zadanej wielkosci h wybrana losowo
tylko NV < h + 1 obrazéw klasyfikowanych poprawnie

tylko N = 2(h + 1) obrazéw (pojemnos¢ liniowa) klasyfikowanych poprawnie z
prawdopodobienstwem 0.5

e kodowanie adaptacyjne — najlepsze, ale wymaga adaptacji warstwy ukrytej
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Maszyny liniowe
e warstwa ukryta x = 1(Vu)

e warstwa wyjsciowa: y = x(Wx) € R¢

1 jezeli wyx > wix dla wszystkich j # k
Yk =
0 w przeciwnym przypadku

" zwyciezca bierze wszystko" (WTA ang. winner takes all)

13 czerwca 2005 4. Perceptron Rosenblatta
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Maszyna liniowa a perceptron

e jednowarstwowa maszyna liniowa z dwoma wyjsciami

1 jezeli wiX >WoX
Y1 = ) ' ’ = 1(Ww'X)
0 w przeciwnym przypadku

y2 =1 -1

jest rébwnowazna perceptronowi o wektorze wag wyjsciowych w = w; — ws a
zatem moze realizowac dowolng binarng klasyfikacje liniowa

e maszyna liniowa z ¢ wyjsciami jest réwnowazna perceptronowi utworzonemu dla nc
wymiarowe]j przestrzeni obrazéw zawierajacej Nc razy wiecej obrazow.

e maszyna liniowa o ¢ wyjsciach moze realizowa¢ dowolng liniowg klasyfikacje na ¢
klas

13 czerwca 2005

4. Perceptron Rosenblatta 4-12



Andrzej Pacut SNR sem. letni 2004/2005

Uczenie jednowarstwowej maszyny liniowej

e klasyfikacja liniowa skonczonego zbioru obrazéw na c klas

e kazdy obraz pojawia wielokrotnie, w skonczonych odstepach

e wagi poczatkowe dowolne

e algorytm korekcji wag AW (t) = sign(y*(¢) — y(¢)) u”(¢)
dla obrazéw klasyfikowanych poprawnie AW (t) = 0

dla obrazéw klasyfikowanych btednie

(a(t)  dlak=¢(u(t)) (klasa wtasciwa)

Awy(t) = { —u(t) dla k=WTA (Wu(t)) (klasa wygrywajaca)
0 dla pozostatych k

\

e wagi s3 prawidtowe po skonczonej liczbie korekgji

e dla ¢ = 2 algorytm identyczny z algorytmem Rosenblatta
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Postac dualna perceptronu Rosenblatta

e optymalne wagi s3 liniowg kombinacjg obrazéw treningowych

W = Zu sign(y*(t) — y(t))

— Z a; Uy E(ul)
1=1

a; — liczba btednych klasyfikacji i-tego obrazu (sita obrazu)
e reprezentacja ta nie jest jednoznaczna

e perceptron — postac dualna

N(u) = sign(b+u” Z a;u; £(u;))

1=1

= sign(b+ Z a; (uju) £(u;))

1=1
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Region separujacy

H(w,b) klasyfikuje poprawnie, jesli dla pewnego A > 0 Wut+b=A
wEULL = b+wiu > A wu+b=0
wEUL,- =b+w u, <A wu+b=—A

czyli  (b+w'w) l(u) > A  dlaw; €Uy

margines funkcyjny At hiperptaszczyzny: najwieksze mozliwe A, tzn.

dla co najmniej jednego u; € Uy,

(b+w'u;) f(w;) = Ay (obrazy podpierajace Us)

region separujacy {u € R" : [b+w'u| < Ay}

T
przypomnienie: odlegto$¢ punktu ug od hiperptaszczyzny H(w,b) jest réwna M”:’—Oﬂ_bl,
odlegtos¢ hiperptaszczyzn H(w,b1), H(w,bz2) jest réwna W

o : 20
szerokos¢ regionu separujacego ¢

postac kanoniczna Ay = 1 (usunieta niejednoznaczno$¢)
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Optymalna hiperptaszczyzna decyzyjna
e optymalna hiperptaszczyzna decyzyjna H(w™*, b*):
a. bezbtednie klasyfikuje obrazy uczace u; € Uy,
(W*Tui + b*) l(u;) >1 dlau; €Uy
b. maksymalizuje margines geometryczny tzn. odlegtos¢ d(Uy, H(w, b))
Ay = d(Uy, H(w* b)) =

e klasyfikator maksymalizujacy margines geometryczny

N(u) = sign(w*"u + b*)
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Przypomnienie: Minimalizacja z

ograniczeniami (1)

e problem pierwotny znalez¢é 9" minimalizujace funkcje f(9), 9 € © C R", przy
ograniczeniach

gi(9) <0, i=1,...
hi(9) =0, j=1,...

e obszar dopuszczalny D = {9 € © : g(9) <0, h(¥) = 0}
e rozwiazanie (globalne) problemu pierwotnego 9"

f(9") < f(¥) dla kazdego 9 € D, ¥ # 9*

e ograniczenie aktywne: g;(9") = 0, ograniczenie nieaktywne: g;(19") < 0
e funkcja Lagrange’a, mnozniki Lagrange’'a

k m
L9, a,B8) = f(9) + Z a; gi(9) + Z Bj hj(9)

13 czerwca 2005
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Minimalizacja z ograniczeniami (2):
Problem dualny

e problem dualny: znalez¢é o*, 3" maksymalizujace funkcje

L*(a,8) = inf L, B)

przy ograniczeniach a« > 0

f(¥) > L*(a, B) dla kazdego ¥ € D, a > 0, B

jesli f(9°) = L*(a*, B%) gdzie a* >0, 9" € D,
to 9", (a*, B%) sa rozwigzaniami problemu pierwotnego i dualnego,

aponadtoa™ ®g* =0
o luka dualnosci: L = infyep f(9) — supysg g L*(a, 3) > 0

e punkt siodfowy: luka dualnosci jest zerowa wtedy i tylko wtedy gdy (9, a*, 37)
jest punktem siodtowym funkcji Lagrange'a tzn. dla kazdego ¥ € O, a > 0, 3

L9, o, B8) < L(Y9",a",8%) < L(Y,a”, 37)
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Minimalizacja z ograniczeniami (3):
Warunki Kuhna-Tuckera

o jezeli O jest zbiorem wypuktym i ograniczenia s3 afiniczne, to L = 0

e warunki Kuhna-Tuckera dla funkcji f wypuktej i ciggtej wraz z pochodnymi na
zbiorze wypuktym © i afinicznych funkcji g;, h;:
9" jest rozwigzaniem problemu pierwotnego wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
a*, 3" takie, ze

oL
oL 0o K-T 1
8’19 v ,a*,G* ( )

oL
— =0 K-T 2
6/6 9% ,a*,B* ( )
ol g;(9") =0, i=1,...,k (K-T 3a)
g:(9") <0, i=1,...,k (K-T 3b)
af >0,  i=1,....k (K-T 3c)

e dla ograniczen aktywnych o] > 0, dla ograniczen nieaktywnych o =0
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Maksymalizacja marginesu hiperptaszczyzny

decyzyjnej

e problem optymalizacji
minimalizowa¢  Q(w, b) = % |w||? funkcja wypukta na zbiorze R "1
przy ograniczeniach  /(u;) (WTlli -+ b) >1, ¢=1,...,N afiniczne

e funkcja Lagrange'a
Lw,b;a)=1w W+Zaz< u;) (w” uz—l—b))

e zadanie dualne: programowanie kwadratowe, rozwigzanie numeryczne —

e warunki Kuhna-Tuckera nie dajg rozwigzania w postaci analitycznej, ale pozwalaja

na okre$lenie jego wtasciwosci —-
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Zadanie dualne

L L
e funkcja dualna: S—W = ?9_19 =0 (K-T 1) czyli
N
w' = Z a; u; £(u;) podstawiamy do funkcji Lagrange’a
v =l
Z a; l(u;) =0 ograniczenie w problemie dualnym
=1 N N | X
. * . 1 * * _ T
czyli L'(a)=—35w"w"+ Zai = Z @i =5 Z Zai a;il(u;) f(uj) u; u;
=1 =1 1 =1 j=1
zadanie dualne: maksymalizowac
N | NN
L* (Oﬁ) = Z Q; — 5 Z Z (87} ijf(ui) K(Uj) U@TUJ'
i=1 i=1 j=1
przy ograniczeniach vazl a; l(u;)) =0 «a; >0, i=1,...,N

e «* zalezy od u; tylko poprzez iloczyny skalarne u; u;

e numeryczne rozwigzanie problemu dualnego: programowanie kwadratowe
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WH1tasnosci rozwigzania

e trzeci warunek Kuhna-Tuckera

» (1 —f(uy) (W o+ b*)) —0, i=1,....N K-T 3a
‘(u;) (w*Tui - b*) > 1, i=1,...,N K-T 3b
a; >0, i=1,...,N K-T 3c

a; =0 | f(uy) (W*Tuz- + b*) < 1 | u; wewnatrz zbioru dopuszczalnego

a; >0 | L(u;) (w*"u; + b*) =1 | u; — obraz podpierajacy

e dla obrazéw innych niz podpierajace of = 0 (K-T 3a) czyli

w* = Z Oé;< uiﬁ(ui)

u;€EUg

e optymalny margines geometryczny

[w*|]? = w*" weus Gl a =3 of (1 —£0(u;)b) = D u,cus O czyli

Ng= L
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Wyznaczenie obcigzenia

e O® mozna wyznaczy¢ z ograniczen pierwotnych
l—w*"u; <b* dlal(u) =1 b
, czyli
b* < —1—w*"u; dlaf(u)=-1 b* < —1 — maxy,.s(u;)=—1 W* U

'V

. xT
1 _ mlnuizé(ui)zl W ui

ostatecznie

—1
. T T
b* = —( min w' u; + max w* ui)
U¢EUL+ u; UL, —

e dla dowolnego obrazu podpierajacego £(u;) (w*"u; + b*) =1 tzn.

b* =Ll(u;) —w* ' u;, u; €Us
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lloczyn skalarny w przestrzeni cech

e reguta klasyfikacji dla sieci jednowarstwowe;]

N(u) = Sign<b* + Z a; L(u;) uiTu)
u, €Ug

Us, a;, b* znalezione przez rozwigzanie zadania minimalizacji

e reguta klasyfikacji dla sieci dwuwarstwowe;j
pierwsza warstwa: obliczanie cech x = ¢(u)

druga warstwa:

N(u) = Sign<b* + Z a; £(u;) x?x)

p(x;)EXS
e iloczyn skalarny w przestrzeni cech
x; x = ()" p(u) = k(u;, u)

e maszyne dwuwarstwowg mozna zmodyfikowac, gdyz nie trzeba oblicza¢ cech —
rozwigzanie zalezy tylko od iloczynu skalarnego £

® przypomnienie: iloczyn skalarny

symetria: k(u’,u”’) = k(u’”,u’), warunek Cauchy-Schwarza: k(u’,u”)? < k(u’,u’) k(u”/,u’)
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SVM maksymalizujgce margines

e regufa klasyfikacji

N(u) = sign d(u;) = sign(b* Z o L(u;) k(u;,u ))

gdzie

a™ jest jednoznacznym rozwigzaniem problemu maksymalizacji funkcji

Z&Z—_ZZO‘ZO‘] w;) £(uy) k(u;, uy)

=1 5=1

przy ograniczeniach Z a;l(u;) =0 «; >0, i=1,...,N

b* = L(u;) — >, e @f L(ug) k(ug,uy))  dla dowolnego u; € Us

e a, >0 u; — obrazy podpierajace, u; € Usg

e margines geometryczny L
\V/ ZuiEZ/IS Qi
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Warunek Mercera

e nie kazdy iloczyn skalarny jest realizowany przez pewna przestrzen cech

e warunek Mercera gwarantuje istnienie funkcji ¢:

dla kazdego skorniczonego podzbioru {u;,...,unx} C U macierz {k(u;,u;)} jest

dodatnio potokreslona

prayktady: k(w,u”) = (W u’ + 1), k(w,u") = exp( 5 o’ — )
e jezeli funkcje k£ spetniajg warunek Mercera, to warunek ten spetnia

kazda kombinacja liniowa tych funkgji

iloczyn tych funkgcji

k(f(u’),f(u”)) dla dowolnej funkgcji f

w(k(u',u”)); m - wielomian o nieujemnych wspdtczynnikach

exp(k(u’,u’”))
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Przyktady SVM

e maszyna wielomianowa i =
k(u' ) = (u' a4 1)7 = kuu) |—ai >y
: u . )y ——
e maszyna radialna — . ;
k(o ,u”) = exp(2 > lu’ — u”||2> == kuu) (| f ;

e uogdlnienie maszyny radialnej

—1
k(u',u”) = exp(— d(u’, u”))
202

ro 271 11 - \uﬁc—uk|2
d(u,u)zx(u,u)zzl— W.M. ?
u, + u!
k=1 "k
n
du,u”’)=|u —u"||, =P Z u), — ul|P W.M. spetniony dla p =1,2
k=1

13 czerwca 2005 5. Maszyny wektoréw podpierajacych 5-14



Andrzej Pacut SNR sem. letni 2004/2005

Przyktad: Maszyna wielomianowa dla problemu XOR

i T (A P

o(u;) -1, 1, 1, -1
o k(u,u’)=(1+u"u")?
e problem dualny: minimalizowa¢ L* () = a®i — %aT (L7 oK) (® - produkt Schura)
przy ograniczeniach a >0, Ta>0
1 11—11—11 11 9111
gdzie = | 1|, €eT=|"7 1 1 71| K={k(u, u))}= [i?é%]
-1 1 —1-1 1 1119
11 1 1 —1
e rozwigzanie dualne bez ograniczen: a* = (EETG)K) —14 = 9—16 [ i ill 111 i ] 7= %i,
-1 1 1 11
ograniczenia dualne spetnione, wszystkie u; sa podpierajace
e reguta klasyfikacji y(u) = sign(b* — Zuieu af £(u;) k:(u, uz))
o b* =L(u;) =X, ey, of €(w;) k(us,u;)  dlau; €Us e §
czyli b* =0 = (I+uw) — —1 — |
e przestrzen cech: poniewaz u =) — 1 . Ly
k(u,u') = (1 +uTu)2 =1+2uTu’ + (uTu’)? == (l+u'w) |~ 1 | —’ﬁ
= 3 4 2uiu] + 2uzul, + 2uiugulul ey 1 1

a zatem ¢(u) = [\/5 V2u1  V2us \/ﬁuluzrp
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Klasy liniowo nierozdzielne

e przypadek liniowo rozdzielny
(WTuZ- + b) l(u;) >1 dlau; ey

e miekki margines: mozliwo$¢ naruszenia warunkéw poprawnej klasyfikacji dla i-tego

obrazu
<WT117;+b) E(u@) > 1—52', fz > 0, dla u; € Uy,

e &, - zmienne dopetniajace (slack variables)

0< ¢ <1
+

naruszony region rozdzielajacy brak separacji liniowej
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Liniowa kara za naruszenie ograniczen
e problem pierwotny (¢ kontroluje liczbe btednych klasyfikacji)

minimalizowa¢ funkcje  Q(w, b, &) = 2||w|? + ¢ Zfil &

przy ograniczeniach & >0, ((u;) (wTu;+b)>1-¢;, i=1,..,N

e funkcja Lagrange'a L(w, b, &; o, A)
N N N
=sww+c Zfz‘ +Zoéz' (1—& —€(w) (W' +0)) - ZM&
i=1 i=1 i=1
e warunki Kuhna-Tuckera
N N
w = Z a;u; f(u;), Z a; L(u;) =0
=1 =1
a; + A\ = c, r=1,...,N (K—Tl)
v (1 — & — f(w) (W +b)) —0, MN&=0, i=1,...,N (K-T 3a)

O(u;) (Wius +b) >1-&, & >0, i=1,...,N (K-T 3b)
a; > 0, i >0, i=1,...,N (K-T 3c)

e b" trzeba wyznaczy¢ z ograniczen pierwotnych

13 czerwca 2005 5. Maszyny wektoréw podpierajacych
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SVM dla liniowej kary

e funkcja dualna - identyczna jak przy ”ostrym marginesie”
L(a A) ——W Tw* ‘|‘Zaz Zaz__zzaz&j uz j)k(uiauj)
1 =1 5=1
e problem dualny: maksymalizowaé funkcje
* N N N
L (o) =0 i — % D iz Zj:l a; ajl(u;) £(u;) k(u;, uy)

przy ograniczeniach vazl a; l(u;) =0, 0<aq; <c, i=1,...,N

a; =0 /(u;) (W*Tui + b*) < 1 | u; wewnatrz zbioru dopuszczalnego

0<a; <c|l(w)(wu + b*) =1 | u; — obraz podpierajacy

a; =c ((u;) (w*"u; +b*) =1 | u; narusza ograniczenia (§; > 0)

e regufa klasyfikacji w przestrzeni obrazéow

y(u) = Sign(b* 4 Z o U(u;) k(u, uz)>
uzeus
e b* dobrane tak, by spetnia¢ warunek ¢(u;) y(u;)

® margines geometryczny A,
\/Zu 61/15 Zu EZ/{S o

1 dla kazdegoi: 0 < a; <c

&.x.'_l

ajil(u;) €(uy) k(u;,u;)
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SVM dla liniowej kary — problem skalowania

e zmodyfikowany problem dualny: 0 < ¢y <1

maksymalizowaé funkcje L*(a) = —3 Zfil Z;V:l a; a;l(u;) £(uy) k(u;, uy)

przy ograniczeniach Zfil a; l(u;) =0, vazl o > Co, 0<a; <1/N,
1=1,...,N
1 . .
e 0 <a; <4 u;- wektor podpierajacy

Q; = % u; - wektor naruszajacy ograniczenia

e b* dobrane tak, by spetnia¢ warunek

1
f(u;)y(u;) =1 dla kazdego wektora podpierajacego u; (tzn jezeli 0 < o < N)
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Rozwigzania numeryczne

metoda najwiekszego spadku

dL* (a
alk + 1) = ak) +n L)
da
wersja sekwencyjna, j wybierane losowo
OL* («
aj(k + 1) = aj(k) +n; % = a; (k) + 15 (1 — £(u;) K(ug,uy))
J

aj(k 4+ 1) = max(0, (k4 1))
aj(k+1) = min(c,aj(k + 1)) (dla problemu z karg liniowa)
warunek liniowy zwigzany z b jest niemozliwe do spetniania — zatozyc¢ b

ograniczenia liniowe zastapié przez

‘Z o E(uz)‘ < z; (k)

uceld
gdzie ciagi {z;(k)} sa malejace
procedury dwustopniowe (nawet duze zbiory obrazéw, rzedu 10°)
i dla biezacego «, znalez¢ obrazy podpierajace Uy = {u; € U : a; > 0}
il przeprowadzi¢ optymalizacje dla u € Uy
iii wykona¢ iteracje dla wszystkich u; ¢ U,

iv utworzy¢ a;, przejsé do i

5. Maszyny wektoréw podpierajacych

sem. letni 2004/2005
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Porcjowanie i dekompozycja
® porcjowanie
— wydzielié zbiér roboczy obrazéw,
— powtarzaé do spetnienia warunku stopu

x przeprowadzi¢ optymalizacje na zbiorze roboczym,

x utworzy¢ nowy zbidr roboczy sposréd obrazéw naruszajacych warunki KT
e dekompozycja: porcjowanie z zachowaniem statej objetosci zbioru roboczego
e dekompozycja dla 2-elementowych zbioréw roboczych: sekwencyjna optymalizacja minimalna
— ograniczenia 0 < o/, o’ < ¢ prowadza do U < o’ <V gdzie
U = max(0,a” — o), V = min(c,c — o’ + a'’) jesli u’,u”" w réznych klasach
U = max(0,a’ + o' — ¢), V = min(c,a’ + a'’) jedli u’, u”” w tej samej klasie
— wyznaczenie o/, o’
¢ = d(u') — t(u') = ( 3" a;b(uy) k(uy,u’) + b) o), du’) — (u)
=
k=k(u',u) + k", u") -2k, u")
o(k) =a" (k—1)+ (¢/ —e")e(u")/k warunek liniowy, o' (k) =: max(U,d" (k))
o (k) =o' (k—1)+ K(u/)ﬁ(u”)(a"(k —1) — o/’(k))
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6. Adaline

6-1 Adaline - Liniowy neuron

6-2 Minimalizacja btedu kwadratowego

6-3 Rekurencyjne najmniejsze kwadraty

6-4 Algorytm najmniejszych $rednich kwadratow LMS
6-5 Zasada najmniejszej zmiany

6-6 Algorytmy LMS z normalizacja

6-7 Wiasnosci algorytméw LMS z normalizacja

Bibliografia

[0-1] B. Widrow and M.A. Lehr, “30 years of adaptive neural networks: perceptron,
madaline, and backpropagation,”, Proceedings of IEEE, vol. 78, No. 9, Sept. 1990
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Adaline - Liniowy neuron

e ADAptive Linear NEuron

e ADAptive LINear Element b y
Uy W : .
u . ) = J
e wspdtczesne perceptrony wielowarstwowe —1 z =
u}’l
perceptron Rosenblatta — struktura sieci o
Adaline — algorytmy uczenia T
liniowe wyjscie sieci (trening wag) y(t) = w(t) u(t)

binarne wyjscie sieci (klasyfikacja) y” (t) = sign(w(t)"u(t))
odchytka wyjscia liniowego e(t) =y (t) —y(t) =y"(t) — w(t) u(t)
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Minimalizacja btedu kwadratowego

btad kwadratowy wyjscia sieci (dla jednowymiarowego wyjscia)

Qn = Qn (W Z (1) — wlu(t)? Z (1)
gradient i hessian
. N N
n w) :—Zu(t)g(t) :—Z u(t)y” (t)-|-z tyu(t)”
dw — )
23 N
% = ; u(t)u(t)” >0 warunek jednoznacznosci

wagi optymalne minimalizuja usredniony btad kwadratowy odchytki

N —1 N —~ ~
w'= (Y u@u®”) > u@)y(t) = Ru(®)™! Ry )

t=1 t=

uwzglednienie informacji a priori:

Qv =Q+ %(W —wo) Py (w — wo)

wagi optymalne

N

(P —I—Zu )ul(t) )_ <P W()—I—Z y(t>

6. Adaline

sem. letni 2004/2005
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Rekurencyjne najmniejsze kwadraty

e realizacja rekurencyjna z uwzglednieniem informacji a priori: szczegdlny przypadek Filtru Kalmana

w(t+ 1) =w(t) + P(t)u(t)e(t) aktualizacja wag
P(t)u(t)u” () P(t

P(t+1)=P() — (Hul)u’ (&) P(t) aktualizacja wzmocnien
14+ uT(t)P(t) u(t)

w(0) =wg, P(0O)=Py>0 warunki poczatkowe

e réwnowazna postaé aktualizacji wzmocnien dla P(¢) > 0

P(t) ' =uu®)" +Pt—-1)""=Py' +> u(s)u(s)”

s=1
stosowanie jej do aktualizacji wag wymaga jednak odwracania macierzy

e btad sredniokwadratowy wag
lw(t) —w(t —1)|| | 0 stabszy niz warunek Cauchy’ego !
jezeli mineig(P(t)_l) — 00 to w(t) —w"

e wtasnosci odchytek wyjsé

I
VI+ru]?

gdzie k = maxeig(Po)
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Algorytm najmniejszych srednich kwadratow
LMS

e metoda najwiekszego spadku

dQn (W)

dw

= w(t) — > ult)e(t

wit+1)=w(t) —p

e algorytm najmniejszych Srednich kwadratéw p-LMS:
w(t+1)=w(t)+ pu(t)e(t)

e jesli obrazy s3 losowane niezaleznie z rozktadu o macierzy kowariancji R, to

Srednie wagi Ew(t) sa zbiezne jezeli

0<p<

max eig(Ry)

btad éredniokwadratowy E|e(t)|* jest zbiezny jesli

(trRu =) _eig(Ru))

0<u<
'u_trRu
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Zasada najmniejszej zmiany

e minimalizowaé¢ Q(w*) = % |[wT — w||? przy ograniczeniach y* = wt'u

e rozwiazanie wt jest rzutem w na hiperptaszczyzne y* = wt ' u
e funkcja Lagrange’a
Lw™.8) = Q(w") + 8 (y" — w' u)

warunki Kuhna-Tuckera (funkcja @) jest wypukta i ciagta wraz z pochodnymi na
R?, ograniczenia s3 afiniczne)

dL
—— =wi—w—-0F8u=0
dwT 2 * T
o —  BluP =y - wu=c
dg =y —w u=0
e optymalne wagi
1
wi=w+ u(t)e(t) (dla [Ju(t)|| > 0)
[u(t)]|?
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Algorytmy LMS z normalizacja

algorytm Kaczmarza

wit+1) = w(t) + (1)”2 u(t)e(t)  (dla Ju(t)] > 0)

algorytm normalizowanych najmniejszych Srednich kwadratéw (a-LMS)

w(t+1)=w(t) +

g MO0 @allu@)l > 0)

zmiany wyjscia liniowego i odchytki wyjscia sg proporcjonalne do odchyfki
(y(t+) = wyjscie obliczone dla zmodyfikowanej wagi = w(t + 1)"u(t))

y(t+1) —y(t) = (w(t+) —w(t) u(t) = ae(t)
e(t+) —e(t) = —ae(t)

skalowanie u’ HU” y = H—z”' y* = Yy prowadzi do p-LMS

[[ull

zmodyfikowany algorytm a-LMS

w(t+) =w(t) + u(t)e(t)

o
¢+ [[u(®)]]?
¢ > 0 (czton regularyzujacy), 0 < o < 2

6. Adaline

sem. letni 2004/2005
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WHtasnosci algorytmow LMS z normalizacja

e wtasnosci ciggu wag
o [[w(t+1)—w(t)]| L0
SEUNT s+k u(i)u(i)T . .
o jezeli ) ., T > dla kazdego t i pewnego k, to
w(t) — w”

e wazone odchytki wyjscia sieci maleja do zera

ORI
Ver Ta@lP
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7. Zagadnienia aproksymacji funkcji

Problem aproksymacji

Reprezentacja Kotmogorowa

Typowa sie¢ aproksymacyjna

Aproksymacja funkgji ciggtych

Aproksymacja funkcji ciggtych - warunek konieczny i wystarczajacy
Réwnoczesna aproksymacja funkcji ciggtych i ich pochodnych
Aproksymacja funkcji catkowalnych

Réwnoczesna aproksymacja funkcji catkowalnych i ich pochodnych
Aproksymacja funkcji nieciggtych

Aproksymacja funkcji zmiennej losowe;j

Zestawienie twierdzen aproksymacyjnych

7. Zagadnienia aproksymacji funkcji

sem. letni 2004/2005
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Problem aproksymacji

aproksymacja nieznanej funkcji f € F

AN

wybraé fz rodziny funkgji F tak aby minimalizowaé a(f, f)
rodzina F wynika z problemu, np. C(U), C,(U), L,(U)
d — metryka wtasciwa dla F

nieznana funkcja poznawana poprzez eksperyment
(u(1),y(1)), (u(2),y(2), .., (u(N),y(N))

czy F jest wystarczajgco bogata?

uniwersalny aproksymator
dla dowolnych € > 0, f € F istnieje f € F dla ktérej

AN

d(f, f) <e

czy sieci neuronowe sg uniwersalnymi aproksymatorami ?

7. Zagadnienia aproksymacji funkcji
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Reprezentacja Kotmogorowa

e 13 HiPOTEZA HILBERTA istnieje analityczna funkcja 3 zmiennych ktéra nie jest
skonczong superpozycja funkcji ciagtych 2 zmiennych

e KOLMOGOROW kazda funkcja ciggta n
zmiennych f : 7" +— R, n > 2, ma re- ",

i&

prezentacje

fa) =2 gi | D visu) .
i=0 j=1 : : Y

i

{g0,...-92n} — ciaggte funkcje 1 Gy |
zmiennej, zalezg od f { :
H7a,() |

rodzina funkcji monotonicznych cia-

gltych 7; ; : Z — R jest uniwersalna
e twierdzenie Kotmogorowa okresla reprezentacje funkgji
— wymaga znajomosci funkcji

— btad reprezentacji jest zerowy
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Typowa siec aproksymacyjna
e aproksymacja funkcji f: U4 C R" — R

e rodzina sieci dwuwarstwowych N[g]

uy vu_: — warstwa wyjsciowa liniowa o zero-
— s | > { >, > wym obciazeniu
S, — warstwa ukryta o identycznych
L : : s funkcjach aktywacji g
" Vhl‘i: e “‘wolne” parametry:
L = s | > } >/, > — liczba neuronéw warstwy ukrytej h
4 | — wagi (nh wag) i obciazenia (h ob-

cigzen) warstwy ukrytej

— wagi warstwy wyjsciowej (h wag)
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Aproksymacja funkcji ciggtych
aproksymowane funkcje sa ciggfe na zbiorze domknietym ograniczconym U C R"

odlegtos¢ funkcji rozumiana w sensie supremum tzn.

AN AN

d(f, f) = sup [f(u) — f(u)|

ucld

[HORNIK, 1991] jezeli funkcja aktywacji g jest
ciggtfa, ograniczona i rozna od stafej

to sie¢ typu N']g] o dostatecznie duzej liczbie neuronéw ukrytych moze dowolnie
doktadnie (w sensie supremum) aproksymowac¢ dowolng funkcje ciagta na zbiorze

domknietym i ograniczonym

tzn. dla kazdej funkcji f ciggtej na zbiorze domknietym i ograniczonym U i
dowolnego € > 0, istnieje sie¢ typu Ng| taka, ze

sup [f(u) — f(u)| <e

ucl
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Aproksymacja funkcji ciggtych - warunek

konieczny i wystarczajacy

e funkcje g : R — R nazywamy lokalnie istotnie ograniczong, jezeli jest ograniczona

prawie wszedzie (ograniczona za wyjatkiem zbioru zerowej miary Lebesgue'a pr)
na kazdym podzbiorze domknietym i ograniczonym

e istotne supremum funkgji
ess supy, | f(u| =inf{6 : pr{z : |g(z)] > 6} =0}

e |[LESHNO, 1993] jezeli
— funkcja aktywacji g jest lokalnie istotnie ograniczona
— domkniecie zbioru punktéw nieciggtosci funkcji aktywacji g ma miare zero
to sie¢ typu N|g] o dostatecznie duzej liczbie neuronéw ukrytych moze dowolnie

doktadnie (w sensie istotnego supremum) aproksymowa¢ dowolng funkcje ciagta na

zbiorze domknietym i ograniczonym wtedy i tylko wtedy gdy g nie jest
wielomianem prawie wszedzie
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Rownoczesna aproksymacja funkcji ciggtych i
ich pochodnych

e funkcje aproksymowane: ciggte wraz z pochodnymi do rzedu d na zbiorze
domknietym i ograniczonym U € R"
e [HORNIK, STINCHCOMBE, WHITE, 1990] jezeli funkcja aktywacji g jest
d-krotnie rézniczkowalna w sposob ciagty, ograniczona i rézna od stafej

to sie¢ N'[g] o dostatecznie duzej liczbie neurondéw ukrytych moze dowolnie
doktadnie aproksymowac¢ (w sensie supremum) dowolna funkcje ciggta oraz jej
pochodne do rzedu d wtacznie

e tzn. dla kazdej funkcji ciagtej wraz z pochodnymi do rzedu d na zbiorze
domknietym i ograniczonym U € R™ i kazdego € > 0 istnieje sie¢ N[g|, dla ktérej

dla wszystkich pochodnych D¥ = 8ak,€11+”gk:n ,0<ky+---+k, <d, rbwnoczeénie
uy ... 0uy,

zachodzi

sup | D* f(u) — D*f(u)| < e
ucld
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Aproksymacja funkcji catkowalnych

funkcje aproksymowane: catkowalne z p-t3 potegy, 1 < p < oo, na zbiorze
ograniczonym 4 € R"

odlegtosé¢ wyznaczana przez norme

110 = ([ 1P du)"
u

[HORNIK, 1991] jezeli funkcja aktywacji g jest
ograniczona i rozna od stafej
to sie¢ Ng] o dostatecznie duzej liczbie neuronéw ukrytych moze dowolnie

doktadnie (w sensie || f||,) aproksymowa¢ dowolng funkcje catkowalna z p-ta

potega na zbiorze ograniczonym
tzn. dla kazdej funkcji catkowalnej z p-t3 potega na zbiorze ograniczonym U € R"

i kazdego € > 0 istnieje sie¢ N[g] dla ktérej

Hf_J/C\Hp < €

warunek Leshno wyznacza warunek konieczny i wystarczajgcy aproksymacji funkgji
catkowalnych z p-t3 potega na zbiorze ograniczonym

7. Zagadnienia aproksymacji funkcji
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Rownoczesna aproksymacja funkcji
catkowalnych i ich pochodnych

e funkcje aproksymowane: funkcja i jej pochodne do rzedu rzedu m s3
ciggte 1 catkowalne z p-t3 potega

na zbiorze ograniczonym U

e [HORNIK, STINCHCOMBE, WHITE, 1990] jezeli funkcja aktywacji g jest
d-krotnie rézniczkowalna w sposob ciagty, ograniczona i rézna od stafej

to sie¢ N'[g] o dostatecznie duzej liczbie neurondéw ukrytych moze dowolnie
doktadnie aproksymowaé (w sensie normy || f||,) na zbiorze ograniczonym dowolna
funkcje ciggta oraz jej pochodne do rzedu d witacznie

e tzn. dla kazdej funkcji, ktérej pochodne do rzedu d s3 ciggte i p-krotnie catkowalne
(d > 1,1 < p < o0) na zbiorze ograniczonym i kazdego € > 0 istnieje sie¢ N[g] dla
ktdrej

ID¥f — D*fll, <e
dla kazdego k : |k| < d

13 czerwca 2005 7. Zagadnienia aproksymacji funkcji 7-8
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Aproksymacja funkcji nieciggtych

funkcje aproksymowane: dowolne (mierzalne) okreslone na zbiorze domknietym i
ograniczonym

|[LUziIN] funkcja mierzalna moze by¢é zmodyfikowana do funkgji ciggtej przez
zmiane wartosci na zbiorze o arbitralnie matej mierze

jezeli funkcja aktywacji g jest
ciggta, ograniczona i rézna od staftej

to sie¢ N'[g] o dostatecznie duzej liczbie neurondéw ukrytych moze dowolnie
doktadnie (w sensie supremum) aproksymowaé na podzbiorze dowolnie mato
réznigcym sie od dziedziny funkcji, dowolna funkcje (mierzalng) na zbiorze
domknietym i ograniczonym

tzn. dla kazdej funkcji mierzalnej na zbiorze domknietym i ograniczonym i kazdego
e > 0 istnieja: sie¢ Ng] i zbiér domkniety i ograniczony U, C U dowolnie bliski
zbiorowi U w tym sensie, ze ur (U — U.) < ¢, dla ktérych

AN

sup |f(w) — f(u)] < e

ucll,

7. Zagadnienia aproksymacji funkcji
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Aproksymacja funkcji zmiennej losowej

u jest zmienng losowa okreslong na zbiorze U C R"™; jej rozktad oddaje wage

punktéw zbioru U

funkcje aproksymowane: funkcje p-tego rzedu zmiennej losowej u, tzn.
Elf(u)P < oo dla pewnego p, 1 < p < o0

odlegto$¢ funkcji w sensie p-tych momentéw, tzn. d(f, f) = (8 (f(u)— ]‘A’(u))p>

[HORNIK, 1991] jezeli funkcja aktywacji g jest
ograniczona i rozna od stafej

to sie¢ N'[g] o dostatecznie duzej liczbie neurondéw ukrytych moze dowolnie
doktadnie (w sensie p-tych momentéw) aproksymowa¢ dowolng funkcje p-tego

rzedu zmiennej losowe) u

tzn. dla kazdej funkcji f dla ktérej £|f(u)|P < oo i kazdego € > 0 istnieje siec
Ng] dla ktérej

AN

Elf(u) = f(u)]” <e

7. Zagadnienia aproksymacji funkcji
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[ ] [ ] [ ] V 4 [ ]
Zestawienie twierdzen aproksymacyjnych
funkcja aproksymowana twierdzenie autor
dziedzina wtasnosci odlegtos¢ funkcji
U ecR"

@ funkcji ciagtych domkniety, C sup |f — f| g ograniczona, C, # const = | Hornik
ograni- Q 1991
czony

@ funkcji ciggtych domkniety, C ess sup |f — f] g lokalnie istotnie ograniczona, Leshno
ograni- domkniecie zbioru p. niecia- 1993
czony gtoéci ma miare 0 = (g nie jest

wielomianem < @)

@ wraz z pochodnymi | domkniety, Cy4 max sup |Dkf — Dkﬂ g ograniczona, Cq4, # const = HSW

funkcji ciagtych ograni- - Q 1990
czony

@ funkcji catkowal- ograniczony L, I f — ]?||p g ograniczona, # const = @ Hornik

nych 1991

@ wraz z pochodnymi | ograniczony L, Cq4 max ||Dkf — Dkf”p g ograniczona, C4, # const = | HSW

. k<d

funkcji catkowalnych - Q 1990

@ dowolnych funkgji ograniczony, dowolne sup |f—]?| pr (U—U) < e | g ograniczona, C, # const = | Hornik
domkniety  (mierzalne) ~ “€Ye @ 1991

@ funkgcji losowych ograniczony E|f(w)|? < E&|f — f|p g ograniczona, # const = @ Hornik

00 1991
@- aproksymacja, HSW- Hornik, Stinchcombe, White, 1990
13 czerwca 2005 7. Zagadnienia aproksymacji funkcji 7-11
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8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe
Bfad aproksymacji

Minimalizacja kosztu

Tryby minimalizacji

Metoda najwiekszego spadku

Gradient sprzezony

Metoda Newtona

Metody zmiennej metryki

Metoda Levenberga-Marquardta

Specyficzne techniki neuronowe:

Wygtadzanie inercyjne wag
Specyficzne techniki neuronowe: Reguta delta-delta

Specyficzne techniki neuronowe: Reguta delta-bar-delta
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Btad aproksymacji

e skonczony zbiér obrazéw U = {uy,...,un}, U =U
= S TelP
e 4 dowolny, Uy, losowany zgodnie ze znanym rozktadem na U/
1
Qo = 5 Ele?
e U dowolny, Uy, losowany zgodnie z pewnym rozktadem na U

Qn(t) = 5 Anlle(@)| ~ Qo

13 czerwca 2005 8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe
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Minimalizacja kosztu
e Funkcja btedu

e Metody gradientowe
wk+1)=w(k)+nr(dk))

gdzie
w wektor wszystkich wag sieci
d(k) = @Q\,(W(k)) gradient Qn w k-tym kroku minimalizacj;
H(k) = A%(W(k)) hessian Qn w k-tym kroku minimalizacj;
r wektorowa funkcja gradientu okreslajaca nowy kierunek
1 krok minimalizacji

k indeks kroku minimalizacji

13 czerwca 2005 8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe
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Tryby minimalizacji

(N, M, L): dtugos¢ okna (przedziat usredniania) N, przesuniecie okna po
wykonaniu krokéw minimalizacji M, liczba krokdbw minimalizacji dla jednej
estymaty gradientu

tryb natychmiastowy (1,1,1)
koszt oczekiwany estymowany jest przez koszt chwilowy (1-elementowe usrednianie
kosztu), minimalizacja po kazdej prezentac;ji

tryb wsadowy (N, N, 1)
usrednienie N > 1 kosztéw chwilowych przed kazda minimalizacja; dla

skonczonego Uy, przyjmuje sie N = |Uy| (epoka)

wielokrotne uzycie gradientu (N, N, L)
prezentacja N nowych wejs¢, L > 1 krokédw minimalizacji

ruchome okno (N, M, L)
przesuniecie okna o dtugosci N o M < N chwil (usuniecie M najstarszych i
prezentacja M nowych wejs¢), usrednianie w oknie o dtugosci N, wykonanie L > 1
krokdw minimalizacji

8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe 8-3
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Metoda najwiekszego spadku

wzér Taylora 1 rzedu

Q(w +ur) = Q(W) + pr" Q' (w) + o)
dla r = —Q'(w)

QW +pur) =Q(w) — Q' (W)|* < Q(w)
algorytm korekcji wag

w(k+1) =w(k) — pno(k)

algorytm jest zwykle potaczony z obliczaniem gradientu metoda propagacji
zwrotnej

8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe 8-4
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Gradient sprzezony

funkcja kwadratowa w R¢, minimalizacja w kierunku

— minimalizacja(r) * minimalizacja(s) # minimalizacja(r, s)

— zmiana gradientu o p Q" (w) r(k)

kierunki r, s sprzezone: r" Q" s = 0

metoda gradientu sprzezonego r(k)"H(k)s(s) =0 dlas=1,...,k—1
r(k) =—=6(k)+B(k—-1)r(k—1), r(0) = —4(0)

ek + 1) etcher-Reeves
o (6’(’5(@“; 5(k))" 8(k +1) -

_ k+1)—6(k)" o(k+1 olak-Ribiere
plk) = HBIE rolalcib

restart po d krokach
zbiezne superliniowo; praktycznie: liniowo

dla funkcji kwadratowej: F-R, P-R identyczne, zbieznos¢ w d krokach

8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe
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Metoda Newtona

wzor Newtona 2 rzedu

1

QW + pr) = Q(w) + pr" Q' (w) + 2 p” v Q"(W) T + o(ir°)

gradient () jako funkcja r

pQ'(w+pr)=pQ (w)+p* Q" (w)r +o(u?)
kierunek poprawy

r=-Q"(w) Q' (w)
algorytm Newtona

w(k+1)=w(k) - pH 1 (k)d(k)

zbiezny w d krokach dla funkcji kwadratowej przy minimalizacji w kierunku;

problemy: Hessian, wolny przebieg lub rozbieznos¢ z dala od ekstremum

8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe
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Metody zmiennej metryki

aproksymacja Q" powinna spetniaé
Q" (w)(w—w*) =Q'(w) — Q'(w")
metoda Davidona-Fletchera-Powella (DFP)

 Aw(k) Aw(k)T P(k) Ad(k) As(k)T P(k)
AP(k) = Aw(k)T Ad(E)  AS(K)T P(k) Ad(k)

metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno (BFGS)

AP(k) = AP(k)orp + Ad (k)" P(k)Ad(k)zz"

Aw (k) P(k) A& (k
Aw(k)TA8(k)  Ad(k)TP(k) Ad(k)

gdzie z =

gdzie P(k) = H (k), Ax(k) = x(k + 1) — x(k)

warunki poczatkowe: P(0) =1, P(1) — metoda najwiekszego spadku

8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe

sem. letni 2004/2005

8-7



Andrzej Pacut SNR

Metoda Levenberga-Marquardta
e wazenie metody najwiekszego spadku i metody Newtona
r(0) = (H+AI)" 16

parametr Marquardta A zmniejszany w czasie minimalizacji do 0
A "duze” (daleko od ekstremum) — metoda najwiekszego spadku

A "mate” (w poblizu ekstremum) — metoda Newtona

e kwadratowa funkcja btedu
1 & 1 &
Q(w) = 2 Z(yi(w) —yi)? = 3 Z e (w)
i=1 i=1
Q'(w) = Y viw)ei(w
Z yi' (W) ei(w) + yi(w) y; " (w)

e wokét minimum €; jest bliskie 0, tzn Q"' (w) ~ Y- yi(w) y. " (w)

wik+1) = wik) — s (3 h(w) o™ (w) + A1) a(k)
1=1

13 czerwca 2005 8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe
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Specyficzne techniki neuronowe:
Wygtadzanie inercyjne wag

e czfon inercyjny (ang. momentum term) o« Aw(k — 1)
Aw(k)=—pudk) +alAwk—1), 0<a<l1
e czton inercyjny kumuluje efekt §(k) w kierunku spadku gradientu i redukuje efekt zmian
gradientu

e dla zadanego ciggu gradientéw {d(1),...,d(k)}

Aw(k) = 1__—0’2_1 o (k) (g~' — operator opéznienia jednostkowego)

— —IUJ(l + aq_l + a2q_2 + .. ) é(k)
= —pu(8(k) +ad(k —1) +a’5(k—2)+...)

czyli gradient (k) zastapiony przez sume wazong gradientéw ze wspétczynnikiem

wygtadzania «

Aw(k) = —pnF(q)d(k),  F(q) = Z alq"

13 czerwca 2005 8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe 8-9
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Specyficzne techniki neuronowe: Reguta
delta-delta

pochodna kosztu wzgledem wspofczynnika uczenia p; dla algorytmu
wi(k +1) = wi(k) — pi(k) 6: (k)

Q)
dp; (k)

korekcja wspotczynnika uczenia

= —0;(k)di(k —1)

pi(k+1) = pi(k) +v0i(k)6;(k — 1)

duza wrazliwo$¢ na wybér ; wzrost p; gdy dwie kolejne pochodne 9;(k) s3 tego
samego znaku

nazwa delta-delta wywodzi sie z oznaczenia gradientu przez ¢

8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe 8-10
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Specyficzne techniki neuronowe: Regufa
delta-bar-delta

e wygtadzanie gradientu
O(k) =E0i(k = 1)+ (1 =€) di(k), 0<E<1
pi(k +1) = pi(k) 4+~ 0i(k) 0i(k — 1)

e dodatkowe zabezpieczenia: i liniowo rosnie gdy znak gradientu staty, maleje
wyktadniczo gdy zmienny

/ —

ik + 1) = py(k) + { —Bps(k) gy 6(k) 3(k— 1) <0
0 w pozostatych przypadkach

\

0<k<0.05 01<p<03

13 czerwca 2005 8. Techniki minimalizacji a sieci neuronowe
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9. Propagacja zwrotna gradientu

System warstwowy

Pochodne dla systemu warstwowego
Propagacja prosta gradientu

Propagacja zwrotna gradientu

Poréwnanie

System uporzadkowany

Pochodne dla systeméw uporzadkowanych
Propagacja prosta gradientu - postac lokalna
Propagacja zwrotna gradientu - postac lokalna
llustracja (system warstwowy)

llustracja (wielowymiarowa)

llustracja (system uporzadkowany

Posta¢ macierzowa
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System warstwowy

Xo X,
fl . XO — Xl,

Jr + Xg—1 — Xy,
fn c X1 — Xy,

Tn = fu(fn-1(.-. (f1(70))))

13 czerwca 2005

Iy = fl(afo)
Ty = fr(Tp—1)

Ln = fn(xn—l)

9. Propagacja zwrotna gradientu
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Pochodne dla systemu warstwowego
Tn = fn(fa-1(. .. (f1(20))))

e notacja
dfk
= dai=1,...,n
i drr
/ dCBk
Tpp = —— dla ustalonych zg,...x,—1, £ <k
| d:l?g

e obliczenie pochodnej

dxy, ,

T = fal@n-1) fia @a2) - fa) fiwo)
gdzie

xk:fk(fk‘—l"'fl(aj()))? ]{7:1,...,77,
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Propagacja prosta gradientu

e grupowanie “od wejscia do wyjscia”

dx
Tpjo = d—n = fo(@n-1) fra(Tn—2) ... fo(x1) fi(xo)
iRy N——
x/1|0
x’2|0
.. : . JI/V
e algorytm propagacji prostej gradientu n-110

e pochodne i wartosci funkcji obliczane s3 w jednym kroku rekurencyjnym, dla
k=1,...,n.
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Propagacja zwrotna gradientu

e grupowanie “od wyjscia do wejscia”

dxny
Tnjo = T = fr(@n-1) fooa(zn-2) ... fo(x1) fi(zo)
Lo ——
xfn|n—1

e algorytm propagacji zwrotnej

— przejscie “do przodu”: wartosci zmiennych

:Bk:fk(xk_l), k::l,...,n
— powrdt: wartosci pochodnych

/ —1

Lnin

x;z|£:x/n|£—|—1flf+1(xﬁ)? EITL—I,,O
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Poréwnanie
YA
49 % e propagacja gradientu (FP): pochodne
I A TSl zmiennych posrednich wzgledem docelowej
FPT il zmiennej niezaleznej
L e propagacja zwrotna gradientu (BP): po-
z (- chodne docelowej zmiennej zaleznej wzgle-
dem zmiennych posrednich
y 51 e obliczenia w sieci: potrzebne pochodne
R wskaznika btedu wzgledem réznych zmien-
" ! nych.
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Ji:

i

Jn:
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System uporzadkowany

]

-

(X( yeeesX; 1)

(x0 yeresX 1)

r1 = fi1(xo)

T — fk(ajo, RN ,xk_l)

9. Propagacja zwrotna gradientu
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Pochodne dla systeméw uporzadkowanych

e oznaczenia (tutaj xx €R)

0
f;;w(xo,...,xk_l) = a—fk(acg,...,:vk_l), 0</i<Ek
Xy
e Dla pierwszych ¢ zmiennych xq,...,zs_1, £ < k, ustalonych, definiujemy
W
BIE = o,
e zaleznosci rbwnowazne
k—1
Trie = fre + Z feiwie 0<l<k<n (FP)
i=0+1
k—1
/ / / /
Tple = Jrje + Z Ty file 0<L<k<mn (BP)
j=0+1
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Propagacja prosta gradientu - postac lokalna

e dla dowolnych dwéch zmiennych v =z, 2 = x4, £ < k

dz  0f, of., dx

ciu_@fu—l_aj oxr du

gdzie f, = fy jest funkcja definiujgcy z, a sumowanie rozcigga sie na wszystkie
zmienne x ktdre bezposrednio wptywaja na z (tzn. argumenty f,)

w/fz*_i

_>
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Propagacja zwrotna gradientu - postac

lokalna

e dla dowolnych dwéch zmiennych v =z, 2 = x4, £ < k

d of, dz dfy
z f_|_ zi

du ou - drx du

gdzie f, oznacza funkcje ktéra definiuje x, a sumowanie rozcigga sie na wszystkie
zmienne x na ktére bezposrednio wptywa u (wszystkie funkcje, dla ktérych u jest
jednym z argumentéw.)

u

fz o>
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llustracja (system warstwowy)

y = sin(exp(z* cos(z?)))

T = x
System warstwowy T2 = x1 cos(z1)
(zo =z, T4 = y) x3 = exp(x2)

x4 = sin(xs)

propagacja prosta propagacja zwrotna
3321|0 = cos(z3) xéﬂo 5E21|0 = 3$£1|1 ng
T30 = exp(x2) Ta)o zy1 = (cos(z1) — 1 sin(z1)) Ty
ZB/2|0 = (cos(:cl) — 21 sin(:pl)) :c'1|0 xﬁm = mil|3 exp(x2)
fE/1|0 = 355(% 336|0 3321|3 = $£1|4 cos(x3)
x6|0 =1 9U£1|4 =1
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llustracja (wielowymiarowa)

y = sin(exp(z*) 4 4 cos(z?))

system warstwowy

(vo =z, 3 = y)

3
r1 =

21 = exp(a:l)
x22 = cos(x1)

Trs = Sin(x21 + 4%22)

propagacja gradientu

a:é,|0 = cos(x21 —|—4:1:22)(96'21|0 + 4$/22|0)
/ /
L21j0 = exp(z1) L1l0

$,22|0 = —sin(z1) 35/1|0

/ 2
x1|0 p— ?)x

propagacja zwrotna gradientu

/ —3 / 2
L3j0 = IL3|1 L

:L'§,|1 = azgm exp(x1) — xgm sin(x1)
33%|21 = cos(z21 + x22)

:c;/3|22 = 4 cos(x21 + x22)

13 czerwca 2005 9. Propagacja zwrotna gradientu
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llustracja (system uporzadkowany

system uporzadkowany

Q = x3 = f3(xo,x1,%2)

To = fo(wo, 1)

r1 = fi1(xo)

propagacja gradientu
/ / / / / /
T30 = f3|0 + f3|1 Typ + f3|2 La)0

Y / /
Lojo = f2|0 + f2|1 L1l0

' gt
Lij0 = f1|0

propagacja zwrotna gradientu
/ / / / / /
L3l0 = f3|0 + T3)9 f2|0 + X3 f1|0

' pl / /
T3] = f3|1 + T3)o f2|1

' pl
373|2—f3|2

dla obu algorytmow

10 = faj0 + fayr fijo + Fap2 Fopo + 312 fopn fipo

13 czerwca 2005 9. Propagacja zwrotna gradientu
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F/ — {fz'/|j}i.=0,...,n

N o)

]:

SNR

sem. letni 2004/2005

Posta¢ macierzowa

dla systeméw warstwowych

0
fi

0

propagacja gradientu

0

flo 0

Fio Fon o Fapes
foo ]

0

1
x/
1[0
/ /
, X' ={z;}j=0,...n =
1=0,...,m
/
_xn|0

(F - DX =1

propagacja zwrotna gradientu X' (F' — )= —1I

13 czerwca 2005

9. Propagacja zwrotna gradientu

xn|1 PRI

n|n—1
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10-1
10-2
10-3
10-4
10-5
10-6
10-7
10-8
10-9
10-10

13 czerwca 2005

SNR

10. Propagacja zwrotna w perceptronie

wielowarstwowym

Gradienty dla sieci dwuwarstwowej: graf wptywow

Gradienty dla sieci dwuwarstwowej: warstwa wyjsSciowa
Gradienty dla sieci dwuwarstwowej: warstwa ukryta

BP gradientu dla sieci dwuwarstwowe;j

Przyktad: BP gradientu dla standardowej sieci dwuwarstwowe;j
Gradienty dla sieci wielowarstwowej

BP gradientu dla sieci wielowarstwowej

Operator BP

Propagacja zwrotna przez siec

Drugie pochodne

10. Propagacja zwrotna w perceptronie wielowarstwowym

sem. letni 2004/2005
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sem. letni 2004/2005

Gradienty dla sieci dwuwarstwowej: graf wptywow

e rownania warstw

n

warstwa ukryta xi =% (), G= Z vijuj, 1=1,...,h

j=0

warstwa wyjs$ciowa

koszt chwilowy

e grafy wptywéw dla v i w

Vi 9k q
(i — T Yk q
Vi, j
-...\warstwa ukryta ..... ‘ ............. warstwa Wyjs’ciowa ............. kOSZt

e grafy dla v i w maja czes¢ wspdlng

13 czerwca 2005
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Gradienty dla sieci dwuwarstwowej: warstwa

wyjsciowa
Wk, 4 2k o Yk é> q
dg__ dg
dwy, ; dzy, BP od wyjscia warstwy
dq _ dq () do wag
T dus gk 2k
dq , } .
— = wskaznik kosztu
dun dy. (Y)
dq
re = @ (y) 9’ (21), Jon . TR
7.]
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Gradienty dla sieci dwuwarstwowej: warstwa ukryta

<1

Vij —— ¢ Y4 x/Zk Ik Ui 4 q
@] i i
\& .
-----warstwa ukryta----- | ---warstwa wyjsciowa - | ~koszt -
dgq dgq
= — U5
dv; ; d¢; BP w warstwie
dg dq do wa
= —7'(G) &
49 _vm da
dIBi =l de; ot BP
d d przez warstwe
2 _ M)
dzp,  dyg
d 0
- a(y) = q,.(y) }wskaz’nik kosztu
dyk oYk
/ / - / dq
re = (Y) g8’ (26),  0i =D rewk,ivi' (G), R L
k=1 %7
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BP gradientu dla sieci dwuwarstwowej

(warstwa wyjsciowa)

ri = q.(y) g’ (2)
dq

dww

:’I“Z'CE]'

(warstwa ukryta)

m
0i = Z T Wi Vi (Ci)
k=1

13 czerwca 2005

(warstwa wyjsciowa)
r=q(y)©g(z)
T

dg _
dW

(warstwa ukryta)
e=(W'r)ov'(¢)

dqg _
av

10. Propagacja zwrotna w perceptronie wielowarstwowym
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Przyktad: BP gradientu dla standardowej sieci

dwuwarstwowej

warstwa wyjéciowa liniowa, chwilowy koszt kwadratowy ¢ = 1|y — y* ||,
funkeje aktywacji 7:(C) = 1/(1 + exp(~aC), [4(¢) = ax(1 — )

. o .
(warstwa wyjsciowa) (warstwa wyjsciowa)

ﬁzw—ﬁ %
r=y—-y

=Tr,T;
dw; ! LU
dW

(warstwa ukryta)
(warstwa ukryta)

0 =0a > rpwpw; (1 - z;) 0=a(W'r)ox0o (1 —x)
k=1
dq E@-::guf
dvi,j = 0i Uj dV
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Gradienty dla sieci wielowarstwowej

0—1
V4 V4 £—1 ¢ L, 0 . Y/
warstwa ¢, ¢ =1,...,.L z; = g w; ;Y vi = g; (2i), 1=1,....m
J=0
L L
kOSZt QZQ(yl 7"'7ymL)
1
ol 21
p p41 /
g g g
P ¢ D / p+1 Tk p+1 ... =1 I k L 1
/ Z?, yz \ Zk: — p | SRR /yz Z Yk q
p p+1 \ 1
Wi ; Z o1 2L
“""“WarStWap ......... | Warstwap+1 ............. ‘ ................. | -...-.ywarstwa WyjéciowaL .......... | kOSZt
dq _ dq -
P p Uj .
dw; ; dz; BP w warstwie p

dgq dq Py p do wag
— = 25 9% (%)
dz; dy;

% = ZZL; ;l_qe wﬁ,i
dy; ;qk d BP przez
d_e:—ggil(zﬁ) warstwe ¢, {f=p—+1,...,L
2, Ay,
dg _ 9q(y)

/ .o
— = q, (y) } wskaznik kosztu
dy{; (9y£ &
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BP gradientu dla sieci wielowarstwowej

dg _ 9q(y
dg _ 9q(y) _ e a( e 7 (y)
d — a - qp( ) s o= . Yo y y
Yp Yp wskaznik jakosci
£
dq SN, d T d /
dyf 1 kZ::l dyﬁ 0 BeP p;zez warstV\{Q dyt—1 dy? g (z)
¢=L,...,p+1 =Pt {=L,....,p+1
dg _ dq Pl (2P) uf BP w warstwie p do d d
dwf; ~ dy? T == (o 08 @) u”
1,7 7 wag dWP dyp &

13 czerwca 2005

10. Propagacja zwrotna w perceptronie wielowarstwowym 10-7



Andrzej Pacut SNR sem. letni 2004/2005

Operator BP

BP do wag warstwy

BP przez warstwe
u’ |layer /| Y’ V. — a
= T W dW u’ |layer /¢ y*
i | d - — ——
Woee-|-1d Vy = d - 1 d
dy* y _a 8
d _— d - du’ dy
aw' "7 du . :
, . Vu=DBu(Vy) =W (Vy ©g (Z))
Vw = Bw(Vy) = (V, 0g(2)) u

modut BP dla warstwy
(Vw,; Vu) = B(Vy)

u y
AT AT
du o dy
d
dW r=V,og(z)
Vw =ru’
Vu — WTI'
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Propagacja zwrotna przez siec

BP w sieci do wag

u layer y' layer | ¥
— ¢ "L [T
S S I | di
a4 !
dW

VWE — Bwe Bu£—|—1 o0 BuL vyL

13 czerwca 2005

BP przez siec¢

sem. letni 2004/2005

10. Propagacja zwrotna w perceptronie wielowarstwowym

u layer y! layer | ¥
— 1 = — L $|
Ao b -1 d
du dy

Vit = Byt Byz ... By Vyo

10-9
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Drugie pochodne

*

e y* = f(u) jest wielkoscig pozadana dla sieci N o wejsciu u

AN

e N aproksymuje funkcje f: N(u) = f(u)
~ dN(u)

e BP przez sie¢ N oblicza wartosci gradientu funkgji f: f’(u) =— ~ f'(u)
u

o f’(u) s3 wielko$ciami pozadanymi dla sieci N o wejéciu u

e N aproksymuje funkcje f: N*(u) = f/

e BP przez sie¢ N'! aproksymuje wartoéci aproksymowanego hessianu f”

u f ; !
= N PN QI
A, ---- w y A D RREEEEEEEEPE EEEETEPRPPPPTE
P A
N! /. C"i'?_ . 0!
'.'.'.'.'.'.'.'.'..'.':‘}.':.'.':.'.'.'.'.' .'.':.'.'.':.'.':.':.'.':.'.':.'.' -----------------------
/
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11. Jakosé aproksymacji funkcji
11-1 Aproksymacja
11-2 Budowa aproksymatora
11-3 Ryzyko empiryczne
11-4 Minimalizacja ryzyka i ryzyka empirycznego
11-5 Klasyfikacja, skonczona rodzina klasyfikatorow
11-6 Klasyfikacja, nieskonczona rodzina klasyfikatorow
11-7 Rozbicie
11-8 Przyktad: rozbicie przez potproste w R
11-9  Przykfad: rozbicie przez pétptaszczyzny w R?
11-10  Wymiar Vapnika-Chervonenkisa
11-11 Funkcja wzrostu
11-12  Funkcja wzrostu — Przykfady
11-13 VC dla sieci binarnych a VC dla zbioréw
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11-14 Wymiar VC dla przyktadowych sieci
11-15 Ryzyko dla sieci binarnych

11-16 Minimalizacja ryzyka strukturalnego

Bibliografia
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SNR

Aproksymacja

aproksymator f Uu—Jy,

f € F rodzina aproksymatoréw

— aproksymator neuronowy f(u; 9¥) = Ny(u), ¥ = (w,b) € R?
— dla klasyfikacji: Y ={0,1}

sem. letni 2004/2005

Srodowisko: dane (u,y) generowane zgodnie z nieznanym rozktadem P na U x )

— P skupiony na krzywej {y = f(u), u € U}: aproksymacja funkg;ji

— P skupiony na U x {—1,1}: klasyfikacja binarna

AN

koszt aproksymacji ¢(y, f(u))
— koszt $redniokwadratowy: ¢(y, f(u)) = |ly — f(u)|]?

— dla klasyfikacji binarnej: ¢(y, f(u)) =1-6

-~ )0 Kklasyfikacja poprawna
y,f(a)

ryzyko: koszt oczekiwany Q(]?) (y u)) = [q(y, f( f
— dla kosztu $redniokwadratowego: Q(f) =E&|ly — f( )

~

— dla klasyfikacji Q(f) = m(f) = P{y # f(u)}

11. Jakoé¢ aproksymacji funkcji

)d

P(u,

y)

1 klasyfikacja btedna

11-1
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Budowa aproksymatora

e zbior trenujacy Sy = {(u1,y1),-..,(un,yn)} o elementach generowanych
niezaleznie zgodnie z P (préba losowa prosta, préba i.i.d.)

e metoda aproksymacji: algorytm doboru aproksymatora ]?z rodziny funkgji F na
podstawie zbioru trenujacego Sy

e aproksymacja parametryczna: dobér aproksymatora z zadanej rodziny funkgcji

F ={fs,9 €O CR"} (np. sie¢ neuronowa): sprowadza sie do doboru
(estymacji) parametru 9
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Ryzyko empiryczne

o ryzyko empiryczne: koszt $redni Qs, (f) = Anq(y, f(u)) = % vazl q(yi, f(u;))
— dla kosztu sredniokwadratowego QSN(f) = Anx|ly = f(0)]]?
— dla klasyfikacji Qs (f) = 7n(f) = czestosé btedu

e metoda estymacji: minimalizacja ryzyka empirycznego
aproksymator fy jest wielkoscig losowa (losowe dane uczace Sy)

e (a) czy Qn(f) e Q(f) dla kazdej funkcji f 7 uwaga: nie implikuje (b)

AN

(b) czy Q(fn) — Q(f)? np. dla kosztéw kwadratowych implikuje (c)

N —o0
(c) czy J/E\N N J??
o biad generalizacji Q(fn) = Eq(y, F(u) | Sn') (zmienna losowa)

e aproksymacja jest prawdopodobnie w przyblizeniu poprawna (PAC - probably
approzimately correct) jesli z prawdopodobienstwem > 1 — § btad generalizacji
jest < €

P{Q(fn) < e(N,8,F)} > 14
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Minimalizacja ryzyka i ryzyka empirycznego

(a) przy “tagodnych” zatozeniach Qn () Ni) Q(9) dla kazdego ¥
— OO
(np. (u;,¥y;),2=1,..., N, niezalezne, identyczne rozkfady)

czyli dla kazdego ¥ € R?, € > 0, § > 0 i dostatecznie duzego N > Ny (1, ¢, )

P{QN(I) —Q(I)| > e} <0

e No zalezy od ¥ wiec nie gwarantuje bliskoSci wykreséw @ n oraz @

e jezeli zbieznos¢ jest jednostajna (Ng nie zalezy od ) tzn. dla N > No(e, 9)
P{sup [Qn (9) = Q(0)] > ¢} <3

zatem réwniez P{Qn(9¥) — Q(9) < —€} i P{QN(¥) — Q(¥) > €} dla kazdego ¥
czyli z prawdopodobienstwem < §

Q(IN) — Qn(Oy) > € ("lewy ogon™)
QN (9") —Q(I7) > € ("prawy ogon”)

dodajac stronami i uwzgledniajac, ze QN (V) < Qn (Y*) mamy

P{QWIN) —Q(U") >2e} <4

(b), (c) Q(IN) £, (¥*) zatem dla kwadratowego kosztu ¥}, P,y
N — o0 N — o0
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Klasyfikacja, skonczona rodzina klasyfikatorow

e dla klasyfikacji

A~ AN

Q(f) =Ply # f(w)}

AN AN

Qo () = 5 #{(uy) y # Flw)

o zbiér klasyfikatoréw F = {f1, ..., f},

e prawdopodobienstwo duzego btedu generalizacji dla klasyfikatorow zgodnych

P{Qsy(fn) =0 A Q(fn) > €}
<nP{Qsy(f)=0AQ(f)>¢ < n(1—e)¥ < nexp(—eN) = 4§

— 140
dlae—N1n5

e zbyt duza ztozono$¢ n rodziny klasyfikatorow zwieksza mozliwy btad generalizacji €
dla zadanej liczby pomiaréw
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Klasyfikacja, nieskonczona rodzina

klasyfikatorow
e prawdopodobienstwo duzego btedu generalizacji dla klasyfikatoréw zgodnych
PN = P{Qsy (fn) =0 A Q(fn) > €} < 2P{Qsy(fn) =0 A ngv(fz\r) > €/2}

problem sprowadzony do skonczonej liczby klasyfikacji

e funkcja wzrostu: liczba klasyfikacji N punktéw (co najwyzej 27V)

vz(N) = max #{(f(ul),..., (uN)) feF}
uj,...,unN
e jedli v(N) =2V, to méwimy, ze zbiér {uy,...,un} jest rozbity przez F i wéwczas

~

{(f(ul)a"wf(uN)):fej?}:{_lal}N

e wymiar Vapnika-Chervonenkisa d = VCdim(j/’-:) rodziny F: liczba elementéw najliczniejszego
zbioru jaki moze by¢ rozbity przez F

o U(N) < (TN)d dla N >d

d
e dla N >d, N > 2/e otrzymujemy pyn < 2 (%) 2€N/2 — § zatem € = % (d ln% —|—1n%)

e skonczony wymiar VCdim gwarantuje mozliwo$¢ uczenia w sensie PAC dla dowolnego rozktadu P
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Rozbicie

e rodzina funkcji F; funkcji f odpowiada zbiér Uy = {fueR": ]?(u) > 0}
rodzina zbiorow U
» sie¢ binarna: U = {U, (w), w € R%};

e zbiér skonczony B = {ui,...,un}

elementy zbioru B s3 klasyfikowane
e By C B jest wybierany (ang. picked up) przez U jesli
JUeU: Bo=UNDB
» sie¢ binarna: dla pewnych wag By jest poprawnie klasyfikowany

e zbiér skonczony jest rozbijany (ang. shattered) przez U, jesli kazdy jego podzbidr

jest zbierany przez U.

» sie¢ binarna: kazdy podzbiér moze by¢ poprawnie sklasyfikowany
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Przyktad: rozbicie przez potproste w R
e 7, = (—o0,x), I[={Z,, x € R}.

o {b} zbierany przez I (przez 7,1 € 1)
—> zbiory jednoelementowe s3 rozbijane przez I

o {b1,b2}, by < bs: by nie jest zbierany przez 1
— zbiory dwuelementowe nie s3 rozbijane przez I
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Przyktad: rozbicie przez pétptaszczyzny w R?
S? = rodzina pétptaszczyzn w R?

istniejg zbiory 3-elementowe rozbijane zbiory 4-elementowe nie s3 rozbijane
przez S? przez S?

{a} zbierany przez r™,

{a, c} zbierany przez q~
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Wymiar Vapnika-Chervonenkisa

e wymiar Vapnika-Chervonenkisa rodziny U
VC(U) = najwieksza liczno$¢ zbioru rozbijanego przez rodzine U

» sie¢ binarna: najwieksza licznos¢ zbioru, ktérego wszystkie podzbiory moga by¢ poprawnie

klasyfikowane

e VC(U) =d
o istnieja d-elementowe podzbiory rozbijane przez U
» sie¢ binarna: istnieje zbiér d-elementowy, ktérego wszystkie podzbiory moga byé poprawnie
klasyfikowane
o mog3a istniec d-elementowe podzbiory nie rozbijane przez U
(o elementach w “pozycji szczegdlnej”)
» sie¢ binarna: mog3g istnie¢ zbiory d-elementowe, ktérych podzbiory nie dadza sie

sklasyfikowa¢ poprawnie

o przyktady: VC(I) =1, VC(S?) = 3.
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Funkcja wzrostu

e vy(B) = liczba podzbioréw zbioru B zbieranych przez U
o jezeli B jest rozbijany przez U to vy(B) = 28

e funkcja wzrostu: maksymalna liczba podzbioréw zbioréow N-elementowych zbierana

przez U

vy(N) = Bﬁ%?fzv vy (B)

2N dla N < VC(U)
<2V dla N > VC(U)

» klasyfikacja binarna: vy (IN) = maksymalna klasyfikowana poprawnie liczba podzbioréw

zbioréw N-elementowych
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Funkcja wzrostu — Przyktady

® g2 (3) = 8, Vg2 (4) =14

N dla N <3
VSQ(N):
N?2—-—N+2 dlaN>3
oN da N<n+1
[ I/Sn(N):

23" (Vo) daN>n+1
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VC dla sieci binarnych a VC dla zbioréw

Zbiory

Sieci

Perceptron Rosenblatta

UcCR"®
W :{uEZ/{:fw(u) =
U = {Uw : w € R9}

1}

zbior wejs¢ sieci
w ={uel: Ny (u) =1}
N = {Nw,w € R%}

Uy p = {ucld :wiu+b >0}
U=S"
N = {Ny ., w € R b€ R}

vy (IN)
vy — funkcja wzrostu

liczba
N-

elementowego za pomoca

maksymalna

klasyfikacji zbioru

sieci N

maksymalna liczba klasyfikacji liniowych
zbioru N-elementowego vsn (N) =
2V da N <n+1

2y o (N7 dlaN>n+1

U jest rozbijany przez U

U jest rozbijany przez N
sie¢ moze dokona¢ dowol-
nej klasyfikacji elementéw
zbioru U

U jest rozbijany przez N
sie¢ moze dokona¢ dowolnej klasyfikacji (li-

niowej) elementéw zbioru U

VC(U)

VC(N)

licznos¢ najwiekszego zbioru
dla ktérego N moze dokona¢
dowolnej klasyfikacji

VCES™) =VC(N)=n+1=d
licznos¢ najwiekszego zbioru dla ktérego N
moze dokonaé dowolnej klasyfikacji liniowej

13 czerwca 2005
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Wymiar VC dla przyktadowych sieci

typ sieci liczba wag | VC(N)
sie¢ liniowa, jednowarstwowy perceptron Rosenblatta | d=n + 1 d
wielowarstwowy perceptron Rosenblatta d O(d Ind)
sie¢ sigmoidalna d O(d?)
sign(sin(w ) 1 00
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Ryzyko dla sieci binarnych
jezeli VC(N) =d < oo todla N > d
e 7N Jest jednostajnie zbiezny do

e dla kazdego ¢ > 0 z prawdopodobienstwem > 1 — (QZN)d exp(—€>N)

sup TN (W) —m(w)| <€

e dla “matych” m(w), z prawdopodobiefstwem > 1 — (QEN)dexp(—EQN/ZL)

lw) —w(w)]
" Tw)

e ryzyko maksymalne gwarantowane na poziomie ufnosci 1 — a > 0

WN(W)—W(W)SEOZ\/% <ln%+1) _w

ryzyko maksymalne gwarantowane na poziomie ufnoséci 1 — a > 0 dla “matych” 7(w)

e (w) = a(w) <@ =26 (14 /14w
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Minimalizacja ryzyka strukturalnego
e dopuszczone k btedéw klasyfikacji

P{Qsy (fn) =k/N A Q(fn) > er} <6
gdziedla N > d

€ = Tq + €4

S
NN d 5

e dla rosnacego ciggu klasyfikatoréw
Flc...CF"C...gdzie 6™ = d /m; otrzymamy

Kh> L > >
d'<...<d™<...

e minimalizacja ryzyka strukturalnego: wybrac d dla ktérego wptyw redukcji liczby btednych
klasyfikacji zbioru uczacego przewaza wptyw wzrostu ztozonosci rodzin klasyfikujacych
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12. Zjawiska dynamiczne w sieciach

12-1 Zjawiska dynamiczne w sieciach

12-2  Zastosowania sieci dynamicznych

12-3  Struktura uktadu nieliniowego

12-4  Gradienty wag dla sieci wyjscia

12-5 Gradienty wag dla sieci stanu

12-6  Gradienty wag dla uktadu dynamicznego sieci

12-7 Pordéwnanie: propagacja prosta
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Zjawiska dynamiczne w sieciach

e ukfad statyczny: wyjscie w danej chwili zalezy tylko od wejs¢ w tej chwili

y(t) = h(u(t))

w przeciwnym przypadku uktad jest dynamiczny
y(t) = H(u(r), 7 € {0,¢t — 1}) czas dyskretny
y(t) = ’H(u(T), T € [0, t]) czas ciagty

e siec jest statyczna / dynamiczna je$li dla ustalonych wag jest uktadem statycznym / dynamicznym

® sprzezenia zwrotne sieci warstwowych
— neurony dynamiczne (lokalne sprzezenia zwrotne wewnatrz neurondw)
— neurony statyczne, sprzezenia zwrotne miedzy neuronami
— warstwy statyczne, sprzezenia zwrotne miedzy warstwami

— sie€ statyczna, zewnetrzne sprzezenia zwrotne
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e réwnania stanu sieci dynamicznej — czas ciagty

y(t) = h(u(t), x(t); w)
x(t) = f(u(t),x(t); w)

e réwnania stanu sieci dynamicznej — czas dyskretny

y(t) = h(u(t), x(t); w)
x(t) =f(u(t—1),x(t —1);w)

— dynamika synchroniczna: aktualizacja stanu wszystkich neuronéw réwnoczesnie
yi(t) = g(wlu(t —1) +b;), i=1,...,m
— dynamika asynchroniczna: aktualizacja stanu tylko jednego neuronu w jednej chwili

gwlu(t) +b;) jezeli i = u(t)

i(t) =
i) yi(t—1) jezeli i #£ 1(t)

mechanizm wyboru «(t) ~ Uyq . .y, niezalezne
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Zastosowania sieci dynamicznych

e zagadnienia czasu skonczonego
— modelowanie nieliniowych uktadéw dynamicznych

— sterowanie adaptacyjne

e zagadnienia asymptotyczne
— pamieci skojarzeniowe (asocjacyjne)

— optymalizacja globalna
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Struktura ukfadu nieliniowego

e nieliniowy niezmienniczy uktad deterministyczny S = (f, h)
(b -+ 1) = £(x(k), u(k)
y(k) = h(x(k))
gdzie £(0,0) =0, h(0)=0, wu(k),y(k)eR™, x(k)eR".

o koszt () = % Zi\; ly(t) —y* ()|

u(k) .
k+1 k y(k)
] 1o B0y S

e nieliniowosci reprezentowane przez sieci
x(t+1) = Nf (x(¢),u(t); w)
y(t) = NP (X(t); v)

13 czerwca 2005 12. Zjawiska dynamiczne w sieciach

sem. letni 2004/2005

12-3



Andrzej Pacut SNR

Gradienty wag dla sieci wyjscia

N L v J

x(k) [ A
:Dﬁ . h > J) -
— it SRn

/

=-~>

e v wptywa na wszystkie wspdtrzedne wyjscia w kazdej chwili ¢

- dQ ON' (t)

sz Ov

t=1 5=1

e kazda wspétrzedna wyjscia y(t) wptywa bezposrednio na koszt

dQ
= yi(t) —y; (¢
()~ e
NI (t)
o ostateczme — = Zt ) ZJ () =y (1)) B
BN?(t) e .
e pochodne 50 moga by¢ tez obliczone przy uzyciu BP

13 czerwca 2005 12. Zjawiska dynamiczne w sieciach
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Gradienty wag dla sieci stanu

0 ! k v(b) J
wh =1 X() ______ h = J0O) [~
= //‘ -----------------

e w wptywa na wszystkie wspdtrzedne stanu w kazdej chwili ¢

o x;(t) wptywa na y(t) i (z wyjatkiem t = N) na x(t + 1)
dQ &~ dQ ONY( t) ONY(t)
dr;(t) Z dy;(t) Oxi(t Z < dz; t—l—l) Ox;i(t)

dQ & dQ 8N?<N)
‘Zdij) 0zi(N)

dlat < N

e y(t) wptywa bezposrednio na koszt chwilowy

d@
dyi (t)

= vi(t) —yi (1)

13 czerwca 2005 12. Zjawiska dynamiczne w sieciach
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Gradienty wag dla uktadu dynamicznego sieci

e wektory wrazliwosci

dQ aQ 1"
GO=1TD T dm

e liniowe réwnania rekurencyjne w odwréconym czasie

Qx(t) = NL()" Qx(t+1) + N2()" (y(t) —y* (1)),  Qx(N+1)=0

Qw(t) = Qw(t+1) + N§, ()" Qx(t), Qw(N+1)=0

Qu(t) = Qu(t+1) + Ny(t)" (y(t) — y* (1)), Qv(N+1) =0
gdzie % i % s3 elementami Qw (1), Qv (1)
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Porownanie: propagacja prosta

e () zalezy bezposrednio od wspétrzednych wyjscia we wszystkich chwilach

dw z::z_: dy;(t) dw

e kazde wyjscie zalezy od wszystkich wspétrzednych stanu w tej samej chwili

AN

dyz phtd:zzj)

e stan zalezy od wag bezposrednio i poprzez wszystkie poprzednie wartosci stanu

dSCZ(t) 8fz i 8]2 d[l?j (t—l)
dw 8% (t—1) dw
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13. Modele NARX uktadéw nieliniowych

13-1 Obserwacja stanu uktadu liniowego

13-2 Reprezentacja ARX ukfadu liniowego
13-3 Obserwacja stanu uktadu nieliniowego
13-4 Struktura NARX ukfadu nieliniowego
13-5 Model NARX z aproksymacja neuronowa
13-6  Globalna reprezentacja wejscie-wyjscie

13-7 Gradienty wag dla sieci NARX

13 czerwca 2005 13. Modele NARX ukladéw nieliniowych 13-0



Andrzej Pacut

13 czerwca 2005

SNR

Obserwacja stanu uktadu liniowego

sem. letni 2004/2005

uktad liniowy ()
u(k) o L. 0
_ 7 X y(6)
x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) 5 Wl | R
F =
y(t) = Hx(1) I

dla uktadéw liniowych

y(k) = Cx(k)

y(k+1) = CAx(k) + CB];E];:)
y(k+n—1) — CcA"! x(k) + Z CA’ 'Bu(k+n—1—j%)

J=1

linia opézniajaca TDL (ang. tapped delay line) q "y(t) =

wyjscie zalezy od “biezacego” stanu i “poprzednich” wejsc
y(k+n)=CA"x(k) + > CA’'B,u(k+n—j)

Jj=1

= Lin(x(k),q "u(k + n)) <= jak wyznaczy¢ x(k)

13. Modele NARX ukladéw nieliniowych
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uktad jest obserwowalny jezeli stan poczatkowy mozna okresli¢ na podstawie skoficzonej

liczby przysztych wartosci wyjsé

dla uktadéw liniowych: ukfad jest obserwowalny <—-

macierz obserwowalnosci W, =

C
CA

CAn—l

dla uktadéw liniowych obserwowalnych

e anXn

ma rzad réwny liczbie kolumn (n)

x(k) = Lin(q "y(k+n), a "Tu(k +n - 1))
y(k+n) = Lin(q "y(k+n), q” "u(k + n))

13. Modele NARX ukladéw nieliniowych
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Reprezentacja ARX uktadu liniowego

e jesli uktad jest obserwowalny, to stan jest

liniowo zalezny od co najwyzej n opdznio-

nych wejs¢ i wyj$¢ - reprezentacja ARX(n.) (k) q " u(k) AL
TDL(n) =
n n y(k+1)
y(k)=> Aiy(k—i)+) Biu(k—i)  yp a"y(k)
— vt TDL(n) — >
q*l
czyli, oznaczajac A = [Al An} )
y(t)=Aq "y(t-1)+Bq "u(t—1)
u(k) q " u(k)
——— | TDL(n) >
e dla uktadéw SISO YD
y(k) q " (k)
y(t+1) = aTq_ny(t) + qu_nu(t) > TDL(n) > .

13 czerwca 2005
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Obserwacja stanu uktadu nieliniowego
o dla uktadu S = (f, h)

y(k) =h(x(k))
y(k+1) = h(f(x(k), u(k))) = o, (x(k), u(k))
y(k+2) =h(f(x(k+ 1), u(k +1))) = ¢, (x(k), u(k), u(k + 1))

y(ktn—1) = b,y (x(k), a”"ulk+n - 1)

o y(k+n)=1,(x(k), g "u(k +n))

o jezeli S;, jest obserwowalny (S jest lokalnie obserwowalny) to
x(k) = ¢(q "y(k+n),q "u(k+n—1))
y(k+n)= ¢(q_"y(k +n),q "u(k+ n))

13 czerwca 2005 13. Modele NARX ukladéw nieliniowych

13-3



Andrzej Pacut

SNR

Struktura NARX ukfadu nieliniowego

e jesli obiekt zlinearyzowany jest obserwowalny to lokalnie w poblizu stanu

rownowagi

y(k) =¥ (a "y(k), a "u(k))

u(k)
—

TDL(n)

q " u(k)
—

y(k)

TDL(n)

q"y(k)
———

NARX(n)

y(k+1)

13 czerwca 2005

13. Modele NARX ukladéw nieliniowych

sem. letni 2004/2005

13-4



Andrzej Pacut

SNR

sem. letni 2004/2005

Model NARX z aproksymacja neuronowa

e funkcje nieliniowe mozna aproksymowac przez sieci neuronowe

y(t+1) =P (a "y (t), a "u(t); w)

u(k) g u() [ NARX®)
—— | TDL(n)
Y(k+1)
(k) q " y(k) B
» TDL(n)
q-!
k —n A
u(k) TDL() q " u(k) ()
V(k+1)
(0 am | v ]
» TDL(n) —>
q-!

13 czerwca 2005
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Globalna reprezentacja wejScie-wyjscie
e globalna reprezentacja jest nieznana

jesli uktad autonomiczny jest obserwowalny

2n + 1 poprzednich wartosci wyjscia wystarcza do okreslenia wyjscia

e jesli uktad jest odwracalny wzgledem x(k)
2n + 1 poprzednich wartosci wejs¢ i wyjs¢ wystarcza do okreslenia wyjscia

e 1 is zwykle nieznane: stosowa¢ NARX(m) dla odpowiednio duzych m

13 czerwca 2005 13. Modele NARX ukladéw nieliniowych
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Gradienty wag dla sieci NARX

u(k) — q " u(k) e sie¢ NARX z jednym wejsciem i jednym wyjsciem
y(k+1)
w( >
w(k) q"y(k) © y(t+1) = N(y(t),...,y(t—n),u(t),...,u(t—n); W)
’—> TDL(n) F—>] .
o koszt Q@ = > ;0 q(y(t))
e w wptywa na wyjscie sieci w kazdej chwili ¢
dQ i dQ ON(t)
dw — dy(t) Ow

e y(t) wptywa na y(t +1),...,y(t +n) (poprzez TDL i siec) i koszt

w— dQ ON(s)  dq
Zd +

dy(t) — dy(t)
: : . . dQ)
e obliczenia wstecz w czasiedlat = N,...,1, z warunkami =0 dla
dy(t) dy(s)
s=N—+1,...,N+n
O (1)

e obliczenie

. propagacja zwrotna przez siec

ow
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14. Optymalizacja globalna i pamieci asocjacyjne
14-1 Stabilno$¢ probkowanych uktadéw dynamicznych
14-2  Druga metoda Lapunowa
14-3 Zastosowania wtasnos$ci asymptotycznych sieci dynamicznych
14-4  Sie¢ Hopfielda
14-5 Stabilnos¢ sieci Hopfielda
14-6  Funkcja Lapunowa dla sieci Hopfielda
14-7 Synchroniczna sie¢ Hopfielda
14-8 Przyktad: Problem podrézujacego akwizytora
14-9 Przyktad: Podziat obwodu na chipy
14-10 Pamiec asocjacyjna — wzorce ortogonalne

14-11 Pamiec asocjacyjna - wzorce losowe
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Stabilnos¢ probkowanych uktadéw
dynamicznych

uktad dynamiczny
x(t+ 1) =f(x(t),u(t),t)
punkt réownowagi X.
Xe = f(%e,0,1) YVt > to
stabilny punkt rownowagi: dla kazdego € > 0, o, istnieje d;, > 0
|x(to) — xe|| < 0ty = VE>to [|x(t) —xc]| <€
stabilnos¢ asymptotyczna: dodatkowo, dla kazdego t¢ istnieje v > 0
x(to) ~xell <7 = [1x(8) = xell — 0

obszar przyciggania: kula B(xe,7v) = {x: ||x — x¢|| < v} taka ze jedli x(t) € B to
lim x(t) = x.; istnieje dla stabilnosci asymptotycznej
stabilnos¢ globalna: dowolnie duze ~

stabilnos¢ jednostajna: & nie zalezy of tg

14. Optymalizacja globalna i pamieci asocjacyjne
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Druga metoda Lapunowa

uktad dynamiczny
x(t+1) = f(x(t))

punkt réwnowagi x, = f(x.)

funkcja Lapunowa: funkcja stanu, V € C1: R™ +— R spetniajgca warunki
Vi(xe) =0

Vi(x) >0 Vx € B(Xe,T)

<

AV(x)=V(f(x)) —V(x) <0 Vx € B(Xe,T)

TW. LAPUNOWA: punkt réwnowagi x. jest stabilny jesli istnieje dla niego funkcja
Lapunowa
punkt rownowagi jest asymptotycznie stabilny jesli istnieje funkcja Lapunowa i

AV (x) # 0 wzdtuz kazdej trajektorii w pewnej B(x¢,71).
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Zastosowania wtasnosci asymptotycznych

sieci dynamicznych
pamiec¢ adresowana zawartoscig; wyszukiwanie na podstawie informacji niepetnej
wzorce pamietane a stany stabilne
obszary przyciggania stanéw stabilnych: prawidfowe wyszukiwanie
sie¢ jako pamiec: wzorce odpowiadaja stanom stabilnym sieci

sie¢ jako algorytm minimalizacji: minimalizacja odpowiada poszukiwaniu stanéw
stabilnych sieci

14. Optymalizacja globalna i pamieci asocjacyjne
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Sie¢ Hopfielda

e dyskretna sie¢ Hopfielda: 1 warstwa, sign, asynchroniczna, u(t) = y(t — 1)

(t) sign(w] y(t—1)+b;) jezeli i = u(t)
Yi\l) =
yi(t —1) w przeciwnym przypadku

zmiany wyjs¢: mozliwe przemieszczenie do sasiedniego wierzchotka kostki w R™,
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Stabilnos¢ sieci Hopfielda

e punkty rownowagi dla dyskretnej sieci Hopfielda
y; = sign(z;) = sign(w;y + b;), i=1,...,m
posta¢ macierzowa
y =sign(z) =sign(Wy+b), ye{-1,1}"
e stany stabilne odpowiadaja lokalnym minimom funkcji Lapunowa w {—1,1}"™

e minima w R s3 na og6t inne niz w {—1,1}"", obszary przyciagania w R nie

muszg zawiera¢ punktéw bliskich w metryce Hamminga
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Funkcja Lapunowa dla sieci Hopfielda

e TWIERDZENIE jezeli macierz W jest symetryczna i ma nieujemng gtéwng przekatng

W =W" [ w; ; > 0 dla kazdego ¢

to dyskretna asynchroniczna sie¢ Hopfielda jest stabilna asymptotycznie

e kandydat na funkcje Lapunowa V(y) = —2y" Wy —y"b + ¢, odpowiednio duze ¢

AV(y)=V(y") - Vi(y)

= —% Ay"W Ay — %AyTWy — lyTWAy —Ay'b

2
1
=3 Ay"W Ay — Ay"z"
1
— D) (?JL+ - yb)2 Wy, — (yj— — ) Zj
-~ ——
>0 >0

—> V jest funkcja Lapunowa

o jesliy, —y, =0to
— wszystkie wspdétrzedne pozostaja niezmienione — punkt rownowagi
— albo y;" —y, # 0 dla pewnego przysztego ¢ czyli V nie jest = 0

—> stabilno$¢ asymptotyczna

13 czerwca 2005 14. Optymalizacja globalna i pamieci asocjacyjne
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Andrzej Pacut SNR sem. letni 2004/2005

Synchroniczna sie¢ Hopfielda

e kandydat na funkcje Lapunowa V(y) = —y* Wy — (yt —y)"b+c

AV(y)=V(y™") - V(y)

= -y -y) Wyt - (y"" -y)"b y T =N(y"),
_ _(y++ y)TZ++
==Y (Wt —w)zt <0

‘ >0

— funkcja Lapunowa, stabilnos¢ sieci synchronicznej

e mozliwa okresowosé, okres 2
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Przyktad: Problem podrozujgcego akwizytora

e problem NP-zupetny (NP: niedeterministyczny wielomianowy): hipotetycznie,
ztozonosc¢ rosnie szybciej niz liniowo z rozmiarem; jesli istnieje algorytm rozwigzania

w czasie wielomianowym, wszystkie s3 rozwigzywalne w czasie wielomianowym
e problem podrézujacego akwizytora (TSP): znalez¢ najkrétsza trase taczaca m
zadanych punktéw (problem NP-zupetny)

e macierz odlegtosci d. o = |x. — x|, ¢, =1,...,m

_ 1 jezeli miasto ¢ odwiedzono na p-tym etapie
® macierz trasy Y., =

w przeciwnym przypadku
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dtugos¢ trasy (macierz Y kotowa)

Qo = Sj Sj Sj Sj dc,C’ Ye,p Ye! p’ (1 _ 56,6’) (5p’,p—1 + 5p’,p+1)
c ¢ p p

kara za podwdjna wizyte

Ql—S‘Ych,pyc,p’—Yyyyycpyc p0c.er (1= 0pp)

c p p'#p

kara za wizyte dwu miast w tym samym etapie

Q2 = Y y T Ye,pYe',p = y: y: y: y: Ye,pYe! p Op,p! (1 - 50’0')
p p c

c c'#c

kara za nie wykonanie zadania 03 = (ZC > pYep — m)2
funkcja Lagrange’'a L= Qo+ 1 Q1+ 2 Q2+ 53Q3, (i >0

poréwnanie z funkcjg Lapunowa daje obcigzenia i wagi:
bep) = —203m
Wiep)(e'p') = ~2de,er (1= 0e,er) (O p—1 + Opr py1)+
281 6eser (1= 8pr) — 228y (1= Bucr) — 25 8e,er Sy
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Przyktad: Podziat obwodu na chipy

podziat m elementéw na 2 chipy z ograniczeniem potaczen miedzy ptytkami

macierz potaczen: s; ; = liczba potaczen miedzy elementami ¢, j

_ _ , 1 -ty element na chipie 1
rozmieszczenie elementéw: y; =

—1 -ty element na chipie 2
liczba potaczen miedzy chipami:
Qo =525 Wi —y)> =c— 130,55 Yi ¥
réwnomierno$¢ rozmieszczenia: Q1 = (>, y:)* = >, > Yi Y
koszt () = Qo + 1 @1, 1 >0

porownanie z funkcja Lapunowa daje obcigzenia i wagi:
Wi 4 :Si,j/2—2/81, bz =0
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Pamiec¢ asocjacyjna — wzorce ortogonalne
wzorce ortogonalne y®¥ e {—1,1}", k=1,...,N<m, Y={y® 1<k<N}
yW € {—1,1}™ ortogonalne, Y = {y®, N+1<k<m} LY

(Y,Y) jest baza w R™; rozbicie dowolnego y € {—1,1} wzgledem bazy (Y,Y)

T. (k)
= Z [0 y(k) o = y ¥y = iny(k) —1 < (0% < ]_, 1<k<m
’ [y®F = m¥ Y T Eess 2sEs
sie¢ Hopfielda: b =0, W = L YN y®y®" _ N1 (Reguta Hebba)

W=W7 w,; =0
funkcja Lapunowa dla sieci (ar = ar(y))
1
Viy)=—-y Wy =—— Z aiy®" Z y®) y 0" Z a;y9 + — Hyll2

2 et

N
1 Nm —-m Nm
= —— § lag | ly® 14+ = > o * + ——
2m — 2 2 k=1

V' minimalizowana dla a, = +1 (kombinacje wzorcéw) i wéwczas V (y) = 0 (stany

mieszane)

stany mieszane stabilne: wzorce przeciwne, kombinacje nieparzystej liczby wzorcéw
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Pamiec asocjacyjna - wzorce losowe
e wzorce losowe y(k) e{-1,1}", k=1,...,N <m, reguta Hebba
e dla wzorca y'&

a o a 1 T («
2 = Wy =y 1 L §7 ) g7 g
mk:;éa

(@) _ (a) 1 (k) )T (@)
i =Y +E§yz Zyj Y;
o J

A 7
-~

przestuch v;

e rozktad dwumianowy B : suma n niezaleznych zmiennych {—1,1} gdzie P{1} = p
SBi:,p =0, VBip =4np (1 — p)

e przestuch: muv; ~ Bi Emv; =0, Vmv; =N?—N, § = xvi ~ No1

2_N,1/2'

e zmiana jednego bitu: ¢ = P{v; < —1 |y =1} = P{v; > 1|y{™ = -1} = P{¢ > Ly

(2 (]

—1-a(z)
e powyze] No = 0.138 m zmiana jednego bitu pociaga lawinowe zmiany stanu
e wzorzec odtwarzany bezbtednie: 1 — (1 —¢)™ ~ gm — 0 czyli Nax ~ 572~
e wszystkie wzorce odtwarzane bezbtednie : 1 — (1 —q)™" ~ ¢mN — 0 czyli Nmax ~ T
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