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Rysunek 3.9. Sie¢ ego stopnia 1 polaczen z Bethel w uktadzie zblizonym do geograficznego
(dla zwigkszenia czytelno$ci zmniejszono odlegtos¢ do Anchorage). Kod IATA Bethel to BET,
ANC to Anchorage. Kolor szary oznacza potaczenia obstugiwane przezniewielkie (do okoto 20 miejsc)
samoloty, czerwony — samoloty Sredniej wielkoSci, np-Boeing 737

si¢ stale miedzy Alaska i Jakucja, to ich trasy wnaturalny sposéb si¢ krzyzuja. Taki
stan rzeczy sprzyja powstaniu stosunkowo kroétkich potgczen. Inaczej bedzie w przy-
padku miejscowosci o mniejszym znaczeniu-ekonomicznym. I tak Srednica naszego
grafu wynosi nie 6 a 13, co ma miejsce na-trasie mi¢edzy niewielkim osiedlem na Gren-
landii — Aappilattoq (YPO) — a réwnie-niewielka osadg nad kanadyjska zatokg Hud-
sona — Peawanuck (QUV).

Estymacja parametréw sieci

Nawigzujac do rozwazan dotyczacych sieci wybranych przewoznikéw, nalezy zadac so-
bie pytanie, czy tak zbudowang sie¢ mozna uzna¢ za ztoZzong. W istocie rozmiar sieci
zdaje si¢ usprawiedliwiac takie przypuszczenie, jednakze decydujgce znaczenie ma nie
wielko$¢, lecz wystepowanie okre§lonych wiasnoSci. Najbardziej podstawowa jest roz-
ktad wierzchotkéw. W przypadku sieci Germanwings mozna bylo wskaza¢ nieliczne
wezly o nietypowo wysokim stopniu. Dla sieci tak duzych rozmiaréw jak omawiana,
bardziej praktyczne jest sprawdzenie, czy stopnie wierzchotkow zmieniaja si¢ w spo-
s6b dajacy sie opisa¢ jakim$ znanym rozktadem. Poniewaz dla sieci ztozonej oczeki-
wanym wynikiem jest rozktad potegowy, zaczniemy od wykreslenia czgstosci wystepo-
wania poszczegdlnych stopni w skali podwdéjnie logarytmicznej® . Postuzymy si¢ w tym

29 Wykres taki jest pewnym przyblizeniem funkcji gestosci rozktadu, pozbawionym jednak jakiegokol-
wiek usredniania, ktére mogloby go wygtadzi¢. Uzywamy go tutaj, aby uwypukli¢ dyskretna nature rozktadu
i zademonstrowac niebezpieczerfistwa zwiazane z takim podejSciem. Lepsza metoda jest wykreSlenie histo-
gramu z odpowiednio dobranymi przedzialami — najlepiej, aby ich szerokos¢ wykreslona w skali logarytmicz-
nej byta jednakowa. Umozliwia to np. metoda plot_pdf z pakietu Pythona powerlaw.
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celu kodem zaprezentowanym na wydruku 3.6. Wynik dzialania programu pokazuje
rys. 3.10. Jak widaé, dla weztéw niskiego stopnia (czyli niewielkich lotnisk) punkty
uktadaja si¢ w przyblizeniu wzdtuz linii prostej, jednakze punkty odpowiadajace wiel-
kim lotniskom sg do§¢ mocno rozsiane. Wydaje si¢ to do$¢ oczywiste, gdyz ich stosun-
kowo niewielka liczba wyklucza uSrednianie. Tak czy inaczej, rozktad punktéw utrud-
nia weryfikacje hipotezy o potegowosci rozktadu. Bez przeprowadzania obliczen fatwo
zauwazy¢, ze ze wzgledu na rozszerzajacy si¢ ksztalt wypetnionego punktami obszaru,
mozna probowaé dopasowaé do nich proste o r6znym nachyleniu (odpowiadajace roz-
ktadom potegowym o réznym wyktadniku «), a nawet linie krzywe.

from collections import Counter
deg_dict = Counter (dlist)

degs = deg_dict.keys();

freqs = deg_dict.values()
plt.loglog(degs, freqs, ’bo’)

; plt.gcf().savefig(’degree_freq.png’)
plt.close ()

Wydruk 3.6. WykreSlenie czestosci wystepowania stopni weztéw
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Rysunek 3.10. Wykres czestosci wystepowania stopni weztéw



1

2

42 3. SIECI ZLtOZONE

Lepszym rozwigzaniem jest wykresSlenie wykresu rankingowego (patrz pod-
rozdz. 3.1). Kod programu®® przedstawia wydruk 3.7. Wynik dziatania programu
widaé narys. 3.11. Wykres ten rzuca nieco §wiatta na natur¢ obserwowanego rozktadu.
Nie mozna stwierdzi¢, aby w calym zakresie zmiennosci stopnia weziéw byt on rozkta-
dem potegowym. Wida¢ wyraznie, ze mimo uzycia wykresu rankingowego nachylenie
nadal zmienia si¢ w koficowym odcinku rozktadu. Nalezy wiec odpowiedzie¢ sobie
na pytanie: czy wigksze znaczenie ma dla nas ten kodcowy odcinek, czy tez rozktad
stopnia wszystkich weztéw? W pierwszym przypadku mozemy ograniczy¢ si¢ do np.
ostatniej dekady wykresu i probowaé dopasowac do niej rozktad potegowy o znacznie
wiekszym wykladniku @ niz dla danych mieszczacych si¢ w poczatkowym fragmencie.

cumul=[]
for i in range(len(degs)):
cnt = 0
for j in range(i,len(degs)):
cnt = cnt + freqsl[jl]
cumul . append (cnt)

plt.loglog(degs, cumul, ’bo’)

Wydruk 3.7. Wyznaczenie wykresu rangowego stopni weziow
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Rysunek 3.11. Wykres rangowy stopni weziow

30 podobnie jak w poprzednim przypadku dla przejrzystosci i uwypuklenia dyskretnej natury rozktadu
zdecydowaliSmy si¢ na wlasng implementacj¢. W praktyce z powodzeniem mozna wykorzysta¢ metode
plot_ccdf pakietu powerlaw.
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W celu estymacji wspéiczynnika a najlepiej postuzy¢ si¢ metoda najwickszej wia-
rygodnosci [38]. W przypadku ciagtego rozktadu potegowego mozliwe jest znalezienie
analitycznego rozwigzania w postaci:

a=1+—-—— (3.3)

gdzie xpmi, oznacza minimalng warto§¢ zmiennej losowej. Stosowanie tego estyma-
tora w przypadku dyskretnym powoduje powstanie btedu, tym wiekszego, im mniej-
sze jest Xmin. Z tego powodu w przypadku dyskretnym lepiej stosowac bardziej cza-
sochtonng?®' procedurg iteracyjng [38], implementowang mi¢dzy innymi przez metod¢
fit pakietu powerlaw [7]. Aby dobra¢ wtasciwa warto$¢ xp,n, wskazane byloby prze-
prowadzenie szeregu eksperymentow pozwalajacych ocenié, czy.wartos$¢ & stabilizuje
si¢ z wzrostem xnin. Jezeli tak si¢ dzieje, to mozna przypuszczaé, ze rozklad potegowy
jest wlasciwym wyborem, w przeciwnym przypadku moznd podejrzewaé, ze dane maja
inny rozklad. Korzystajac z metody fit z opcja discrete = True, w stosunkowo
prosty spos6b mozna wyznaczy¢ estymaty wspoltczynnika rozkladu potegowego dla
catego zakresu zmiennoSci stopnia wezléw, otrzymujac tzw. wykres Hilla — patrz wy-
druk 3.8 i rys. 3.12. Niestety wykres ten nie wykazuje oczekiwanego zachowania —
zamiast ustala¢ si¢ w koficowej czesci, krzywa gwaltownie rosnie. W istocie rzeczy zja-
wisko to mozna do$¢ tatwo wytlumaczy¢, nie wnikajac w szczegdty rozktadu stopnia
wierzchotkéw, a kierujac sie jedynie weze$niejszymi obserwacjami. ZauwazyliSmy bo-
wiem, ze decydujagce znaczenie dla.spesobu, w jaki dziata komunikacja lotnicza, majg
wielkie lotniska, tzw. huby, w ktérych koncentrujg si¢ loty z podobnych lotnisk calego
Swiata, ale rowniez krétsze polaczenia regionalne. Lotnisk tych jest jednak ograniczona
liczba, co kldci si¢ z wykorzystaniem rozktadu potegowego, ktory z natury swojej jest
zdefiniowany na przedziale nieskoficzonym.

Ta wlasciwos¢ grafu'moze wskazywac, ze lepszym kandydatem bylby obciety roz-
ktad potegowy, czyli'rozkiad opisany nastepujaca funkcja gestosci:

a-1 o
P(x) = mx . (34)

gdzie xpmin 0znacza minimalng a xm,x maksymalng warto$¢ zmiennej losowej. Wzor (3.4)
jestprawdziwy dla xmin > 0. Warto zauwazy¢, ze gdy xmax — 00, wzor (3.4) staje si¢ roz-
o —

l-a *

ktadem potegowym, czyli pg z réwnania (3.1) jestréwne Aby sprawdzi¢ hipoteze

o takiej postaci rozktadu stopni weztéw naszego grafu, dorlronerllsujemy do danych rozktad
potegowy oraz rozktady: obcigty potegowy i lognormalny — kod tej operacji przedsta-
wia wydruk 3.9. Uzycie rozktadu lognormalnego jest wynikiem do§wiadczen: czgsto
jest on mylony z rozktadem potegowym. W istocie jest on rowniez rozktadem ci¢zko-
ogonowym. Wynikowy wykres przestawia rys. 3.13. Jak wida¢, dopasowanie rozktadu

31 Zgodnie z [38] warto$¢ wyktadnika & mozna w przypadku dyskretnym przyblizyé, podstawiajac do
rownania (3.3) Xpin — % W miejsce Xpmip-
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import powerlaw

import numpy as np

NBINS=50

bins=np.logspace(np.logl0(min(dlist)),
np.logl10(max(dlist)), num=NBINS)

becnt ,bedge=np.histogram(np.array(dlist) ,bins=bins)

alpha=np.zeros (len(bedge[:-2]))

for i in range (0,len(bedge) -2):
fit=powerlaw.Fit(dlist,xmin=bedge[i], discrete=True)
alpha[i]=fit.alpha

plt.semilogx(bedge[:-2],alpha) # Hill plot

Wydruk 3.8. Wyznaczenie wykresu Hilla
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Rysunek 3.12. Wykres Hilla stopni weztéw

potegowego w calym zakresie zmiennoSci stopnia weztow? skutkuje uwzglednieniem
gléwnie weziéw o niskim stopniu, z czego wynika stosunkowo niewielka warto§¢ wy-
ktadnika @ (@ = 1,71). Linia o tak matym nachyleniu jest bardzo odlegta od danych

32 Jest to wynik dziatania funkcji £it bez dodatkowego parametru xmin.
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dla wysokich stopni weztéw. Zastosowanie rozkladu lognormalnego pozwala nieco
zmniejszy¢ ten blad, jednakze znacznie lepszy (cho¢ nadal nie idealny) jest obciety
rozktad potegowy.

fit=powerlaw.Fit(dlist, discrete=True)
print ’alpha (disc.) = ’ + str(fit.alpha)
fig3 = fit.plot_ccdf (linewidth = 3)

fit.power_law.plot_ccdf (ax = fig3, color = ’r’,
linestyle = ’-7)
fit.truncated_power_law.plot_ccdf (ax = fig3, color = ’g’,
linestyle = ’-’)
fit.lognormal.plot_ccdf(ax = fig3, color = ’b’,
linestyle = ’-7)

Wydruk 3.9. Poréwnanie rozktadéw potegowego z obcigtym potegowym i lognormalnym
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Rysunek 3.13. Rozktad potegowy (linia czerwona), obcigty potegowy (linia zielona) i lognormalny (linia
niebieska) na tle danych (pogrubiona linia niebieska).

Aby upewni€ si¢ o trafnym doborze rozktadu, mozna sprawdzi¢ hipotez¢ o jego
lepszym dopasowaniu niz innego wskazanego rozktadu. Wydruk 3.10 pokazuje, jak
sprawdzi¢ dopasowanie rozkladu potegowego w poréwnaniu z rozktadami: wyktadni-
czym, obci¢tym potegowym i lognormalnym. Otrzymane wyniki zawiera tabela 3.2.
We wszystkich przypadkach mate p-wartoSci Swiadcza o matej wariancji bledéw i co
za tym idzie — wiarygodno$ci wynikow testu. Pierwszy test — poréwnanie z rozktadem
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wyktadniczym — pokazuje, ze ten rozktad jest zdecydowanie gorzej dopasowany. Wska-
zuje to na ciezkoogonowos¢, ktdrej rozktad ten nie moze oddac. W odréznieniu od
pierwszego dwa pozostate testy sugeruja zmiane rozktadu, przy czym, analogicznie jak
narys. 3.13, obciety rozktad potggowy wypada najlepiej. Moze to §wiadczy¢ o tym, ze
sie¢ potaczefi lotniczych jest w gruncie rzeczy typowa siecig ztozong, a obserwowane
nieregularno$ci rozktadu sg tylko wynikiem jej ograniczonej wielkoSci.

R, p = fit.distribution_compare(’power_law’, ’exponential’,

normalized_ratio = True)
print ’power_law ? exponential: ’ + str(R) + " " + str(p)
R, p = fit.distribution_compare(’power_law’,

’truncated_power_law’,

normalized_ratio = True)
print ’power_law ? truncated_power_law: °’ +
str(R) + " " + str(p)
R, p = fit.distribution_compare (’power_law?,, ’lognormal’,
normaldized. ratio = True)
print ’power_law ? lognormal: ’ +.5tr(R) + " " + str(p)

Wydruk 3.10. Poréwnanie dopasowaniatozktadu potegowego z rozktadami: wyktadniczym, obcigtym
potegowym i lognormalnym

Tabela 3.2. Poréwnanie dopasowanego rozkladu
potegowego z przyktadowymi rozktadami

Rozktad Statystyka R p-wartos$¢
wykladniczy 17,42 6,2-1078
obciety potegowy -10,94 0

lognormalny -7,34 2,1-10713

3.4. Wielkosci opisujace sie€

Oproécz fundamentalnych pojec bezskalowosci oraz matych Swiatéw w celu opisu sieci
ztozonych definiuje si¢ réwniez inne wskaZniki, przedstawione ponizej. Uzupelniajg one
zestaw definicji podanych w podrozdz. 2.2 i dobrze wpisujg si¢ w prezentacije¢ sieci jako
struktur obiektéw traktowanych podmiotowo — cho¢ oczywiScie moga by¢ i sa stosowane
w opisie ,,zwyktych” graféw.



