Wykor zystanie ciagow Sobola do wyznaczania poczatkowej puli
punktéw algorytmoéw optymalizacji

Mariusz Kamola
Instytut Automatyki i Informatyki Stosowanej
Politechnika Warszawska
ul. Nowowigjska 15/19, 00-665 Warszawa
mkamol a@ia.pw.edu.pl

W pracy zaproponowano ciagi Sobola jako aternatywny mechanizm generowania po-
czatkowej puli punktéw dla algorytmdéw niedeterministycznych optymalizacji globalnej:
CRS2 i ewolucyjnego. Przedstawione sa wyniki testow praktycznych dla trzech rodzajow
funkcji testowych. Zamieszczona jest propozycja procedury testujacej, w ktore siatka
punktow Sobola jest losowo przesuwana, aby wyeliminowaé wprowadzanie do populacji
poczatkowsej tych samych punktow. Testy wykazaty duza odpornosé¢ obu algorytmow na
sposdb generowania puli poczatkowej.”

1. Motywacje

Uniwersalnosé¢, skutecznosc i tatwosé implementacii to cechy algorytmow niedetermini-
stycznych optymalizacji globalnej, ktore przesadzity o ich silng pozycji pomimo braku pod-
staw teoretycznych rownie mocnych, jak dla algorytméw klasycznych. By¢ moze wiasnie ten
brak kanondw sktania badaczy do modyfikowania pierwotnegl procedury symulowanego wy-
zarzania czy algorytmu genetycznego i proponowania wiasnych usprawnien: inne Kryterium
zatrzymania, inne zasady selekcji, specyficzne operatory krzyzowania.

W calg roznorodnosci pomystow zastanawia znikome zainteresowanie wptywem sposo-
bu, w jaki powstgje poczatkowa pula punktéw, na ogdlna efektywnosé algorytmu. Pula po-
czatkowa powstaje w wyniku |osowania za pomoca generatora liczb pseudolosowych, i jest to
najczescigl generator najprostszy, zwykle dostarczany przez srodowisko obliczeniowe, spet-
nigjacy (albo nie) jedynie absolutne minimum. Takich generatorow nalezy si¢ wystrzegaé [1],
zwtaszcza w zadaniach catkowania numerycznego. Mozna wigc przypuszczaé, ze skoro spo-
sob generacji zbioru punktéw nie pozostaje obojetny dla zadan catkowania, to moze mie¢ on
wptyw rowniez na efektywnos$é algorytmow optymalizacji bazujacych na puli punktow po-
czatkowych.

Proponowana alternatywa dla prostego losowania koleginych punktéw poczatkowych sa
ciagi Sobola. Algorytm generowania kolgjnych punktow, przedstawiony przez |. M. Sobola
oraz R. B. Statnikowa w [2], a nastgpnie usprawniony przez Antonowa i Saligewa, dziata
bazujac na w liczbach naturalnych nazywanych liczbami kierunkowymi D, , i =1,2...w. Aby

wygenerowat kolejng liczbg X, ciagu, nalezy obliczy¢ iloraz réznicowy (XOR) liczb kierun-
kowych o tych indeksach i, dla ktérych | (zapisane w sposdb binarny) ma na pozycji i -tej
jedynke. Ciag utworzony w ten sposob pokrywa dziedzing o wiele rownomiernigj niz punkty
bedace realizacja zmienng losowej, a przy tym nie wymaga wczesniejszej znajomosci liczby

" Praca zostata wykonana w ramach projektu badawczego CATID (Centrum Automatyki i Technik
Informacyjno-Decyzyjnych) w latach 1999/2000.



punktow, ktére maja by¢ wygenerowane (w odroznieniu procedury od pokrywania V siatka
kartezjanska).

Wiele testow praktycznych wykazato, ze cho¢ ciagi Sobola nie sa zawsze najlepszym spo-
sobem generowania punktow [3], to wykazuja zdecydowana przewage nad punktami, ktrych
wspotrzedne s realizacjami ,zmienngj losowe” dostarczang przez system.

Skoro doswiadczenia z zastosowania ciaggow Sobola w zadaniach catkowania numerycz-
nego tak dobrze rokuja ich uzyciu w algorytmach optymalizacji, to warto sprawdzi¢ ich dzia-
tanie w praktyce.

2. Uzytealgorytmy i funkcje testowe
Do testow wybrano dwa algorytmy optymalizacji i trzy testowe funkcje celul.

Algorytm CRS2
Petna nazwa algorytmu, przedstawionego w [4], to Controlled Random Search, werga 2. Jest to

procedura optymalizacji globalnej z poszukiwaniem bezposrednim, nadajaca si¢ szerokiegj klasy zadan.

Poszukiwanie minimum funkcji q(x), dim(x) = n przebiegaw szesciu krokach:

e Krok 1. Zdziedziny V wylosuj N punktow; niech stanowig one biezacy zbidr punktéw. Oblicz
wartos¢ funkcji celu w kazdym z punktow.

» Krok 2. W biezacym zbiorze punktow znajdz punkty X i X, , dia ktérych wartosé funkcji celu
jest odpowiednio ngimnigjszai najwieksza.

e Krok 3. Utworz sympleks (n+1-elementowy podzbiér biezacego zbioru punktow), w sktad kté-
rego wejdzie X, a pozostate punkty zostana wylosowane ze zbioru biezacego. Wyznacz nowy

punkt X, odbijajac X, wzgledem srodka sympleksu.
. Krok 4. Jesli x OV, tooblicz q(x ) i przejdz do kroku 5. Jesli nie, przejcz do kroku 3.
*  Krok 5. Jesli q(xt) < q(xh) to w biezacym zbiorze punktow zastap X, przez X, i przejdz do

kroku 6. Jesli nie, przejdz do kroku 3.

* Krok 6. Zakoncz, jesdli jest spetnione kryterium zatrzymania algorytmu. Jesli nie, wro¢ do kro-
ku 2.
W testach przyjeto N = 8(n + 1) , zgodnie z sugestiami w literaturze.

Algorytm ewolucyjny

Sposrod wielu wergji algorytmow ewolucyjnych [5] wybrano w sposob arbitralny jeden, ktory do-
brze sprawdzat si¢ we wczesniejszych zadaniach optymalizacji napotkanych przez autora. Oto zasto-
sowany schemat:

* Krok 1. Z dziedziny V wylosuj N punktow stanowiacych populacjg¢ P,. (Kolgne populacje
beda oznaczane przez B, P, itd.)

* Krok 2. Oblicz warto§¢ funkgji celu dlawszystkich osobnikow z biezacej populacji B, . Zakoncz,
jesli kryterium zatrzymania jest spetnione. Jesli nie, przejdz do kroku 3.

» Krok 3. Stwoérz nowg populacjg, B,.,. Kazdy jg osobnik jest wytoniony albo wprost z turnigju”
(z prawdopodobienstwem 0,3), albo jest krzyzowka 10 innych zwyciezcdw turnieju (zastosowano
krzyzowanie usrednigjace).

» Krok 4. Poddaj mutacji kazdego osobnikaz B, ., , tj. zaburz kazda z jego wspotrzgdnych zmienng
losowg z rozktadem Cauchy’ ego.

» Krok 5. Uczyn B, populacja biezaca i przejdz do kroku 2.

" Pojedynczy turniej przebiega w ten sposob, ze sposréd P, wybiera sig losowo dwa osobniki, a zwy-
ciezaten, dla ktérego wartos¢ funkcji celu jest mnigjsza.



Przyjeto, ze populacja bedzie liczy¢ 50 osobnikéw, a rozktad Cauchy’ ego bedzie miat takie para-
metry, ze srednio 5% osobnikéw w wyniku mutacji znalaztoby sie¢ poza dziedzing (odpowiednie
wsp6trzedne takich osobnikéw beda wowczas modyfikowane tak, by osobniki znalazty sie w dziedzi-
nie, na ograniczeniach).

Zmodyfikowana funkcja testowa Griewanka

n

) =1 g 3(0)- [ ] cosx (2~ cosi)

80 i=1 1=
Jest to paraboloida zsumowana z funkcja cosinus, co daje wielos¢ minimow lokalnych i prak-
tycznie uniemozliwia rozwiagzanie zadania metodami klasycznymi. Modyfikacje w stosunku do posta-
ci oryginang polegaja na dodaniu czynnika 2—cosi, ktéry urozmaica zageszczenie miniméw
w zaleznosci od wymiaru. Funkcja osigga warto§¢ minimalng O dla x=0 (dla dowolnego n).
W badaniach przyjeto n=4.

Funkcja testowa Shekela
Jest to jedna z czterowymiarowych funkcji testowych opisanych w [6], nazwana SQRN7:

ax) = —i[i(& -g,f +c, ]_l ,

j=1\ i=1

4186 3 25
c=[o1 02 02 04 06 06 03, a=|41 86795
4186 3 23
4186 7 9 3
Funkcja osiaga warto§¢ minimalng —10,4028dla x = [4 4 4 4]T :

Funkcja o wartosciach wyznaczanych w drodze symulacji

Funkcja ta zostala zaczerpnieta z pewnego zadania poszukiwania optymalnego punktu pracy
instalacji przemystowsej, ktérej model zostat zaimplementowany w postaci programu symul acyjnego.
Wyznaczenie q(x) 0znacza wiec uruchomienie owego symulatoraz X jako danymi wejsciowymi. Jgj
cechg charakterystyczna, przy stosunkowo prostym ksztakcie hiperpowierzchni, jest duza liczba ogra-
niczen implikowanych, ktére dodatkowo zawezaja dziedzing, i to w sposob nieprzewidywalny. Praca
z funkcja o takim charakterze wymagata pewnych modyfikacji opisywanych algorytméw, lecz nie ma
to wptywu naistote opisywanych badan.

Warto§é minimalna funkcji to 1,646. Wymiar zadania: n=9.

3. Wyniki wstepne

Jako kryterium zatrzymania, wspolne dla obu algorytmow i wszystkich funkcji celu, przy-
jeto liczbe wykonanych oszacowan funkcji celu. Nie pozwalato, co prawda, czyni¢ porowna-
nia agorytmow pod wzgledem wydajnosci — ae nie ono jest celem badan. Interesujacym nas
wskaznikiem jest (domniemana) poprawa zngjdowanego minimum q(x) uzyskiwana przy
zmianie procedury generowania poczatkowej puli punktoéw z klasyczng (z systemowego ge-
neratoraliczb pseudolosowych) na aternatywna (wykorzystujaca ciagi Sobola).
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Rys. 1. Histogramy miniméw funkcji Griewanka znalezionych przez algorytm CRS2 przy standardo-
wg (z lewe)) i alternatywngj (z prawej) metodzie generowania puli poczatkowsej. Préba polegata na
1000-krotnym uruchomieniu algorytmu. Wykresom oznaczonym symbolami 4, B, a | @ odpowia-
daja proby dia maksymalnie 100, 300, 1000 i 3000 oszacowan g(x).

Dla kazdej z funkcji celu wykonano serie uruchomien kazdego z algorytméw. Warto
rozpoczaé¢ anaize wynikow od przyjrzenia si¢ wartosciom znalezionym w kilku wybranych
seriach. Z rys. 1 wynika, ze w puli utworzonegj z ciagdw Sobola moze juz na poczatku znalezé
sie¢ bardzo dobry punkt, ktéry jest poprawiany dopiero przy znacznie wiekszym limicie
wywotan q(x). Taki traf zawsze bedzie deklasowal optymalizacje uruchamiane z pula
uzyskana w sposob standardowy — a nie jest to sytuacja rzadka, zwtaszcza, gdy rozpatruje
si¢ przyktady akademickie, w ktorych minimum lezy w samym §rodku dziedziny — czyli
tam, gdzie ciagg Sobola umieszcza jeden z pierwszych swoich punktow.

CRS2 Algorytm ewolucyjny
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Rys. 2. Zestawienie wartosci srednich wynikow z minimalizacji funkcji Griewanka algorytmem CRS2
(z lewe)) i ewolucyjnym (z prawej). Biate stupki odpowiadaja uruchomieniom z pula poczatkowsa wy-
losowana w sposdb standardowy; czarne — przy wykorzystaniu ciaggéw Sobola. Numery 1, 2, 3i 4
odpowiadajg seriom z limitem 100, 300, 1000 i 3000 oszacowan.

Zestawienie na rys. 2 usrednionych wynikéw dla obu algorytméw potwierdza po-
przednie wnioski. Start z pula wygenerowana przez ciag Sobola daje przewage, aetraci si¢ ja
w miare wzrostu limitu oszacowan g(x), przy czym algorytm ewolucyjny szybciej niz CRS2
niweluje dysproporcje. Oznacza to, ze jest mnigl podatny na metode generacji puli poczatko-
we.
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Rys. 3. Funkcja Shekela minimalizowana oboma algorytmami — wartosci srednie. Kolene serie uru-
chamiane dla limitéw 100, 300, 1000, 3000 i 10000 oszacowan. Znaczenie koloréw stupkow jak na
rys. 2.
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Rys 4. Zestawienie wartosci §rednich z minimalizacji funkcji trzeciego typu (potaczonej z symulato-
rem instalacji przemystowsj). Kolgne serie uruchamiane dla limitow 300, 1000, 3000, 10000 i 30000
oszacowan. Znaczenie kolorow stupkow jak narys. 2. Ze wzgledu na czasochtonno$é obliczef w tym
przypadku serie liczyty jedynie po 20 optymalizacji, wiec wyniki maja charakter orientacyjny.

Korzysci ze stosowania ciagdw Sobola przestaja byé oczywiste, kiedy spojrze¢ ekspery-
menty z pozostatymi dwiema funkcjami testowymi (rys. 3 i 4). Uzyskane wartosci srednie
praktycznie si¢ nie roznia, zatem optymistyczne wyniki dla funkcji Griewanka to jedynie
Sprzyjajacy zbieg okolicznosci.

4. Proponowane modyfikacje procedur
A testujacych
Jak zatem obiektywnie stwierdzi¢, czy uzywanie
ciagbw Sobola prowadzi do jakichkolwiek korzy-
§ci w optymalizacji? Zaproponowane rozwigzanie

1 polega na losowym zaburzaniu dziedziny V tek,
0 2 aby nie zmieni¢ jg miary, ae potozenie. Jesli zato-
‘ > zy¢, ze dziedzina jest hiperkostka, to w kazdym

zwymiarow nalezy gérny i dolny limit zmieni¢
olosowo wybrang liczbe. Na przyktad, rys. 5
przedstawia dziedzing V =(-44)x(-44), ktora
moze ,przemiesci¢ si¢” w kierunku kazdego
z wersorow o wartos¢ od —1 do 1.

Rys. 5. Dziedzina V (kwadrat z czarnym
obrysem) na tle margineséw (szarych)
Sswojego dopuszczalnego potozenia.



Dlatak zdefiniowanegj dziedziny powt6rzono serie testow, a wyniki przedstawiono na
rys. 6. Wprawdzie rozwiazania uzyskiwane przy starcie z uzyciem ciagbw Sobola wciaz maja
przewage, ae jest ona znikoma — okoto 10% (por. rys. 2). Pocieszgjace, ze przewaga ta jest
w przyblizeniu stata dla wszystkich serii.
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Rys. 6. Zestawienie wartosci §rednich wynikow z minimalizacji funkcji Griewanka przy losowym
zaburzaniu V . Oznaczenia analogiczne do rys. 2.

5. Wnioski

Postuzenie si¢ ciggami Sobola jako alternatywnym mechanizmem generowania poczat-
kowe puli punktow dla przebadanych algorytméw nie przyniosto znaczacych korzysci. Pro-
cedura weryfikacji wynikéw, zastosowana dla najlepig rokujacego przyktadu (tj. funkgji
Griewanka), jedynie ujawnita, ze walory ciagbw Sobola sa w tym zastosowaniu pozorne.
Ewentualne korzysci pochodza stad, ze jeden z pierwszych wyrazow ciagu Sobola wypada
doktadnie w srodku dziedziny (gdzie ma zwyczaj zngjdowac sig minimum wigkszosci funkgji
testowych) — ale nie mato znaczeniaw wigkszoséci zastosowan praktycznych.

Niemnig pocieszajace jest, ze nawet po ,rozmyciu” dziedziny (por. rys. 6) zastosowanie
ciagbw Sobola korzystnie, chociaz nieznacznie, wptywa na efektywnos¢ algorytmu. Tym sa
mym pomyst 1. M. Sobola zachowuje swoje walory takze w zagadnieniach optymalizacji —
ale tylko do tego stopnia, jaki stanowi naktad poniesiony na wyznaczenie populacji poczat-
kowej wzgledem catkowitego naktadu na rozwiazanie zadania. Ponadto nie stwierdzono, by
po zastosowaniu ciagdw Sobola dla ktorejkolwiek z badanych funkcji nastapito pogorszenie
sredniego uzyskiwanego wyniku. Zatem metodg alternatywna generacji puli poczatkowej
mozna stosowat bez obaw — przeciwnie, z nadzieja na poprawe efektywnosci w przypad-
kach niektorych zadan optymalizacji.

6. Podziekowania

Dziekuje doktorowi Jarostawowi Arabasowi za motywowanie i cenne uwagi na wszyst-
kich etapach prowadzonych przeze mnie badan.
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